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Nombre:

Tiempo: 2 horas.

. Se quiere construir un trapecio isosceles, el cual tiene al menos tres
lados de igual medida, digamos a, como muestra la figura. Si el otro

lado lo denotamos por z, determina el valor de & que maximiza el area.
Justifique su respuesta.

Solucion:

Notemos primero que AB = CD = §, entonces el area del trapecio es:
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A(z,h,d) = ah + 2 x %



Pero como = — 2§ = a y 6% + h? = a? se tiene que:

Ax) = i(a + z)\/4a? — (z — a)?

donde z € (0, 3a)

Derivando respecto a x se obtiene:

Al(x) = 2\/4a2—1(Ta)2(2a2 + ax — x?)
Ar) = —9FD o,y

2\/4a? — (x — a)?

Observar que z+a es siempre positivo, lo mismo que 2/4a? — (x — a)?.
Por lo tanto el signo de la derivada, en nuestro problema depende
exclusivamente de (2a — z).

Notar que si 0 < x < 2a, entonces A’(z) es positiva, por lo tanto A es
creciente en (0, 2a).

Del mismo modo, si 2a < x < 3a, entonces A’(x) es negativa, por lo
tanto A es decreciente en (2a, 3a).

Luego en x = 2a la funcién tiene un maximo.

Resuelve solo un problema entre 2 y 3.

. El didmetro de una herida circular en la piel de un paciente, crece a
razon de 0,05 mm por hora. ;A qué razon crece el area de la herida,
cuando su didmetro es de medio centimetro?

Solucidn:

A(t) =

Alt) = gd(t)d’(t)

Si t1 es tal que d(t1) = 5 mm, entonces:

mm2

Al(ty) = gd(tl)d’(tl) = g 50,05 = 0,01257 ~ 0, 04~
. Un monje parte a las 6:00 de la manana, desde la cima del monte
donde estd su monasterio, hasta llegar al monasterio del valle a las
22:00 horas del mismo dia. Realiza sus oraciones y se duerme. Al otro
dfa, parte a las 6:00 de la manana, del monasterio del valle y sube al
monasterio del monte, tomando exactamente el mismo sendero que el
dia anterior. Al mostario del monte llega a las 22:00 de ese mismo dia.



;, Es cierto que hay una hora en que ambos dias estaba exactamente
en el mismo punto del sendero?

Solucion:

Sea t € [0,16] medido en horas. Denotemos por f(¢) la posicién del
monje en el sendero, ¢ horas después de las 6 : 00, cuando va de bajada;
y por ¢(t) la posicién del monje en el sendero, t horas después de las
6 : 00, cuando va de subida.

[P.d: 3¢ € (0,16) tal que f(€) = g(¢)|

Si el sendero mide K kilémetros, para denotar la posicién del monje
en el sendero, basta decir que estd a x kilémetros (en el sendero), del
monasterio del valle. Por lo tanto podemos denotar cualquier punto del
sendero por x € [0, K], donde 0 representara el monasterio del valle y
K el Monasterio del Monte. Por lo tanto

f(0)= Ky f(16) =0, en cambio ¢g(0) =0y g(16) = K.

Como ambas funciones son continuas, pues el monje respeta las leyes
de la fisica, se tiene que la funcién F(t) = f(t) — g(t) es continua.
También tenemos que F(0) = K > 0y F(16) = —K. Por el teorema
de Bolzano se tiene que existe £ € (0,16) tal que F(§) = 0, por lo
tanto. Existe £ € (0,16) tal que f(&) = g(§).

4. Elije dos de los siguientes limites y calctlalos:
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Por lo tanto lim =0
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rtan(x) — sin(z?)

) :}:lg%) x?
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5. Considera la funcién f : R\ {1} — R definida por f(x) = e

Grafica f indicando interseccién con los ejes, intervalos de crecimiento,
de decrecimiento, de concavidad, de convexidad, puntos de inflexién,
maximos, minimos y asintotas.

Solucion:

Notamos que f(0) = 4, entonces la interseccién del grafico con el eje YV es
en (0,4). Notamos ademds que

_3\2 ., 7
f(x):%>0, Vo # 1

En particular f no intersecta el eje X. De hecho, estd siempre por sobre el
eje X.

Notamos ademas que

. (x—1)2 0
lm ———F——==-=0
21 22 — 37 +4 2
y como f es positiva se tiene que
? —3c+4

al:l—>ml fl@) = ;};:Hi (z—1)2

Por lo tanto la recta de ecuacién x = 1, es una asintota vertical para el
grafico de f.
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Por lo tanto la recta de ecuacion y = 1, es una asintota horizontal para el
grafico de f.

La derivada de f es:

poy o (22=3)(z—1)* —2(z — 1)(2? — 3z + 4)
f(.ili‘)— (1’—1)4
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(22 — 3)(z — 1) — 2(2? — 32 + 4)

f/({L'): ($—1)3
;o 2x* — 5z +3—22% + 62 — 8
f(x)_ (l‘*l)g

, -5
f(ﬂf):m

Sixz < 1setiene quexz —5<0y (z—1)2 < 0. Por lo tanto f'(x) > 0 en

(—o0, 1), lo que implica que f es creciente en (—oo, 1).

Sil<az<bsetiene quex —5 <0y (z—1)3 > 0. Por lo tanto f'(z) < 0
en (1,5), lo que implica que f es decreciente en (1,5).

Si x > 5 se tiene que x — 5 > 0y (z — 1) > 0. Por lo tanto f'(x) > 0 en
(5,00), lo que implica que f es creciente en (5, 00).
Por lo tanto en z = 5 hay un minimo para f. Su valor minimo es

25—-156+4 14 7
=—-— = - ]_
/(3) 42 16 8 <

Calculemos la segunda derivada de f.

ey (@=1)° =3 —1)%(x—5)

" _(x_l)_3(x_5)
f(x)_ (33‘—1)4

2

f(x) = CEE x (7—xz)

Como para cualquier x # 1, se cumple que > 0, entonces el signo

2
(x —1)*
de la segunda derivada depende excluivamente de 7 — x.

Por lo tanto si x < 7, se tiene que f”(x) > 0, lo que implica que f es convexa
en (—oo,1) yen (1,7)

Del mismo modo si x > 7, se tiene que f”(x) < 0, lo que implica que f es
concava en (7,00).

Por lo tanto hay un tinico punto de inflexién y se encuentra en z = 7.



