Ayudante Ignacio Trujillo

Auxiliar de nameros complejos

1. Describa con un dibujo los siguientes conjuntos.

a) C={zeCllz-2+i|=2}

{ZGC/|2—2+i]:2}
{x,yeiR/]x+ yi—2+i]:2}
{x,y eRi(x-2)+i(y+1) =2}

Luego, ocupando |z| = y/x? + y?

C
C
C

C={xyeR/(x-2)+i(y+1) =2}
C={xyeni(x—2) +(y+1) =4}

A

v

b) D={zeC/0<|{<1}

C={zeClo<|{<1]
C={xyeR/0<[x+yi<1

Cz{x,yeER/0<1/x2+y2 gl}
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C) A:{z e C/0< Arg(z) <%}
Una manera de definir un complejo es diciendo que es igual a z = |z|(cos(¢) + isen()).
Luego Arg(z)=86 .

Con esto podemos decir que

&
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d) A={zeCli<|s]<2}

C={zeCli<|]<2}
C={xyeR/1<|x+yi<2}

C:{x,yeiR/1<w/x2+y2 <2}

e)T ={ZEC/%<|Z’<4,|H‘](Z)ZO}

Si z = x+1y, tenemos entonces que la parte imaginaria de z es Im(z) =Y.

T:{x,yeil%/%<w/xz+y2 <4,y20}
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f) L={zeC/Re(z)+Im(z) =5}

Si z = x+1y, tenemos entonces que la parte real de z es Re(z) = X y la imaginaria de z es
Im(z)=y.

L={x,yeR/x+y=5}

A

v

Sigan ustedes.
2. Calcule:

Algunas propiedades:

cos(2nz)=1,vne Z.= sen(2nz)=0vne Z

cos((2n-1)r)=-1L, ¥ne Z.= sen((2n-1)7) =0, ¥n e Z

sen[(4n - 3)%) =lLVneZ. = cos[(4n - 3)%) =0VneZ

sen((4n —1)%] =-1vneZ = cos((4n —1)%) =0,vneZ

Estas propiedades son facilmente demostrables al hacer un pequefio analisis al circulo
de radio uno centrado en cero coma cero.
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b) (_ | )1003

c) (~1+i)™
Usaremos que z" = (x +iy)" =|z|" (cos(n@)+i-sen(ng)) , con |z = /x* +y* .

Luego, |z| = /(-1)* +17 =/2; n=1004; x=-1; y=1.

Con estos datos tenemos:

7% = (141 ) = (\/5 )1004 (cos(10046)+ i - sen(10046)), pero nos falta 6. (1)

Ese 6 vaa ser el mismo para todo n, ocupando esto elegimos n =1 para determinar el
0.

z=(-1+i)=+/2(cos(0)+i-sen(p))
z=-1+i=+2cos(0) +/2-i-sen(d) )

A continuacion, tomamos la parte real de la ecuacion anterior (2) (lo que significa dejar
todo lo que no esta multiplicado por i).

Re(-1+i)= Re(ﬁcos(@) +~2-0- sen(H))

~1=+/2cos(8) = cos(9) B S :37”

V2
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Finalmente tomamos la parte imaginaria de la ecuacion (2) (se debe dejar todo lo que
estd multiplicado por i).

Im(—1+1i)= Im(«/icos(@) +~/2 i -sen(@))
1=/2sen(0) = sen(6) = = =0 :%

NG

Podemos ocupar cualquiera de los dos resultados, por su simplicidad ocuparemos

0= % retomamos (1).

T

7% = (=1+1)° = 2°?(cos(2517) + i - sen(251x )

7% = (-1+i)

Usando propiedades enunciadas al principio del punto 2), tenemos que cos(2517r) =-1
y que sen(2517)=03

2% = (140 =2%2(~1+i-0)
7% = (~14 i)1004 _ _ps02

d) [1++3-if”
Al igual que el ejercicio anterior usaremos que z" = (x +iy)" =|z|" (cos(n@)+i - sen(no)),
con | =X +y?.

Luego, |z| =1 +(«/§)2 =2:n=600; x=1 y=+/3.

Con estos datos tenemos:

25 = (1+ J3- i)600 = 2°(cos(6008)+ i - sen(6008)), pero nos falta 6. A3)

Ese 6 vaa ser el mismo para todo n, ocupando esto elegimos n =1 para determinar el
0.

z= (1+ NEE i): 2(cos(@)+i-sen(8))
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Z=1++/3-i=2cos(0) +2-i-sen(d) (4)

A continuacion, tomamos la parte real de la ecuacion anterior (4) (lo que significa dejar
todo lo que no esta multiplicado por i).

Re(l+ V3. i)z Re(2cos(6) +2-i-sen())

1=2cos(f) = cos(8) :%: 0= 60°=%

Finalmente tomamaos la parte imaginaria de la ecuacion (4) (se debe dejar todo lo que
estd multiplicado por i).

Im(1+«/§-i)= Im(2-cos(@) +2-i-sen(d))

V3 = 2sen(9) = sen(d) = ? =) :%

Podemos ocupar cualquiera de los dos resultados (que en este caso es el mismo), por su

simplicidad ocuparemos 6 = % retomamos (3).

7% = (1+ i\/§)600 = 2600(008(600-%j +i- sen(-%jj

2% = (1+iy3)" = 2% (cos(2007) +i - sen(2007 )

Usando propiedades enunciadas al principio del punto 2), tenemos que cos(2007r) =1y
que sen(2007)=0

600
z

f+iv3)" = 2@ +i-0)

7600 _ (l+i\/§)600 _ 9600
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METODOLOGIA (Elevar un numero complejo a la n)
Datos conocidos:

1. El numero complejo z=Xx+i-y
2. Elnal cual se te esta pidiendo elevar. z" = (x+i-y)"’

Procedimiento:

1. Obtenerel [z =/x* +y?.

2. Reemplazar el \z\ y el n en la siguiente formula.
2" = (x+iy)" =|z|" (cos(n@)+i-sen(no))
3. Debemos encontrar el & para poder obtener valores para cos () y sen ().

Como se obtienen & equivalentes para todo n, entonces tomamos n =1 para obtener el 6.

Luego, tenemos la siguiente ecuacion z = (x+iy)=|z|(cos(0)+i - sen(6))

a) Tomamos la parte real (o que significa dejar a cada lado de la ecuacion lo que no
estad multiplicado por i.)

Re(z) = Re(x + iy) = Re(z|(cos(6) + i - sen(6)))

Re(z) = x =|z|cos(9)

0 =arg cos(iJ
2

b) EI mismo procedimiento anterior se puede hacer tomando la parte imaginaria (lo
que significa dejar a cada lado de la ecuaciéon lo que estd multiplicado por i.)

Im(z) = Im(x + iy) = Im((z](cos(6) + i - sen(9)))

Im(z) =y =|z|sen(6)

sen(0) = é

0 =arg sen[lj
2
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4. Una vez que tenemos el & lo reemplazamos en la ecuacién del punto 2.

2" = (x+iy)" =" cos(n argcos[| JJH sen(n argcos[| JJ o alternativamente

2= (cry) — [ e ,]] ( e JJ

5. Seguramente los c6senos y los senos se resolveran facilmente (para términos de este
Curso).
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3. Calcule:

METODOLOGIA (Obtener las raices n-esimas de un complejo)

Es importante destacar que si se pide obtener la raiz n-esima de un determinado
complejo, se deben obtener n raices (en el caso de los nimeros reales se obtiene un

numero menor o igual a n) .

Datos conocidos:

1. El numero complejo z = x+y-i = |z|(cos(0)+i - sen())

2. El numero n, numero de raices. w="4/z =¢/(x+i-y)

3. A partir de 1. se obtiene x,y,0

Procedimiento:

1. Obtenerel |z =/x* +y?.

2. Reemplazar el |z| y el nen la siguiente formula. w, = 1/|z|(cos(¢, )+ i - sen(g, )

: 2k

3. Debemos encontrar los n ¢, que son igualesa ¢, = o + 27 conk = 0l...,n-1
n n

de ¢, tenemos el n,.k, por lo que nos falta encontrar @ que es constante para todo

P -
4. Como el @ es constante, entonces tomamos la raiz n-esima con n =1 lo cual
implicaque k=0,yaque k=0J1,...,n-1

Luego, tenemos la siguiente ecuacion z = (x+iy) = |z|(cos(6)+i - sen(6))

c) Tomamos la parte real (lo que significa dejar a cada lado de la ecuacion lo que no
estd multiplicado por i.)

Re(z) = Re(x + iy) = Re(z|(cos(6) + i - sen(6)))

Re(z) = x =|z|cos(9)

0 =arg cos(iJ
2

d) EI mismo procedimiento anterior se puede hacer tomando la parte imaginaria (lo
que significa dejar a cada lado de la ecuacion lo que estd multiplicado por i.)
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Im(z) = Im(x + iy) = Im([z|(cos(6) + i - sen(6)))

Im(z) =y =|z|sen(6)

sen(6) = é

0 =arg sen(lj
2

5. Una vez que tenemos el & lo reemplazamos en la ecuacion del punto 2.

w, =¥z =1f(x+iy) = Q/ﬂ(cos(ngk )+i-sen(g, )), o alternativamente
W, = 7 = n/(X +iy) = Q/ﬂ cos 4 +2k_ﬂj +i -sen(g +2kT”D mas explicitamente seria

n n n

wn

arg COS[!ZJ arg COS[MJ
W, :R/;:Q/(xﬂy):q/ﬂ co + 257 | i sen 271 con

n n n n

k=01...,n-1

También es valido

arg Sen(lzJ arg Sen(é]
Wk:q/;:mzq/ﬂcos : +2Ir<17z Hisen - +2|r<17z con

6. El nimero e soluciones que se obtienen es igual a n.

7. Seguramente los cosenos y los senos se resolveran facilmente (para términos de este
Curso).
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a) Calcule laraiz 4 de -81.
Sigamos el procedimiento al pie de la letra.

Datos conocidos:

1. El numero complejo z = —81=281-(cos(6)+i-sen(d))

2. w=4%7z=4-81

3. A partir de 1. se obtiene x,y,8

Procedimiento:

4. Obtener el |z| =+/(-81)" + 0% =8L1.
5. Reemplazar el ]z] =81y el n=4 en la siguiente formula.
w, =4/81(cos(g, )+i-sen(g, ) con k =01,...,n-1

. . 0 2kx
6. Debemos encontrar los cinco ¢, que son iguales a ¢, = Z+— con

4
k=01...,n-1, nos falta encontrar & que es constante para todo ¢, .

7. Como el @ es constante para cualquier raiz n-esima, entonces tomamos la raiz con
n=1 lo cual implicaque k=0,yaque k=01,...,n-1
(En este procedimiento se encuentra el mismo € de la definicion de z, no se compliquen
con lo que dice anteriormente)
Luego, tenemos la siguiente ecuacion:
z=-81=81-(cos(0)+i-sen(0))

e) Tomamos la parte real (o que significa dejar a cada lado de la ecuacion lo que no
esta multiplicado por i.)

Re(z) = Re(x+iy)= ReQz|(cos(9)+ i -sen(6)))

Re(z)=-81=81cos(0)
cos(9)=-1
O=argcos(-1)=>0=r

f) El mismo procedimiento anterior se puede hacer tomando la parte imaginaria (lo
que significa dejar a cada lado de la ecuacion lo que estd multiplicado por i.)

Im(z) = Im(x +iy) = Isz](cos(0)+i .sen(6)))
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m(z)=0=81sen()
sen(0)=0
0 =argsen(0)=>60=0conn=2

8. Unavez que tenemos el € = = lo reemplazamos en la ecuacién del punto 2.

w, = 4/-81 =4/81(cos(¢, )+i-sen(4, ), o alternativamente
=4-81= 3(cos(%+2k7ﬁj +i- sen(%+2k7ﬂjj, conk=01...,n-1

Para k =0,

=4/-81= 3(cos(%j +i- Se”(%n - 3[% + %j
Para k=1,

il ot 5 ) ool o o)

) (—ﬁ .ﬁj
=3 +1—
2 2

Para k =2,
w, = 4-81= 3(cos(% + 477[] +i- sen(% + 4%)) = 3(C08(%) +i- sen(%{j}

_ 3(_ﬁ iy QJ

2 2

Para k=3,

—4/-81= ?{cos(% 64 j+ i sen[ - GT”B - S(COS[%TJ - Sen(YTﬂD
W, = 3(£ - £j

2 2

9. EIl nimero de soluciones que se obtienen es igual a n, en este caso igual a 4.
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A

Pongan las raices en el circulo de radio 3

v
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b) z=~/3+iconn=3
Sigamos el procedimiento al pie de la letra.

Datos conocidos:

1. Elnumero complejo z =+/3 +i = |z|(cos(9) +i - sen(6))

2. W=Qf=%/i«@+ii

3. A partir de 1. se obtiene x,y,0

Procedimiento:

4. Obtener el |z :\/(«/5)2 +12 =2.
5

Reemplazar el ]z] =2 y el n=3 en la siguiente formula, luego tenemos
z=~3+i=2(cos(9)+i-sen(V))

6. A continuacién, ocupamos w, =3/2(cos(4, )+i-sen(4,)) con k =0,1,...,n-1

. . 0 2kx
7. Debemos encontrar los cinco ¢, que son iguales a ¢, = §+— con

3
k=01...,n-1, nos falta encontrar & que es constante para todo ¢, .

8. Como el @ es constante para cualquier raiz n-esima, entonces tomamos la raiz con
n=1lo cual implicaque k =0,yaque k=0J1,...,n-1

(En este procedimiento se encuentra el mismo € de la definicion de z, no se compliquen
con lo que dice anteriormente)

Luego, tenemos la siguiente ecuacion:
2= (3 +i)=2-(cos(0)+i-sen(6))

g) Tomamos la parte real (lo que significa dejar a cada lado de la ecuacién lo que no
estd multiplicado por i.)

Re(z) = Re(x +iy) = Re(z|(cos(6) + i - sen(9)))
Re(\@ + i)z Re(2 - (cos(0)+i-sen()))

Re(z)=+/3 = 2cos(6)

cos(9) = ?
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0 = argcos ﬁ —-9="
2 6

h) EI mismo procedimiento anterior se puede hacer tomando la parte imaginaria (lo
que significa dejar a cada lado de la ecuacién lo que estd multiplicado por i.)

Im(z) = Im(x + iy) = Im(|z](cos(6) + i - sen(9)))
Im(\/§ + i)z Im(2-(cos(6)+1i-sen(@)))

Im(z)=1=2sen(9)
1
sen(6) = >

0 = arg sen[lj —~0=300="
2 6

T .z
9. Unavez que tenemos el 6 = . lo reemplazamos en la ecuacion del punto 2.

 =3/(V3+i)=¥2(cos(g, ) +i- sen(qﬁk)) alternativamente
=%/i 3+i)=i/§-(cos( Zs j+| sen(1-£+2kT”D,con k=01...,n-1

36
Para k =0,

ol ()

Para k=1,
~3/(y3+i)=2| cos T2 isen] 2 =9 codl 12F ) 4 sen| 2T
18 3 18 3 18 4

Para k = 2,

~3/[V3+i)=3 cos[l + 4—”) +i- sen[ﬂ + 4—”) =3 cos(%—ﬂj +i- sen(zs—”j
18 3 18 3 18 18

10. El nimero de soluciones que se obtienen es igual a n, en este caso igual a 3.
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A

Pongan las raices en el circulo de radio 2

v



