Prueba Global

Considera un tanque de 800 litros de volumen, que contiene agua fliorada en toda su
capacidad. Cada litro de solucién contiene 1,2 gramos de fluor. Al tanque ingresa a razon
de 2,5 litros por segundo una solucidn de flior de una concentraciéon de 1 gramo de fldor
por litro y sale solucion del tanque a razén de 3 litros por segundo.

a) Si f(t) denota la cantidad de fldor en cada instante t, demuestra que f(t) satisface la
ecuacioén diferencial:

!

y y =25

+ 800 — 0,5t
b) Describe f(t) en cada instante t .

c) ¢éCuadl es la concentracion del flior en el tanque en el momento que el volumen de
solucién en el tanque es la mitad del volumen inicial?

Solucion:

a)
') = v, — v (1)

Donde v, denota la velocidad con que entra fllor al tanque y v, denota la velocidad con
que sale fldor del tanque.

Ve = 2,5%

v, = 3C(t)

Donde C(t) es la concentracidn de fluor en el tanque en el instante t. Como el volumen del

tanque es 800 — 0,5¢, y la cantidad de fldor en el tanque es f(t) (medido en gramos),
f®
800—0,5t

entonces C(t) = . Asi se tiene que:

b3 JO g
* 7 7800—05ts

Por lo tanto reemplazando en (1) se tiene:

3f(t)

f1®) =25 -g50= 0,5¢



O lo que es lo mismo

3f(e) 25 @

fre+ 800 — 0,5t

Que es lo que se queria probar. [ |

b) Como f(0) es la masa inicial de fldor en el tanque en el instante inicial, se tiene
que:

£(0)=1,2%x800g =960 g

Ademés la funcién g(t) = a(800 — 0,5t) es solucidn de (2), para cierto valor de a, si
reemplazamos g(t) en (2) se obtiene:

—0,5a+3a =25
2,5a =25
a=1

Entonces g(t) = 800 — 0,5t es una solucidn particular de (2).
Consideremos la ecuacién homogénea asociada a (2) y la resolveremos:

, 3h(t)
WO+ 550 =08t
h'(t) -3
h(t) 800 — 0,5¢
log (h(t)) = 6log (800 — 0,5t)+C
h(t) = K(800 — 0,5¢t)°

Luego f(t) = K(800 — 0,5t)° + (800 — 0,5t). Evaluando en t = 0, se obtiene:
960 = £(0) = K(800)° + (800)
160
K= 800¢

Entonces
160

5006 (800 = 0,50)° + (800 — 0,50) G) =

f@ =

c) De (3) se deduce que la concentracidn en el tanque en cada instante t es:



160
800°

Cc(t) = (800 —0,5¢t)° +1

Como el volumen del tanque en cada instante es 800 — 0,5t, entonces necesitamos
encontrar C(t) cuando 800 — 0,5t = 400, es decir, la concentracion en el instante en
que el volumen es 400 litros es:

160 160 1 g

4005 +1=—— +1=(1+—)2
g00s (00” +1=gros o5t 1 =0 +159)7 "

Considera la ecuacidon cuadratica en dos variables:

4x% +9y? —16x — 18y = 11
a) Muestra que corresponde a una elipse. Indica las coordenadas de los focos.
b) Grafica la elipse indicando las coordenadas de los vértices y del centro.

Solucion:
a) Factorizando resulta:

4(x2 —4x)+9(y2 —2y) =11
Completando cuadrados:

4(x?—4x+4)+9(y? -2y +1)=11+16+9
4(x—2)2+9(y—1)2 =36
(x—2)2+(y—1)2_

32 22 1

Que corresponde a una elipse centrada en (2,1). Como 3% — 22 = 5, entonces la
distancia del centro al foco es V5 . Como el eje mayor de la elipse es paralelo al eje X,
entonces los focos son:

F,=(2+vV51) yF,=(2-+51) m

b) Como ya dijimos el centro de la elipse es (2,1) y los vértices en el eje horizontal
estdn a distancia 3 del centro, en cambio en el eje vertical estan a distancia 2 del
centro. Asi se tiene que los vérticesson A = (5,1),B = (-1,1),C = (2,3) y
D=(2,-1).



3. Considera los planos II = {A(3,0,7) +n(1,1,8) + (1,1,1) : 4,n € R}
M'={(x,vy,z):x=z—y €ER}
a) ¢Cual es la ecuacidn cartesiana de I1?
b) ¢éCudl es la ecuacion cartesiana del plano II"" que contiene a la rectas
L={A1,1,-1):2€eR} y L' ={A(1,—-1,3): 1 € R}?
c) Determine lainterseccion ITNTITI' N I1"

Solucion:

a) Un vector normal a Il es de la forma n = (=7, a, 3), pues el producto punto entre n y
(3,0,7) es cero. Ademas como el producto punto entre ny (1,1,8) también es cero, se
tieneque =7+ a+ 24 = 0, porlotantoa = —17. Asi tenemos que un vector normal a Il
es (—7,—17,3), por lo tanto la ecuacidn cartesiana de Il es:

—7x—17y+3z=d
Evaluando el punto (1,1,1) se tiene que d = —21. Por lo tanto la ecuacién del plano es:

—7x— 17y +3z=-21

b) M ={A(1,1,-1) +7n(1,-1,3): 4,7 € R}



El producto cruz entre (1,1,—1) vy (1,—1,3) es (2,—4,—2) . Ademds como el origen
pertenece a ambos rectas, también pertenece al plano, por lo tanto la ecuacién
cartesiana de I1" es:

2x—4y—-2z=0
O equivalentemente:
x—2y—z=0

La interseccion de los tres planos corresponde a todos los puntos (x, y, z) que satisfacen el
sistema de ecuaciones :

x+y—z=0
x—2y—z=0
—7x—17y + 3z = -21

Restando las dos primeras ecuaciones resulta que y = 0. Reemplazando se tiene el
siguiente sistema de 2 X 2

x—z=0
—7x+3z=-21
O equivalentemente
xX=z
—7x 4+ 3x = -21
O equivalentemente
xX=z
21
X =—
4

Entonces:

nnmn' nil"” = 21 021
_{(4' :4)}



