Ayu. Ignacio Trujillo Silva (alias nao) MatematscH

Integrales Impropias

Definicién 7.1 (Integral Impropia de Primera Especie (Intervalo no Acotado)).
Sea f:]a,+00) —  diremos que f es integrable en [a,+00) si se cumple que: Integral Tmp
Primera
(i) ¥z € (a,4+00), [ es integrable en [a, 7] y ademds

T
lim f
r—too, a

(ii) Ewiste el limite definido por

Notacion: Si una funcién es integrable en el intervalo:a, oc) entonces al
valor del limite se le llama integral impropia de primera especie de f v se le

denota
f = hm / f

Observaciones

I
1. Siel limite lim / [ existe, se dice que la integral impropia es econvergente
T OO
o

v 81 no existe se dice que la integral impropia es divergente.

2. De una manera andloga se definen las integrales de 1° especie siguiente

i) /_b :Il%m‘t/ f

/ f= / f+ / f donde la constante ¢ € puede ser cualquie-

ra. En esta wltima definicién es importante que las dos integrables de
la derecha existan o que sean convergente. Si alguna de estas integra-
les no converge entonces la integral de la izquierda tampoco .

Ejemplo 7.1. +5¢ gy
Dado a = 0, estudiar la convergencia de la integral / -
[

il
Claramente f(x) = % es integrable en [a, b] para cualquier b > a. Veamos el

limite
oo dx " T dt , r
[ = dm [ =l (=2

Por lo tanto se trata de una integral divergente.
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IMPORTANTE: Este tipo de integrales se llaman tipo P (EN ESTE CASO
TIPO ALFA)
Ejemplo 7.2.

+oo d
= . . . M
Dado a > 0 y e # 1, estudiar la convergencia de la integral [
of (1

B
Nuevamente basta con estudiar el limite:
T dp . T dt ) 1 1"
'—a = ].1].11 _O = .lllﬂ —ﬁ
Ja a T—oo [ e oo {1 — {EJ t 5
e IV S
s lfnl 1 1 B 1 25 mﬂﬂ—_f Sla > 1
r—oc (1 —a) \xo—l  go—l A ga<l

Por lo tanto esta integral impropia es convergente cuando v > 1 y divergente
sl < 1.
Juntando estos dos ejemplos podemos resumir diciendo que

/ 2 dy { Converge sia > 1
o i

o Diverge sia<l

Detinicién 7.2 (Integral Impropia de Segunda Especie (Funciones no Acotadas)).
Sea f: [a,b) —  una funcidn no acotada, diremos que f es tntegrable en [a. b) Integral Im
T Segund

(i) Yz = (a,b)f es integrable en [a, 2]

»i
(ii) El lfmite lim / I existe.
T—b— -
Jbservaciones

x—b—
verge, ¥ cuando no existe se dice que la integral impropia diverge.

T
1) Cuando el limite lim / [ existe, se dice que la integral impropia con-
i@

2) Se anota

z —b
]1’1?_[ f:/ I

3) La primera condicién de integrabilidad de este tipo de funciones exige,
entre otras cosas, que la funcién f debe ser acotada en todo intervalo
(a,x), es decir, este tipo de funciones se caracterizan por tener una asintota
vertical en o = b.

4) En forma andloga se definen las integrales impropias siguiente:

W [Lr=m [ s
(if) _[:fz_[aiﬂ_[fﬁ ¢ € (a.b)

En esta tltima definicién la integral entre a™ v b~ converge ssi las dos
integrales de la derecha convergen por separado.
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Ejemplo 7.3.

Estudiar la convergencia de la integral impropia _[ (bfj‘-)a para diversos
valores de a £
Caso a = 1. En este caso se tiene:
T de i b= gy g .
= lim = lim —In (b—x)|,
Jo b—x =0t f, b—x —0+
= 11111+{In b—a)—Inc} =4
£—0 '

Por lo tanto, en este caso la integral impropia es divergente.
Caso a # 1. En este caso los edleulos son

§ = lim / " da = lim 1 =
a (b_m)u N e—0t+ Jf f_li}—.l.') L—:D+ fQu_ ]_J(b_r)n—l L
= lim ] L o L - ﬁﬁr sio < 1
e—ot (@—1) \e*=1  (b—a)? A sia>1

Juntando estos dos ejemplos podemos resumir diciendo que
b~ :
f dr { Converge sia <1
s (h==z)= Diverge sia>1

Algunos criterios de convergencia para integrales im-
propias

Teorema 7.1 (Criterio de Comparacion). Sean f y g funciones continuas
en [a,+oc) tales que:

(3b > a)(vz = b) 0 < f(z) < g(z)

entonees:
+o +oo
Si / g converge entonces / f eonverge .
wf (1

ol
+oo

+oo
Reciprocamente st [ diverge = / g diverge
L

ol O

Ejemplo 7.4.
Estudiar la integral

T2 |sen x|
3 dx
J1 T
Claramente se tiene que

sen r 1 o
Dg' 2'5‘—? vr > 1.
£ .xI
Luego como la integral / — es conocidamente convergente, se concluye
i x

e |=_:e111:'|aT N
——dx es

directamente que la integral / ambién convergente.
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Ejemplo 7.5. (Problema 5.f)

Decida si la siguiente integral converge

[«

1

> In(x)
Solucion:

Usemos el teorema 7.1 anteriormente enunciado.
Es claro que,

In(x)<x Para todo x[[2,]

Luego, elevando a la menos uno.

1
0<—< Para todo x[1[2,]
x In(x)
1, : 1 .
Por teorema 7.1, como la I—dx diverge, la mtegraIJ‘I ( dx también diverge.
> X > In(x

Ejemplo 7.6 (Problema 5.q)

Decida si la siguiente integral converge

fet)

Solucién:

dx

Usemos el teorema 7.1 anteriormente enunciado.

Es claro que,

1
-1< sin(—j <1 Para todo x[0,1]
X

Luego, dividiendo la ecuacion por NS

e
! Diverge, pues la integr&l—dx =In(co)
X
2
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< paratodo x0[o,1]

Fege

1 1 1
—sin| — |<—= Para todo x[1|0,1
FAl o]
Como los valores absolutos son mayores que cero,
1 1 1
0<|—=sin| — |<—= Paratodo x[J[0,1
Pl o]
1 1
1, . 1 . (1
Por teorema 7.1, como la I—dx converge, la mtegralj—sm — |dx
2 Vx olVx T x

también converge.
Ejemplo 7.7 (Problema 5.h)

Decida si la siguiente integral converge

00

JSin(X) dx
X

0

Solucién:

Para resolver este problema se ocupa un truco que ¢ onsiste en integrar
por partes la ecuacion, para luego realizar el anal  isis de convergencia.

Primero veamos el problema con limites generales, es decir a,b.

Aplicar la integracién por partes para demostrar que

® sinx cosa cosb >cosx
J = - [
a

dx >
X a b X

Y deducir que J'ﬂdx existe.
X
1

1
1 1
2 Converge, pues la integrfarl—dx = [2\/ x] =2
/X 0

0
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b 1 1
sen Xx*— dx =—cCos X* —
. x X

b b ld
—f ——cosx—;z- X

a a

cos a cos b b cos x dx
a b ’

: X
Analizaremos dos limites por separado,
- Elde 0 alyeldel alinfinito.

Nota: Esta division en los limites la realizamos, pues la ecuacion anterior se
indefine en cero.

En particular,
* sen x cos 1 ®  cos x
dx = —_ dx;
la integral ultima existe, ya que existe la integral
f 1
Por otra parte, la integral
1 sen x
] dx
o X

1
existe y es igual a f f(x) dx, donde f es la funcién continua con
0

Cos X

RO |
dxgj — dx
X

x? s

1, x=0
f(x) = { sen x’ x50,

La integral de 0 a 1, es claramente acotada, pues
0<sin(x)< x Paratodo x[[0,1]

Ahora, al dividir por x.

0< sin(x)

<1 Para todo x[0,1]
X
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sin(x)

1 1
Por teorema 7.1, como la Ildx converge, la integralj dx también
0 0

X
converge.

Teorema 7.2 (Criterio del cuociente de funciones). Sean [ y g funcio-
nes confinuas en [a,+00) y no negativas en [b, +00), donde b = a y tales que:

Entonces las integrales impropias [

+ oo
fw / g son ambas convergentes o
ol i L

ambas divergentes.

Ejemplo 7.8 (Problema 5.i)

Decida si la siguiente integral converge

T 3x+4

- 5x° +2x +1

Solucién:

Usemos el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones )
anteriormente enunciado.

Siempre que se tenga un polinomio dividido por otro polinomio (como en el
caso en que nos encontramos), la funcion con la que debo comparar el
problema es la siguiente.

Primero escojo el mayor grado del numerador y el mayor grado del
denominador.

. , 1
Es decir, mi g(x) :%:—2
X X

Luego, ocupando el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ).

3x+4
jim 7% = i 5x° +2x+1
x—og(x) x-o 1
XZ
. 3x*+4x?
lim

x-w5x3 +2x+1
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Dividiendo por el de mayor grado,

4
3x° +4x° y3 _ 3+
. 1X = lim —— X .
CESXT AL s gy 2 L
2 3
x> x

3x*+4x*> 3

im-—=————
x-o5x*+2x+1 5

! _ [ 3x+4
Por teorema 7.2, como la I—de ® converge, la |ntegralj3—
1 X 1 5x” +2x +1

también converge.

Ejemplo 7.9 (Problema 5.j)

Decida si la siguiente integral converge

ool 2o

Solucién:

Usemos el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones )
anteriormente enunciado.

., (1 1
La funcion con la que vamos a comparar a sm(—j esg(x)=—
X X

Luego, ocupando el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ).

)

L
X

lim fix) =lim
e glx) e

Tl . . T (1 .
Por teorema 7.2, como la I—dx“ diverge, la mtegraljsm(—jdx también
1 X 1 X

diverge.

ra
3 ; ; —
Converge, pues la |ntegr§l7dx , es tipo p con p=2>1.
1

!
“ Diverge, pues la integraﬁ—dx =In(o0) =00
X
1
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Ejemplo 7.10 (Problema 5.k)

Decida si la siguiente integral converge
Tsinz(ljdx

1 X

Solucion:

Usemos el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones )

anteriormente enunciado.

2

L, . 1 1
La funcién con la que vamos a comparar a sz(_j esg(x)=—
X X

Luego, ocupando el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ).

. 2(1) . (1) . (1j
sin“| — sin| — | || sin| —
lim f(X)ZIim X =lim 1x X =1

Mg 1 1|1
x2 X X

! _ T2 ”
Por teorema 7.2, como la I—de > converge, la mtegraljsmz(—)dx también
1 X 1 X

converge.

Ejemplo 7.11 (Problema 5.1)

Decida si la siguiente integral converge

J‘sinz(ljdx
1 X
Solucién:

Usemos el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones )
anteriormente enunciado.

., . 1 1
La funcion con la que vamos a comparar a smz(—j esg(x)=—
X X

Luego, ocupando el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ).

!
® Converge, pues la integr#l—zdx , es tipo p con p=2>1.
X
1
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o CL L)

X -0 g(X) X -0 i X -0 1
x* X

o]

1 : .1 9
Por teorema 7.2, como la I—zdx ® converge, la mtegral.fsmz(—jdx también
X X

converge.

Ejemplo 7.12 (Problema 5.1)

Decida si la siguiente integral converge

Tln(x) dx

1 X

Solucioén:

Usemos el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones )
anteriormente enunciado.

In(x) _Jx

La funcidén con la que vamos a comparar a —— esg(x) =
X X

Luego, ocupando el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ).

Inx)
. flx) X .| In(x)
o g(x) g Vx l'ﬂl[ Vx }
X
Por L’ Hopital
lim ['”(X)} = lim 2x =2 lim—— =0
X - 00 X > 00 /\/_ X — 0 X xﬂoo\/_

. . T .
Por teorema 7.2, como la Iﬂdﬂ diverge, la mtegraledx también
X X

diverge.

ra
® Converge, pues la integr§|—2dx , €s tipo p con p=2>1.

" Diverge, pues la mtegra{ —dx I—dX [2\/_] =00 estipop conp=1/2<1.
1 2
' x
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Otro método para resolver este problema, es integrar por partes.

Tln(x) dx

1 X

Consideremos,

ﬂm:muh:fm:%

qm:%:mMﬂmw

I@dx =[In(x)In(x)]? —I@
ZT@dx = [Inz(x)]f
[ O)S

1

Por lo tanto, la integral diverge.

Ejemplo 7.13 (Problema 5.m)

Decida si la siguiente integral converge
jte"dt

0

Solucién:

Integremos por partes,

jte_tdt

0

Sea,

flty)=t= f'(t)=1
g'(t)=e" =g(t)=—€""
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Tm*dt:—-%- —T—e*dt
0 LE Jo &
Tte*dtz-:;%;w-+Te*dt
0 L€ ] o
'([te"dt:—_;—t_o —LHO

jte_tdt =- IimL—O}— Iimi—i
0

El primer limite le aplicamos el L’ Hopital.

Y 1
[tetdt =~ lim=-~0|+1
tﬁooe
0 —
=0
jte"dtzl
0

Como la integral es igual a uno, implica que converge.

Ejemplo 7.14 (Problema 5.n)

Decida si la siguiente integral converge

[
0

N

Solucién: Para esta integral debemos hacer un cambio de variable.

dt = T € 2udu :Zje'“zdu
0

Como es un funcién par

MatematscH
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Z]Ze_“z du = ]:e_“z du=+r?®

0

Esto implica que la integral converge.

Ejemplo 7.15 (Problema 5.i1)

Decida si la siguiente integral converge

T 1
'[1+x2 dt

—00

Solucién: Para esta integral debemos hacer un cambio de variable.

00

1 _ o
:[01 T dx = [arctan(x)]_m

El grafico de la tan(x) es como sigue,

=

B b,

= R

_2 . ver -
8 J-e “du= \/; este es un resultado conocido pero algo dificdelmostrar.

MatematscH
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Se sigue que,
lim arctan(x) :g

. T
lim arctan(x):—z

X — —00

Esto debido a que la tangente se indefine en % y —g

Esto implica que la integral converge.

Ejemplo 7.16 (Problema 5.0)

Decida si la siguiente integral converge

! dx

Q\

+

Solucioén:

Usemos el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones )
anteriormente enunciado.

Siempre que se tenga un polinomio dividido por otro polinomio (como en el
caso en que nos encontramos), la funcién con la que debo comparar el
problema es la siguiente.

Primero escojo el mayor grado del numerador y el mayor grado del
denominador.

. , 1
Es decir, mi g(x)=—

Jx

Luego, ocupando el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ).



Ayu. Ignacio Trujillo Silva (alias nao) MatematscH

1
Mnﬂm:Hm“X+J;
egh) e L

Jx

Jx

lim

X -0 [x_'_\/;

Dividiendo por el de mayor grado,

}/
lim J; IJ;ZHm ! =lim ! :JJ. =1
e B T e T e 1 e
X X
Jx

lim——=1

X0 ,X+\/;

T 1 . : .
Por teorema 7.2, como la I—dxg diverge, la integral dx también
1

°
Jx IVX+J;

diverge.

Otra forma de hacer el presente ejercicio, es lasi  guiente:

? 1
'[\/x+\/§

Solucién: Para todo x =2

dx

X++/x <x’

00

1
° Diverge, pues la integraﬁ ——=dx , es tipo p con p=1/2<1.

I
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00

jldx<w;dx

2 X .z[\/X‘F\/;

T 1 T 1 |
+ dx < dx + d
’ me !JH&X wa; g

finito

00

1

s

Esto implica que la integral diverge.

o0 <

Ejemplo 7.17 (Problema 5.p)

Decida si la siguiente integral converge

Solucién: Paratodo x =1

x4 <1+ x*

1 1
<—/

1+x*  x* \/_

1 1
< _—

Ji+x* X

00 [oe] b
| = dx<'[i2dleim{—l} =1
1 1+X4 lX b oo X 1

Esto implica que la integral converge.

MatematscH
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Problema 6

La velocidad promedio de moléculas en un gas ideal es

V_i(ﬁij exp(_MVZ Jdv
Vi \2RT )3 2RT

Donde M es el peso molecular del gas, R es la constante del gas, T es la
temperatura del gas, y v es la velocidad molecular. Muestre que,

8RT
Mrt

V=

Solucién:

Debemos realizar un cambio de variable,

My * , _ 2RT
=x=>v° = X
2RT M
M2
vdv ~ dx
2RT
RT
dv = —dx
Mv
Siv=0=x=0

Siv=oo—= x=w

V:\/zl_( j xmexp(—x)%dx
V:%;[RV exp x)dx
v :%%!xexp( x)dx

Luego, la integral jxexp(—x)dx =1 por ejerciciom.

__ 4 RT
v =——— (Esta mal el resultado propuesto).

Y
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Problema 7

Considere la region,

R={(x,y)/x21,0£ysl}

X

Que como vimos es una area infinita. Muestre quetat esta region en torno al eje X
se obtiene un sélido que tiene volumen finito.

Solucién:

La region R es la siguiente,

F1

Es claro que la ecuacion general de rotacion en torno al eje x, es lasiguiente:
f 2

V= nj|f(x)| dx
a

En nuestro caso,
a=0

b=o0
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Convergencia absoluta

Definicién 7.4 (Convergencia absoluta). Sea f: [a,+0c) — , diremos
oo el
quie [ I es absolutamente convergente si / || converge.
LS L)

Notar que en un principio la definicién no dice nada acerca de la convergen-
+oa
cia de [ f. Sin embargo el siguiente teorema muestra la relacién entre la
o O

convergencia absoluta v la convergencia.

Teorema 7.3. Sea f: [a,400) — , se tiene que

o + oo
[ [ converge absolutamente =- / [ converge.
i L

Observacién: La reciproea del Teoremsa anterior no es necesariamente
cierto,

+ oo + oo
/ f converge = [ [ converge absolutamente.
Ja o

Ejemplo 7.5.

Consideremos f(z) = @ entonces ff (r)dr converge, pero no
. 1
asi [ |f(x)|dx.
1
b 0
2. El limite tI)im jf(x)dx, si existe, se designa por jf(x)dx , Yy se le da el nombre
a a

de “integral impropia”.

(a) Determinar Ix‘dx, si r<-1.
1
21 R
(b) Demostrar que I—dx, gue se puede decir de j;dx ?.
1 X 1
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(c) Supéngase que f(x)=0 para x==0 y que existe f f. Demostrar que
]
si 0 = g(x) < f(x) para todo x = 0, entonces también existe [ 8.
[

(d) Explicar por qué f | (1 + x*)dx existe. Indicacién: Separar esta in-
tegral en 1. :
Solucion:

(a)

e N 1 —1
f x" dx = lim —_ =
. Nooo TH1 r+1 r+1

(ya que r + 1<0, con lo que lim N =0).
N0

(b) T%dx = lim(In(b)) = = = diverge

En el siguiente paso hay que hacer n cambios de variable para las integrales
de la forma x=2u.

a”® 3 a
f l-dx:f -ldx-{-...-i-f —!—dx
1 X 1 X 1 X

" -

n veces

2 2
Al ser f 1/x dx> 0, tenemos lim 1/x dx = oo,
1 71500 1

N
(c) La funcién I(N) = f g es claramente creciente, y est4 acotada su-
0

o0
periormente por f. En consecuencia, lim I(N) existe (es el supre-
0

N-o©
mo de {I(N): N =>0}).

o o]

oo i
(d) Esta claro que f 1/(1 + x?) dx existe si f 1/(1 + x®) dx existe;
0

1
(o]

esta ultima integral existe por la parte (c), ya que J 1/x® dx existe
1

por la parte (a), y 1/(1 + x%) << 1/x%
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Problema 8

Una de las funciones mds importantes del andlisis es la funcién gamma,
T(x) = ﬂ) Wamy)

(a) Demostrar que la integral impropia I'(x) estd definida si x> 0.

(b) Aplicar la integracién por partes (mds precisamente, la versién del pro-
blema anterior para la integral impropia) para demostrar que

P(x + 1) = aT'(x). ¢

(¢) Demostrar que I'(1)=1, y deducir que T\(n) = (n —1)! para cualquier
nimero natural n. ' \

Solucién:
a) Laintegral

~ty x-1 . . : -2
J.e t*7dt ciertamente existe, ya que existe jt dt (problema 5.a), y para
1 1
los t suficientemente grandes, tenemos ettt <t (pues exponencial
crece muy rapido).
Por otra parte, si t >0, entonces € 't*™ <t*™; puesto que la integral
1 1

-1 -ty x-1
Itx dt existe para X >0, se sigue que Ie tdt existe para X >0 (es
0 0
la integral impropia si X <1)

(b)

(0]

I‘(x+1)=f et dt

0

t =00 o0
+ f xett*-1 dt

t=0 0

— — e—ftw

o AN
=0+ xf e~'t*-1 dt = xI'(x).

0

(Si x< 1, entonces utilizamos también una segunda versién de la
integracién por partes para tratar la integral de 0 a 1.)
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(c) r(l) = fooe‘t dt = —et| =1

0 0

Demuestra esto que I'(1) = (1—1)!.S8i I'(n) = (n—1)!, entonces
I'(n+ 1)=n'(n) =n+(n—1)! = n!, con lo que la férmula es valida
para todo n, por induccién.

Los demas:

Problema 4

Demuestre que la siguiente integral es acotada.

_.2
J-exdx

Solucién:
Para que una funcion sea acotada, debe ser acotada superior e inferiormente.
Cota Inferior:

Como la funcién exponencial es mayor que cero, siempre estaremos sumando
area positiva.

Luego, 0< je‘*z dx

Cota Superior:

Estamos de acuerdo con que In(x*> +1) < x>, se puede confirmar por la grafica.

-5 = -3 =2 =1

Al aplicar exponencial,
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x2+1<e”

2 1

e < >
x°+1

Ahora, integremos entre menos infinito e infinito.

_je_Xdesg[oxg)-l(-l

Por problema 5.0,
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Finalmente,

00

0< je""zdxsn

Los que faltan de la parte 5,

a)

J'—dx Vx|t =1
Convergente

b)

1

[ =[in(]; =In(1)-limin(x) = oo
X X -

0

Divergente

c)

1

J-%dx

-1
Esta integral no es continua en cero, luego no es integrable en ese dominio.

d)

00 [

len(x) j

2

dx In(inx)]; =

Divergente
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e)

00

1 ~ 1 ) o
jmdx - J-mdx =[arctan(x +1)]%, =n

—00 Co

Convergente

00
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