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Calcular integrales por partes que involucran expon enciales y logaritmos.

log(logx)

Solucién: Se integra por partes
1

—=du=u=logx

X

v=log(logx) = dv= &
log x

1 ._l_dx
log x x

f log(log x) }l— dx = (log x) * log(log x)— f log x -

= (log x) - log(log x)—log x.

iy [ cos(logg)dx

Solucion: También por partes hacemos la tratamos de la siguiente forma,

l=du=u=x

v =cos(logx) = dv= —sin(logx)1
X

1
f 1 cos(log x) dx = x cos(log x) + j x sen (log x) * = dx

= x cos(log x) + f 1 sen(log x) dx

De nuevo por partes,
l=du=u=x
v =sin(logx) = dv = cos(logx)%
= x cos(log x) + [x sen (log x)— f x cos(log x) % dx]
| codlog x)dx = xcodlog ) + xsin(log x) - [ coglog x)dx

asi que

x cos(log x) + x sen(log x)
5 .

J cos(log x) dx =
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2
ii) J.x"’ex dx
Solucioén:

x?> =u= du=2x

X2 2

dv = X2 _¢€ x> _ e
V=X€ =V= 7 , esto es porque si integro Ixe - 7 , al hacer el
cambio de variable X? =u
| 2 xzezz 2
f xe®’ dx = f x¥(xe*) dx = 5 —f xe* dx
. xzezz e:na
2 2
2
v) Jx(log x) dx
Solucion:
X2
X=du=u=—
2
v=(logx)’ = dv= 2log x
X
%1 2 2 ]
f x(log x)* dx=M—f x—-Z log x-—l-— dx
2 2 X

x*(log x)*°
= ———2———f x log x dx

Ahora debemos resolver jXIOQ )dX' por partes de nuevo

2
X
XxX=du—=u=—
2

v=logx= dv:1
X
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_ x(log x) _(x2 log x_f :\:_”_1_ ix
2 2 2 x )

_ x*(log x)? x% log x x3

- 2 2 6

Calcular las siguientes integrales por cambio de va  riable trigonométrico o
exponencial (estas integrales involucran exponencia les y logaritmos).

Para las siguientes integrales sera necesario recordar:

[ secxdx = In(secx + tanx)

[ esexdx=~In(cscx + cotx)

dx
Bhrec
Solucién:

Pongamos x = tan u, dx = sec? u du. La integral se convierte en
sec® u du

v 14 tan? u

= f sec u du = log(sec u + tan u)

= log(x + v 1 + x?).

dx
0 e

Sea x = sec u, dx = sec u tan u du. La integral se convierte en

sec U tan u du
f .______=f1du=u=arcsecx.
sec u v sect u—1

(Esto puede expresarse también, utilizando funciones mas cono-
cidas, en la forma arc tan(v x*—1).)

N e +1

Solucién:
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Sea x = tan u, dx = sec® u du. La integral se convierte en
sec’ u du sec u du
f p——— f —_— = csc u du
tan u /1 4+ tan® u tan u du

= —log(csc u + cot u) = —log(

+

1 V14
=+ =)

X
=log( — __)
1+ V1442

iv) I\/l—deX

Solucién:

Pongamos x = sen u, dx = cos u du. La integral se convierte en

: 1 2
fs/l—senzucosudu=f cos"udu:flzos—udu

sen 2u
4

u

2

u Sen U cos u
7t 2

+

—

arcsen x xV1—2x
2 2 |

V) J.\/x2 —1dx

Solucién:

Pongamos x = sec #, dx = sec u tan u du. La integral se convierte
en

f vV sec®u—1 sec u tan u du = f sec u tan®* u du

= f (sec u) (sec* u—.1) du = J sec® u du—f sec u du
Luego basta calcular la integral J(,SeéUdU, usando integral por partes.

u=sea = du=sealtanu

dv=sec u= v =tanu
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J'secu secudu =seautanu - jsecu tan® udu
=seautanu - jsem(sec2 u —1)udu

Ise@ udu =seautanu — Ise@ udu+ Isecudu

[secudu= %(secu tanu + In(secu + tanu))

Reemplazando,

_[sec” udu- Isewdu = %(sew tanu + In(seau + tanu) ) - In(seau + tanu)
_[sec" udu-— Isecudu = %(secu tanu - In(seau + tanu))

Devolviéndonos en el cambio de variable (veamgetanetria).

X
VxF -1
u
1
Luego,
1
sea = X= — =Ccosu
X
2 2
. VXS -1 VX° -1
sinu =—— = tanu =T
X

1 —_— 1 ST
=% sz—l—-z— log(x + ¥ x*—1).

Las siguientes integrales suponen sustituciones de distintos tipos. Lo que no se
puede sustituir es la agudeza de ingenia, pero existe una regla general a
seguir: sustitiyase una expresion que aparezca con frecuencia o de modo
prominente; si aparecen dos expresiones dificultosas, inténtese expresarlas en
términos de alguna expresion nueva. Y no se olvide que, por lo general resulta
atil expresar x directamente en funcion de u, para hallar la expresién adecuada
que ha de ponerse en vez de dx.
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I)J- dx

1+e¢”

Solucién:

Pongamos u = e°, x ='10g ‘u, dx = 1/u du. La integral se convierte
en

fu(ldfu)

Por fracciones parciales,

1 _a, b _a+au+bu_a+u(a+b)
= — 4+ = =
u@+u) u 1+u  u(l+u) u(l+u)
a=1

<)
+
(o)
1
o
U
(o)
I
|
[N

j du 1 1
—_—_—= —_— du
u(l + u) f( u 1+ u)

= log u—1log(1l + u)

= x—log(1l + e*).

. dx
" me

Solucién:

La sustitucion u =e€* lleva a una integral que exige todavia otra sustitucion;
esto esta bien, pero las dos sustituciones pueden hacerse a la vez.

Pongamos u = ¥/ 1 + €% x = log(#®*— 1), dx = 2u/(u®* — 1) du. La inte-
gral se convierte en

2u
S5
uiu® -1
Por fracciones parciales,

2u _ 2 __a b
uu-)u+1) (U-2)u+1) u-1 u+1
_a(u+1)+b(u-1) _u(a+b)+(a-b)

(u-1)(u+1) u@+u)u-1)

Reemplazamos a y b, en las fracciones anteriores.
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a+b=0
a-b=2
=a=1
=b=-1

2u 1 -1
Iu‘uz—lj u _J-[u—1+u+1JdX

=In(u-21)-In(u+1)

| \/1‘% =In(W1+€ -1 -In(v1+e* +1)

)I dx
i) | ———
VX +1
Solucién:

Pongamos u = V Vx+1, x=(w—1)% dx = 4u(u*—1) du. La in-
tegral se convierte en

4u(u*—1) du 4 "
f u 3

= %<v?+ 1y —4(v % + 1)~
iv) je&dx
Solucién:

Pongamos u = ¥ x, x = 1%, dx = 2u du. La integral se convierte en

j 2ue* du = 2ue* —2 f et du

— vz V&
=24/ xe —2e

Por ultimo uno que tiene cambio de variable , racionalizacion, cambio de
variable trigopnométrico, etc.

/x—l 1
V)J. x+17dx

Solucioén:
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Pongamos u = 1/x, x = 1/u, dx = — 1/u® du. La integral se convier-
te en

— ~/ l—u
f Yu=1 , 1. =_f —— du.
1/u+1 u? ~/1+u vV1—u
Pongamos ahora u = sen t, du = cos t dt. La integral se convierte en

ftﬂcostdt=f (1 —sen t) dt

cos t
=t4+cost

—arcsenu+ 1 —u?

v xt—1

1
= arc sen — +
X

x
Esto va para los que quieren integrar mas brujido
T 2 2 4 4 2n 2n
2 1 335 7 2u—1 2n+1

Desarrollo:

Integramos por partes:
=

= [—cos (J')ﬁ-’(’-f-’-zn ! ()]

=
—
]
-
'—L
S
.
o
[ME]
-
Q
n
—
&)
R
¥
b4
Y
=~
]
5
=
b2
—
—
2

— [—cos(x)sen®™ L ]cr (2n —1) /k (1 — sen®(z))sen®""2(2)dx
0

3 2n 2n -1 / 2n—2
sen dr = sen d
./J () 2n  J, ()
‘ %.,,231 . _3_‘13 ‘2??.—]_
(3) [} sen™" (x)dy = 3 9 1 5,

T 2 4 6 2n
4 sen*" TN a)yde =S = 2
( j[) o (x)da 3 5 7 2n+1
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Despejando 7 de ecuacion (3),

T 24 2 [T an o
(a)g =13 3, ; sen™" (x)dx

(ME|

Despejando 1 de ecuacién (4),

m

3 5 2n+1 2 5
61 =2.2. . 7 sen2 ) d
(6) 51 5, [) sen (x)da

Luego el cuociente entre la ecuacién (5) v (6).

™

2

Ahora nos resta demostrar que el cuociente de las dos integrales tiende a 1

4 2n 2n J. D% sen?" (x)dx
5

_22 4
1 3 3 S 2n—-1 2n+1 J‘D% sen2ntl(z)dx

™

0 < sen™ T (z) < sen®(z) < sen® 1(2). para 0 < x < 5

Integrando entre 0 y 7,

f .9{*:3.2”+1(;1.')d;1.'</ .9(":3.2""(;1.')(4‘7;1?{-/ sen?" (x)de /—
0 0 0 Jo? sen?nt(x)da
tenemos,
| < __fD% sen®™ (x)dx ID% sen® 1 (x)dx
JFG% sen?ntl(z)dx fﬂ% sen?ntl(z)dx
p 2 sen?(x)da _2-2 41 -4 -1 T 5 4 2
fD% sen2ntl(z)dz 2 —1 % 2n—3 2p—2 6 4 5 3
T sen?"(z)dx 2n+1
| < flg sen” () _ 2+
JoZ sen?nt (x)da 2n
Fialmente,
E f— g . g . i . i - . Qr? . QIJ . ((3(!"
21335 "2m—-1 2n41 "



Ayudante: Ignacio Trujillo Silva
Criticas y comentarios a itrujill@ing.uchile.cl

Aplicaciones de la Integral: (sélidos de revolucion “Volumenes”, largo de
curvas, etc)

2 2

X . . .
1. Laecuacion — +§ =1 describe a una elipse centrada en el origen del
a

plano de coordenadas. Calcule el solido de revolucién de la elipse
anteriormente descrita y el area que encierra la ecuacion.

Solucioén:

Para resolver este problema ocuparemos la formula para encontrar el sélido de
revolucion.

Solido= 7] | (x) dx
Luego, podemos escribir de la siguiente forma la ecuacion

f(x) \ \

v
~
~

A

Reemplazando en la formula para sélido de revolucion tenemos,
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Volumers 7f|  (x) dx = ”ij
{3 e 3%

Ao () e oo (.
- r{abz —a—ﬂ =4?”[ab2]

Ahora, para calcular el area que encierra la ecuacion de la elipse solo basta
integrar f(x) y multiplicarlo por 2, pues f(x) solo nos da la mitad superior.

2

dx

a a 2
Area= I f(x)dx:J' b? —(9() dx
—-a —a a

El proximo paso es hacer un cambio de variable trigopnométrico.

% = sinfu) = x = asin(u) = dx = acos()du
a
E:sin(u):> u="
a 2
“a_ sinu) = u= Tz
a 2

bj 1—(2) dx= abjz'wll—sin2 (u) cos@)du
Usando cos (u) +sin®(u) =1= cos{i) = /1—sin*(u)
abjz'wll—sinz(u) cosfn)du = abjz'cos2 (u)du

Ahora usando la propiedad trigonométrica cos’(u) = % +_c052Qu)



Ayudante: Ignacio Trujillo Silva
Criticas y comentarios a itrujill@ing.uchile.cl

Ny

abfcosz (uydu=ab (“Lzseu)jdu

= a—zb_szT(1+ cos@u))du = a_2b :( 4 Sin@u) H;
ab{n (ﬂj {n] T ( j { nj
===|| Z+sin = |cog = | || == +sin == |cog ——
2 2 2 2

Pero como hemos solo calculado la mitad del area debemos multiplicar dos el
resultado.

a
Area= J'f(x)dx= abrr
—a
Notar que la circunferencia es un caso particular de la elipse, cuando b=a.

Hallar el volumen del «toro» (figura 3), que se obtiene al hacer girar el cir-
culo (x - @)’ + y* = b* (a > b) alrededor del eje vertical.

Solucién:

Como el circulo gira en torno al eje vertical debemos despejar la inversa de y (o
sea la inversa de f(x)), que basicamente es despejar X.
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(x-af +y* =b?
x> —2ax+a’+y*-b*=0

+ 2 _ 2 2 _Rh2 + 2 _ 2

X, = 2a_\/4a 4(a +y°-b ) _ 2a_w/4ib y ;:ai\/ﬁ
2 2

Nuestro X, representa a la curva que esta desde a hacia la derecha, constituye

la mitad de la circunferencia, y x_ representa la curva a la izquierda de a (la

otra mitad de la circunferencia).

Si hacemos rotar X, tendremos una pastilla sélida, o sea con el hueco relleno,
pero si hacemos rotar también x_ y se lo restamos a la pastilla anterior
obtendremos la dona 0 neumatico que queremos.

Volumene 7| f (%) dx
7
- [l 5 - o=y

-b

“dx— nj|x_|dx: nj ’ —|x_|2dy

X+

X+

b

= J'[a2 +2a,/b” —y® +b% —y? —(a2 - 2a,/b? - y? +b* - yz)}jy

-b
2
4aj'w/b2 —y2dy= 4abf 1—(%) dy
b b

=sin(u) = dy =bcos{)du

olo o<

=sin(u,) = u, :7—2T

-b_ . o

5 sin(u,) = U, = 5

Reemplazando el cambio trigonométrico,
b 2 3

4abj 1- (zj dy = 4ab’ jco§udu
-b b _

Ocupando calculo ejercicio anterior,

4ab’ I cosudu = 4ab27—2T

Volumen Toro = 27ab?
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2. Calcular el volumen del solido generado al girar la region limitada por
f(x)=2-x>y g(x) =1 entorno a la recta y =1, como se muestra en la
figura siguiente.

Solucién:

f(x)=2-x°
f(x)-9(x)

y=1

Comenzaremos por hallar los puntos de corte de fy g. Igualando f(x)=g(x).

Para calcular el radio (el alto del rectangulo amarillo), debemos restar las dos
ecuaciones.

R(X)=f(X)—g(x) =2-x*-1=1-x?
V= ITJl. R*(x)dx = ITJl.(l— xz)zdx

-1 -1
3 5

1
ﬂjl(l— 2x% + x“)ix= r{x— 2% +X€L = %T

Definicidon de largo de una curva:

Si la funcién y = f(X) representa una curva suave en el instante [a, b] la
longitud de arco de f entre ay b viene dador por:

Distancia = T‘/“ [£'(0)] dx
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3. Un objeto volante sale del origen y asciende por el eje y. Al mismo tiempo
un perseguidor parte del punto (1,0) y se dirige en todo momento hacia él
con velocidad doble que la suya. La ecuacion de trayectoria del
perseguidor es,

1(s 1 , : . : . : .
= §(X2 -X2 + 2) ¢, Cuanta distancia a recorrido el objeto el objeto en el instante

de ser capturado y cuanto a recorrido su perseguidor?
Solucion:

Lo primero que debemos hacer es calcular la distancia recorrida por el
perseguidor y luego calcular la distancia recorrida por el objeto.

Para calcular la distancia recorrida por el objeto basta tomar f(0)=2/3, esto
implica que el objeto a recorrido 2/3 por el eje y. En cambio su perseguidor a
recorrido 4/3. Notar que el perseguidor llevaba el doble de la velocidad del
objeto, por ello obtenemos que el perseguidor recorre e doble de la distancia
que recorre el objeto.
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4. Calcule la longitud de la curva de y =cosh), para XD[— 11]
Solucion:

_ ok f (X) = cosh)
Ocupemos Distancia = [1+[f'(x)]?dx, luego _, _
;[1 f'(x) = sinh(x)

l h2 —Si h2 =1
I 1+[sinh(x)]’ dx, debemos ocupar que costt(x) —sinh™(x) =1,
-1

coslHt (x) =1+ sinh?(X)

Entonces tenemos,

f\/1+ [sinh(x)]” dx = jcosh«)dx=

=sinh(x)*, = sinh(l) —sinh(-1)
= 2sinh()

5. La figura muestra una linea telefénica que cuelga entre dos postes, en
Xx=-b yen x=b. Toma la forma de una catenaria, cuya ecuacion es

y=c+ acosl‘(}é)

A

Y

T~ | ]

v

-b 0 b X
)] Calcula la longitud del cable en términos de las constantes positivas
a,byc.
1)) Dos postes telefonicos estan a 50 pies de distancia y la longitud del

cable entre ellos es de (51*a) pies, si el punto mas bajo del cable
debe estar a 20 pies de altura respecto al suelo, ¢ Cuan alto debe
sujetarse el cable?”

Solucién:

! La demostracién de esta propiedad es bastantéesisgio se debe considerar los sinh y cosh corao un
exponencial.
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) Es el célculo que hemos hecho repetitivamente, lo doy de inmediato.

Distancia = .lf 1+[f'(0)] dx = 2asinl—(gj

ii) El objetivo es encontrar y(b) =c+ acosl{gj tengo las siguientes ecuaciones:
a

(1) 2b=50= b =25 (Distancia entre los postes)
(2) c+a=20 (El punto mas bajo del cable debe estar a 20 pies de altura,

primera derivada igual a cero, y segunda mayor que cero, implica minimo
local).

f(x)=c+ acosr(ﬁj
a

f(x) = sinr(fj =0
a

:>§=Oz>x=0

a
f"(0) = cosr{gj1 -1 >0

aJa a
Lo que implica que x es un minimo
f(O)=c+a=20
3)

b = arcsinh(%lj (Resolucion de la integral de largo de una curva).
a

25

arcsinh[mj
2

25
arcsinh[Slj
2

y(b) =c+ acosr(gj
a

=a=

=c=20-
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y(@25 =20- 25 + 25 cosh arcsinh 51
.. (51 .. (51 2
arcsinh 5 arcsinh E

Notar que y(25) define la altura del poste, pues su base se encuentra en 25.

5. Una crisis economica hace que los ingresos anuales de una compafia
hayan descendido de $742.000 en 1988 a $632.000 en 1990. Si los
ingresos siguen un comportamiento exponencial de decrecimiento, ¢ Cual
sea su valor en 19917

Solucién:

Consideraremos t igual a cero, en el afio 1988.

Luego, usaremos el modelo exponencial y =ce*, donde medimos at en
afos. Por condicion inicial C, sabemos que ¢ =742.000.

Luego, el afio 1990 representa el afio (t =1990-1988 = 2), pues hemos
considerado a 1988 como ( = O). Siguiendo y =632.000 cuando ( = 2),
luego tenemos

y =632.000 = 742.000e?
0,85 =e? /In()
In(0,85) = 2k

In(0,85) _
2

k = =-0,08

Finalmente, en el afio 1991 (t =1991-1988 = 3), podemos esperar que los
ingresos de la compafia sean iguales a

y =742.000e"" =742.000e%***® =583.678

Se debe tener claro que lo que se resuelve en este tipo de problemas son las
ecuaciones diferenciales de la forma y' =ky .

6. Las ventas S (en miles de unidades) de un producto nuevo, después de

estar en el mercado durante t afios, vienen dadas por una funcion
k

exponencial S =cet

a) Hallar S en funcién de t, si se han vendido 5000 unidades después de 1
afo, y el punto de saturacion el mercado es de 30000.

b) ¢Cuéantas unidades se han vendido en 5 afios?

c) Dibujar una grafica de esta funcion de ventas.

Solucioén:
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. k . N
a) Usaremos el modelo exponencial s = ce%, donde medimos a t en afios,
por condicién inicial se define C.

-7 - - - k Y& b -
La saturacion se puede interpretar como el limS =1lim ce%, un analisis

t-o t-o

conveniente y bastante aceptado es buscar el maximo de la funcién ventas (S),
el resultado de ese analisis es el limite descrito anteriormente.

- k -7
lim ce% =c, luego como la saturacién es un dato ¢ =30.000.

too

También sabemos por enunciado que en el afio 1 se han vendido 5000
unidades, que se traduce

1_.%

6
~In(6) =k

-In(6)
Finalmente S, es igual a la funciénS =30000e X

b) En b) solo basta reemplazar (t =5), en la funcién ventas (s).

—In(Gy
S(5) =30000e 75 =20965
Se debe tener claro que este problema especifico es resolver la ecuacion

diferencial de la forma y' = —thzy .

El estroncio —90 es un isétopo radiactivo peligroso. Debido a su seme-
janza con el calcio, es facilmente absorvido por los huesos del cuerpo
humano. La vida media del estroncio—90 es de 28 anos. Si los hue-
sos absorven cierta cantidad, debido a la exposicién a una explosion
nuclear, jqué porcentaje permanecers en ellos después de 50 afios? !

Soluciéon v Puntaje:

La funcion que describe la cantidad de materia en funcién del tiempo
es
f(t) = K exp(—kt), (1 punto)

medidos en alguna unidad de masa v t en anos, K es la masa inicial.

f(50) = K exp ((M) 50) . (1 punto)

Luego
28

Luego el porcentaje de Estroncio—90 que queda después de 50 anos
es:



Ayudante: Ignacio Trujillo Silva
Criticas y comentarios a itrujill@ing.uchile.cl

% = f(28) = K exp(—28k) (1 punto)

L = exp(—28k)
2
—In(2) = —28k

- In(2) - )

k= TR (1,5 puntos)

Luego
f(50) = Kexp ((_3;52)) 50) . {1 punto)

Luego el porcentaje de Estroncio—90 que queda después de 50 anos
es:

—In(2
IOOeXp(( | ))50) % ~29% O

28

(1,5 puntos)



