Ignacio Trujillo Silva Universidad de Chile

(TEOREMA DE TAYLOR)

Supdngase que f, ..., f**) estdn definidas sobre [a, x], y que R,q(x) estd definido
por

16) = f@ + 7@ =+ + 10 = 4 Reste)

Entonces

(n+1)
(2) Rpalx) = (fn_+;1()tz' (x — @)™ para algtn ¢ de (a, x).

Ejercicios précticos,

1. Hallar los polinomios de Taylor (del grado indicado y en torno al punto
indicado) para la siguiente funcion.

f(x) = e""*;grado 4,en 0.

Solucién:

f(0)=1
f'(x)=e""* cosx = f'(0) =1
f"(x) = e""* cos? x + e sinx = f"(0) =1

sin x sin x

f"(x) = e*"* cos® x + e"* cos x sin x + e*"* cos x + e*"*2cos xsin x = f"(0) = 2

P(x)=f(0)+ F1(0) (x)+ F7(0) (x)2 +—f’”(0) (x)3

il 2 3l
BTSN SN
il 2 3!
1 1 2

=1+>x+=x"+=x°
1 2 3
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2. Escribir una suma (utilizando la notacion Z ) que sea igual a cada uno

de los siguientes numeros con el grado de aproximacion que se
especifica. Para reducir al minimo los célculos superfluos, consultese la
calculadora.

i) sin(1);error<107°

Solucion:

f(x)=sinx = f(0)=0
f'(x)=cosx = f'(0)=1
f"(x) =-sinx = f"(0) =0
f"(x)=-cosx = f"(0) =
fY(x)=sinx=f'(0)=0

Luego,
P =f0)+ 7 (O)() f ;Eo)(x)2+...+@(x)"
p(x):ll(x)f?'l(xf el S0 (2(;32"1) (x)f
Y X2
P(x) = ZO: +1)!
P@)= ey 2)+11;
Ahora, tratamos el error
R0 — f((ﬂl)l(;) —
> RQ)= (M)z(‘;)( 0)2"*2=(jj,”fz’)!(l)z"*zs(2nl+ S5 pues sin@)<1v¢< (0]

Tenemos que encontrar el n para el cual se cumple,

! <107 Es facil ver que para n>4, se cumple la preposicion.
(2n+2)

Tener en cuenta que sin(1) = P(1)+R(1)

sin()~ Z (2i +1)|
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ii) e;error<10™
Solucion:

f)=e"= f(0)=1
f')=e"=f(0)=1

fW=e* = £ 0)=1

Luego,

P = F(0)+ L (°>( )+ L ;Ef” (x)? +...+@(X)"
P(x) = 1+11|() %(x)2+...+%(x)"
P(x):;m

1
PO =2 .~
20
Ahora, tratamos el error

- f(n+l)(§) o
“ ey ©9

= R(1) = Fo (5)( 1) = e < 3 ,porque € [0,1]

( +1) (n+2) " (n+2)’

Tenemos que encontrar el n para el cual se cumple,

( 3 ) <10~* Es facil ver que para n>7, se cumple la preposicion.
n+

Tener en cuenta que exp(l) = P(1) + R(2)

1

exp(d) zi()
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1. Encuentre un intervalo I v una serie de potencias de la forma

[ v}
> it
n=>0
tal que sea ignal a la funcién f : I — R definida por fi{r) = Eg—ir

Solueidn:

Notemos primero que si x # 3 se tiene que

2r 2z 1
3—x 3 [1-%

Ademas sabemos que

si v solamente si r € (—1,1).

Haciendo r = § se tiene que

si v solo 81 3 € (—1,1), o equivalentemente = € (-3, 3)

Luego la funcién f : (—3,3) — R definida por f(z) = 32_—1; se puede
escribir como -
. 27— 2"
fle)==) o
n=>0

[ &} 2
M \ ; 1
fl@) =) g™
n=0
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2. Encuentre la serie de Taylor centrada en cero de la funcion f: R — R
definida por fir) = sen{x) + senh(x).

Solueidn:

Notamos primero que

‘]1‘11’1

1 - (—1)%a™ 1 (=1
senh(z) = i =3 EZ Z Ef. o )

o T
=Y - (="

Pero 1l —(—1)"=0sinespary 1 —(—1)" = 2 sl n es impar. Por lo

tanto
pintl plntl

senhir) = EEZ (2n + 1J'J Zizn—-i-lj'

Por otra parte sabemos que
o l:_l;]ﬂ_.rgﬂ+1
seniz) = Z (2n +1)!
Por lo tanto
|L 21‘1"‘1 1.21’1"‘1
f@) = e t 2
Zra + 1)! (2n+ 1)!
In+1

_ZL 1" r
f2r+lj

Pero (—1)"4+1=2sinespary (—1)"+ 1 =0 sl n es impar. Por lo

tanto:
4n+1

o x
flilLJ:zZm
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1. Encuentre un intervalo { v una serie de potencias de la forma
[ ]
E apr”
n=(
tal que sea igual a la funcion f : I — R definida por f(r) = 5.
Solucion:
Notamos primero que la forma de la serie de potencias muestra que
ésta esta centrada en cero, por lo tanto [ es un intervalo centrado en

Cer.

Ademas notamos que

1 1 1 1 1
= — X = — X
342 3 l+vfr 3 1——_33—5
Clomo

o0 1

Zx“: vre (—1.1)
l_x . #

n=I

Se tiene que

1 1 1 1 e [ —2\" -z
3+x:§>*1_——_r=§n2_n(?)  con —1 < —= <1

Es decir, para cada x € [ = (—3,3) se tiene que
B r\ J_‘:IH- I
341 Z gn+1
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2. ;Cual es el radio de convergencia de la serie

- 1ol
Z n.r 2
n'

n=1

Solucidn:

n! )
Tomando a, = — se tiene que:
n

. O+l . (n+1)! n" no \"
lim =lim ———— % — = lim _
iy, (n+ 1)ntl = n! 7

. . 1
Luego el radio de convergenciaes R = — =¢
£
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1. Sea (ap) una sucesién de términos no negativos v 3 a, es convergente.
Demuestra que 3 (a,)? también es convergente.

Solueidn:

Como 3 a, es convergente, implica que (a,) — 0, por lo tanto existe
N £ M tal que
0<a, <1, Yn=N

Por lo tanto, si n = N se tiene que

D i (ﬂﬂjz E a‘n1

Asi se tiene, por eriterio de comparacion directa que

Z [anjg . converge.

2. Decida si la serie converge

[ w]
2nn!

nh
n=1

Solueidon:

Consideremos la sucesion positiva

2"n!
iy, = . nel
].-I!H-

El cuociente

ap  (n+1)nt Tanpl

tnp1 2T n+ 1) " ( n )”‘
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Por lo tanto,

Por lo tanto, utilizando el criterio del cuociente se tiene que

Z ., Cconverge
P1: Encuentre el radio de convergencia de la serie:

Za—f‘f’" con ay41 =0, ay=(-1)"
!

1. Solucidén 1:

La serie

za—f‘f” conax1 =0, ay=(-1)"
Rl

esigual a
(=1)"
(2n)!

(_1:|H 2n K 2
Y ———x"=Ybp" con y=x", b=

(2m)!

En este caso estamos en presencia de una serie de potencias con (by)
nunca nula, entonces calculando el limite del cuociente se tiene:

lI-!‘3'?1'+1 _ 1
5]

= ; -—0
(2n4+2)(2n+1)

2 puntos

Luego el radio de convergencia es infinito. Es decir, y € R, es decir
¥? € R es decir, x € R. Luego el radio de convergencia para

ZG—T‘C" conay4 =0, ay=(-1)"
Pl

es infinito.
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P2: Encuentre la serie de potencias de
. -1

flx) ==

Solucion 2:

Recordemos que ¥ " converge siy solo si || < 1, y en este caso con-
verge a t—

Si hacemos r = x+ 1 se tiene que

Z (14x)" zr”

siempre y cuando r € (—1,1), es decir

1 -1

- !
20+ =15 =

para Cualquier valor que cumpla que x+1< (—1,1) o lo que es lo
mismo x € (—2,0). Es decir la funcién f: (-2,0) — R definida por

flx) = = tamblén se puede escribir como

fx) =Y (1+x)".

Prestar atencion!

5. Suponga que P(k) representa la poblacién en una colonia de bacterias
k minutos después de comenzadas las observaciones. Experimental-
mente se encuentra la signiente relacion: P(k+ 1) = 0,03P(k) 4 1000.
Si P(0) # 1, encuentre P(k).

6. Sea p(n) la probabilidad de que una moseca hembra seleccionada al
azar produzea n erias durante su vida. Si un experimento indiea que
p(n + 1) = 04p(n), halle la probabilidad de que una mosca escogida
al azar sea estéril.



