PAUTA Control 02 ECUACIONES DIFERENCIALES

NOMBRE

Parte 1 (70%)

1. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Determine la Solucién Homogénea (no hay que determinar las constantes)

(36 pts.)

dx+10 6y =0
dt Xmoy=

dy 6x+10y =0
ac >* y=

2. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Determine la Solucién Homogénea vy la Solucion Particular(36 pts.)

2

d*x —lt
2W+29x—21y=56 5
2

zdy 21x+29y =0
dt? x =

Condiciones Iniciales

x(0)=6 y(0)=0
x'(0)=0 y'(0)=0

3. Ecuacion Diferencial en Derivadas Parciales (36 pts.)

’p _10%p N dp
0x2  czotz ot

e  Condiciones de contorno

dap ap
E(O’t) =0 E(L’t) =0

e  Condiciones Iniciales

A 0<x<L/20

dp
p(x'o)_{o L/20<x <L 0 =0



Parte 2 (30%)

Si en esta parte su computador no es eficiente puede programar usando una discretizacion no muy fina. Esta se puede

revisar en un caso posterior con la discretizacién sugerida. Importando el algoritmo y la resoluciéon matematica

4. Programacion (24 pts.)
Graficar y animar el resultado de la solucion para p(x, t) de la pregunta 3 con un programa de Octave/MATLAB
A=1 b =05 c=1 L=1

0<t<2 At=0.01
0<x<1 Ax=0.01

5. Resolucion y Programacion (48 pts.)

Resolver teéricamente la ecuacion de onda bidimensional. Graficar y animar el resultado de la solucién para p(x,y,t) de

la ecuacién de onda bidimensional con un programa de Octave/MATLAB

92 02 192 d
p %p_10%p  dp
ox?  0y? c?ot? ot

. Condiciones de contorno

dp dp
op op
@(0: t) E(Ly' t) =
e  Condiciones Iniciales
p(x,0)=0
9 0 0 <x<24L,/50 0Sy<11Ly/50
a_’t’(x, 0)={A 24L,/50 <x < 25L,/50 11L,/50 <y < 12L,/50
0 25L,/50 < x < L, 12L,/50 <y < L,
A =100 b=05 c=1 L,=2 Ly=1

0<t<3 At=0.01
0<x<2 Ax=001
0<y<1 Ay=001



PAUTA 02 ECUACIONES DIFERENCIALES

1. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Determine la Solucion Homogénea (no hay que determinar las

constantes) (36 pts.)

dx

10x—6y =20
dt+ X y

dy 6x+10y =0
ac >* y=

La primera ecuacion

dx

10x—6y =20
dt+ X y

dt

dy 1 d2x+10dx
dt ~ 6\dt? dt

1 /dx
y=—(—+10x)

Reemplazamos en la segunda

dy 6x+10y =0
ac >* y=

L4 0% 6 +10(dx+10 )—0
6\ dt? dt T \de X)=

d?x dx
“ 2 420=

64x =0
dt? dt+ X

Polinomio caracteristico

s2+20s+64=0

Raices

—20+/(20)2 —4 x 1 x 64
2

S12 =

—20+ V144

S12 = 2



—20+12

S12 =Ty
5p=—4
s, = —16

La funcién x(t) es
x(t) = Cre~* + C,e16t

Su derivada es

dx

E(t) = —4Ce™ — 16C,e~ 10t
Determinamos la funcion y(t)

© = 1(dx+1o )
Y =6 \ar x
1
y(t) = E(—4Cle_‘“ —16C,e™ 1%t + 10C, e~ + 10C,e~16)

y(t) = %(66'13_‘“ — 6C,e"16%)
y(t) = Cie™* — Cre 16t
Finalmente resumimos los resultados
x(t) = Cie™*t + C,e~ 16t

y(t) = Cre™* — C e~ 16t



2. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Determine la Solucién Homogénea y la Solucion Particular(36 pts.)

d?x _1,
2m+293€—21y= S5e’5
d%y

Condiciones Iniciales

x(0)=6 y(0)=0
x'(0)=0 »'(0)=0

Ecuacion Homogénea

d?x,

2— 5 +29% — 21y, = 0
dZ

2 dtjf—21xc+29yc =0

Primera ecuacién

_ 2 2d2x°+29
Ye =21\ % ez Ye

Segunda derivada

d*x, d?x, d?x,
2(2 +29 —441x.+29( 2 +29x.|=0

de* dt? dt?
d*x, d%x, d?x,
4+ 58— — 441x, + 58—+ 841x, = 0
d*x, d?x,
4 +116—— +400x, =0

dt* dt?



Polinomio caracteristico

45+ 11652 4+400=0

Haciendo s? = v

4v? + 116v+400=0

—116 +/(116)%2 — 4 x 4 x 400

V12 =

2X4
v, = —4 v, = =25
S12 = 1j2 S34 = Ej5

xc(t) = Cicos(2t) + Cysin(2t) + C5cos(5t) + Cysin(5t)

d
% (t) = —2C;sin(2t) + 2C5cos(2t) — 5C5sin(5t) + 5C4cos(5t)

d?x,
dt?

(t) = —4C;cos(2t) — 4C,sin(2t) — 25C5c0s(5t) — 25C,sin(5t)

Usamos la ecuacion

d?x,

1
y.(t) = ﬁ<2 e + 29xc>

Reemplazamos

d%x,

1
y.(t) = ﬁ<2 PTE + 29xc>

1
y:(t) = 1 [2(—4C;cos(2t) — 4C,sin(2t) — 25C;c0s(5t) — 25C,sin(5t))

+ 29(Clcos(2t) + Cysin(2t) + Czcos(5t) + C4sin(5t))]

1
y.(t) = 1 [(—8Clcos(2t) — 8C,sin(2t) — 50C;cos(5t) — 50C4sin(5t))

+ (29C;cos(2t) + 29C,sin(2t) + 29C3c0s(5t) + 29C,sin(5t))]



ye(t) = 21—1(21C1cos(2t) + 21C,sin(2t) — 21C3c0s(5t) — 21C,sin(5t))
Y. (t) = Cicos(2t) + C,sin(2t) — C3cos(5t) — Cysin(5t)
Resumimos la solucién complementaria es
xc(t) = Cicos(2t) + Cysin(2t) + C5cos(5t) + Cysin(5t)
Y:(t) = Cicos(2t) + C,sin(2t) — C3cos(5t) — Cysin(5t)

Solucidn particular

dzxp L
2 a0 +29x, — 21y, =5e 5
d*y,
257 = 21, + 29y, = 0

Replanteemos la ecuacién como

" .
2 0] [{{p]Jr 29 —21] xp]= cot
0 215l " l-21 29 1l 0

Siendo la solucién propuesta

xp] _|Ae’s
= 1
p Be 5t
Determinamos la segunda derivada
1 Aot
[xp]z 25°¢
Vp 1.4
—Be’5
25°¢
Reemplazamos en
1
Ae 5

i | AR ey

= [56_%t]
0

1
Be s



1 1
—Ae’ 5"

1
-zt 1
2 0] 215 |+ 29 —21)|4e”s 2[56 st]
0 2 = o3t -21 29 Be &t 0
Entonces
2 A _%t+29A 5t 213 = 5e s
257¢ 7 Tsf¢ Y Tgve T T ¢
2 B _1, 21A _%t+293 L 0
25°¢ 7 T257¢ 7 TasPe
Al simplificar por 1/25Nuestro sistema de ecuaciones es
2A+29A—-21B = 125
2B—21A+29B = 0
31A—-21B = 125
31B—214 = 0
Entonces
A= 775 A= 525
T 104 T 104
Finalmente, la solucion particular
775 _1, 525 _1,
t) = —— 5 t) =—— 5
%) =T55¢ %) = 157¢

Entonces la solucién del sistema de ecuaciones es

775 _1
x(t) = x.(t) + x,(t) = C1cos(2t) + Cpsin(2t) + C3c0s(5t) + Cysin(5t) + me_g

525 _1
y() = y.(t) + yp(t) = Ccos(2t) + Cpsin(2t) — C3cos(5t) — Cysin(5t) + me_gt

Determinaremos la primera derivada

155 _1
x(t) = —2Cysin(2t) + 2C,cos(2t) — 5C3sin(5t) + 5C,cos(5t) — me_st

105 _1
y(t) = —2C;sin(2t) + 2C,cos(2t) + 5C5sin(5t) — 5C4cos(5t) — me_st



Usamos las condiciones iniciales

775 _1
x(0) = Cycos(2 X 0) + C,sin(2 x 0) + C3c0s(5 X 0) + Cysin(5 x 0) + me_sxo =6

525 _1
y(0) = C1co5(2 X 0) + C,sin(2 X 0) — C3c05(5 X 0) — Cusin(5 x 0) + me_gxo =0

155 _1
x'(0) = =2Cysin(2 X 0) + 2C,cos(2 X 0) — 5C3sin(5 X 0) + 5C,cos(5 X 0) — me_gxo =0

105 _1
y'(0) = —2C;sin(2 X 0) + 2C,c05(2 X 0) + 5C35in(5 X 0) — 5C4cos(5 X 0) — me_gt =0

Obtenemos el primer sistema de ecuaciones

C,+C;3=6 775
1T 104
C (o 525
T 104
= 13 . = 187
17 g 37104
Para el segundo par de condiciones de contorno
2C, + 5C. 155
2 * 7104
2C, — 5C. 105
2 * 7104
C. = 25 C. = 1
27208 * Ty
Entonces la solucién completa es
13 25 187 1 775 _1
= —- —_— - of _ i 277 -3
x(t) = x.(t) + x, (1) 7 cos(2t) + 2085m(2t) + 104 cos(5t) + 4sm(St) + 1046

13 25 187 1 525 _1
= = —— — g _—— — —SI —_— _g
y(@) = y:.(t) + ¥, () 7 cos(2t) + 2085m(2t) 104 cos(5t) 4sm(St) + T04°



3. Ecuacién Diferencial en Derivadas Parciales (36 pts.)

°p 10%p dp
0x%~ c?ot? at

. Condiciones de contorno
dp dp
—(0,t) =0 —(,t) =0
3¢ 00 FrACHY

e  Condiciones Iniciales

A 0<x<L/20

dp
p(x'o)_{o L/20<x <L 0 =0

Usaremos el método de separacién de variables, el cual asume que la solucién es de la forma
p(x,t) = X(x)T(t)

Lo integrar a la ecuacién de onda

PX@T@] _ 1 9*X@)TE)]

0x2 c? ot?
® d?X(x) X0 1 d?T(t)
dx?2 x c? dt?

Se multiplica a ambos lados por el inverso de X (x)T (t)

d2X(x) 1 d?T(¢) 1

IOz =¥z >3m0

1 d?X(x) 1 1 d°T(®)
X(x) dx?2  c2T(¢) dt?

La primera parte solamente depende de x y la segunda de t

1 d°X(x)
X(x) dx?
, 11 dT@®
T 2T(t) dt?

Entonces

1 0%X(x) 1 10°T(t)

- ga_ - - _52
X(x) 0x2 T(t)c? 0t?




Primera Ecuacion

1 d°X(x)
X(x) dx?

2

dXO_O dXL_O

Necesitamos arreglar la ecuacién de forma mas conveniente

d*X(x) ,
Fr —k*X(x)
d?X(x)
+k?X(x) =0
dx?

La solucién corresponde a un oscilador arménico
X(x) = Cycos(kx) + Csin(kx)

aX

P —Cysin(kx) + Cycos(kx)

Evaluamos en la primera condicién de contorno
dX
E(O) = Cyksin(k x 0) + Cyykcos(k X 0) =0
X(0)=Cy =0
Y reformulamos la solucién de la forma
X(x) = Cyxcos(kx)
Evaluamos en la segunda condicién de contorno
d—X(L) = Ci ksin(kL) =0
dx

La Unica forma en que esta condicidn se cumpla es para un conjunto discreto e infinito de valores de k,, dados por

X(L) = Cyiksin(ky,L) = 0



Esto implica que obtenemos un conjunto infinito de soluciones X, (x). Ademds, podemos hacer C = 1 sin perder

generalidad en los resultados

X, (x) = cos(k,x) n=123,-

Ky = n=123,"

nm
L
Donde los k,, estan asociados a los niUmeros de onda. Reiteramos los resultados

nrw
Xn(x) = cos(kyx) = cos (Tx) n=123,-

Segunda Ecuacion

1 1d%T(t) dr(t)

- _k2
T(t)c? dt? + dt
Se convierte en un conjunto infinito de ecuaciones
1 1d%T,(t) dT,(t)
== b = —k2 =123 .
T(t)c? dt? + dt n = Las
d?T,(t) dT,(t)
DTS = T, n=123,
d?T(t) dT,(t)
70z c?b T + w2T(t) =0 n=123,
Llamando
nmc
Wy = Ckn = T

Donde w,, corresponde a las frecuencias naturales angulares, mientras que las frecuencias naturales o de resonancia son

w, nc

==



La solucién a la ecuacién

d’Ty (t) dT,(t)

T2 +¢?b it + w2T(t) =0 n=123,

Es
T, (t) = e 5[4, cos(want) + Bysin(wgnt)] n=123,-
Donde
5 nimcy 2 bc2\?
— _s2 = [(Z22) (= -
Wan = |wfh; — 6% = (L) <2) n=123,
P bc?
)
Entonces la presion sonora posee un conjunto de soluciones
Pr(x, t) = X, ()T, (t) n=123,
Pr(x,t) = e 8 [A, cos(wgnt) + BySin(wgnt)]cos(k,x) n=123,

st nmen?  (be2) . nmen?  (be2)? nm
pa(x,t) =e A, cos (T) “\7 t| + B,sin (T) -\ t|cos (—x

La solucién completa es la combinacidn lineal de las soluciones

P = Y pale)
n=1

p(x,t) = Z e 5[4, cos(wgnt) + Bysin(want)]cos(l,x)
n=1



La primera derivada parcial con respecto al tiempo

[oe)

d
a—zz(x, t) = Z{—ﬁe_‘”[/]ncos(wdnt) + Bpsin(wgnt)] + wgne 8 [—Aysin(want) + Bpcos(want)]}cos(kpx)

n=1

La primera condicién inicial indica

A 0<x<L/20

p(x,0) = Z e %0[A, cos(wan X 0) + Bpsin(wgn X 0)]cos(knx) = f(x) = {0 L/20 <x <L
n=1 -

Por lo tanto

L
A, = %f f)cos(kyx) dx
0

_2A (n xL) . (nnxo)]
n = BT %205 T
2A mm
Ay, = Esm (E)
La segunda condicién inicial indica
ap N -86%0 i
s (x,0)= » {-8e [Apcos(wgn X 0) + Bysin(wg, X 0)]

n=1

+ wane [—A,sin(wgn X 0) + Bycos(wgy X 0)]}cos(kyx) = g(x)

o)

P50 = Y lwanBy ~ SAalcos () = 9x) = 0

n=1

%(x, 0) = ZlCncos(knx) =g(x)



Cp = [wdan - 5An]

Como g(x) = 0 entonces C,, =0

WanBp — 64, =0

54,
B, = —"
" Wan
Abc? . (nmw
nr ST (ﬁ)
B, =

La solucién es

p(x,t) = Z e 5[4, cos(wgnt) + Brcos(wgnt)]cos (k,x)

n=1
4.  Programacion (24 pts.)
Graficar y animar el resultado de la solucidn para p(x, t) de la pregunta 3 con un programa de Octave/MATLAB
A=1 b=05 c=1 L=1

0<t<2 At=0.01
0<x<1 Ax=0.01

p(x,t) = i nz—nsin (%) e 025t cos [(\/ (nmc)? — (0.25)2) t] cos(nmx)



5. Resolucion y Programacion (48 pts.)

Resolver teéricamente la ecuacion de onda bidimensional. Graficar y animar el resultado de la solucién para p(x,y,t) de

la ecuacién de onda bidimensional con un programa de Octave/MATLAB

9%p N °p 109%p  dp
dx2  dyz c2at: ot

° Condiciones de contorno

dp dp
op op
E(O,t) =0 a—y(Ly,t) =
° Condiciones Iniciales
p(x,0)=0
9 0 0 <x<?24L,/50 0Sy<11Ly/50
a_’t’(x, 0)={A4 24L,/50 <x <25L,/50 11L,/50 <y < 12L,/50
0 25L,/50 < x < L, 12L,/50 <y < Ly,
A =100 b=05 c=1 L,=2 Ly=1

0<t<3 At=0.01
0<x<2 Ax=001
0<y<1 Ay=001

Usaremos el método de separacién de variables, el cual asume que la solucién es de la forma
p(x,8) = X()Y()T ()

Reemplazamos en la ecuacion de onda

42X (x) 2y(y) 1 d2T(t) dT(t)
X

Y(V)T(t)?+X(X)T(t) o7 =C—2X(x)Y(y)F+bX(x)Y(y) T

Dividiendo por X (x)Y (y)T(t)

1 d?X(x) 1 dY(y) 1 (1d°T(t) dT (t)
X(x) dx? Y(y) dy? _m(c_z dt? dt )



Separamos en tres ecuaciones

L X [ Y0 _ 1 (1810 O\,
X(x) dx? __[Y(y) dy? _m<c_2 dt? + dt )]__ Mx

1 d?v(y) [ 1 d*X(x) 1 (1d°T(@)  dT(®)\]
Y(y) dy? __[X(x) dx? +m<c_2 az P ar )]‘_ ny

1 [1d2T(t) dr(t)\ _ 1 d?X(x) 1 d’Yy)| 2
m<c_2 dt? dt )__[X(x) dx? YO dy? |

Lo cual es vélido si se cumple

k2 =k, + K3,

Primera Ecuacion

1 d°X(x)
X(x) dx2 = ™

dXO—O L) =0
E()_ _x()_

Necesitamos arreglar la ecuacion de forma mas conveniente

d?X(x)

dx2 = —k%xX(X’)
dX
% + k%XX(x) =0

La solucién corresponde a un oscilador armdnico
X(x) = Clxcos(knxx) + Cszm(knxx)

ax
i —C1xknx5in(knxx) + szknxcos(knxx)

Evaluamos en la primera condicién de contorno



dX
E(O) = Cyiky, sin(k X 0) + Coyky cos(k x0) =0

X(0)=Cy =0
Y reformulamos la solucién de la forma
X(x) = Cyxcos(kp, x)
Evaluamos en la segunda condicién de contorno
Z—X(Lx) = Cixkn, sin(kn,x) =0
x
La unica forma en que esta condicién se cumpla es para un conjunto discreto e infinito de valores de k,,  dados por

X(Ly) = Cixcos(kn,Ly) =0

kp Ly =nym n, = 1,23,
N, T
ky, = n, =123,
£4 Lx

Esto implica que obtenemos un conjunto infinito de soluciones an(x). Ademads, podemos hacer Cy,, = 1 sin perder

generalidad en los resultados

Xy, (x) = cos(knxx) n, = 1,2,3,-
T, T
X, (x) = cos( X x) n, =1,2,3,
X Lx
nm
kn, = o ny =123,
Segunda Ecuacion
LM = —k2
Y(y) dy? it
dy 0) = 0 dy 1y =0
5 © 2y (1)



Necesitamos arreglar la ecuacion de forma mas conveniente

ay(y)

dy (x)
dy?

+ELY() =0
La solucién corresponde a un oscilador arménico
Y(y) = Cyycos (knyy) + Cyysin (knyy)
dy .
ay () = —Cixky, sin (knyy) + Cyxkn cos (knyy)
Evaluamos en la primera condicidn de contorno
day )
E(O) = Ciyky,sin(k X 0) + Cykn cos(k X 0) =0

X(0) = Cypy =0

Y reformulamos la solucién de la forma
Y(y) = Cyycos (knyy)
Evaluamos en la segunda condicién de contorno
Z—;(Ly) = Ciykn,sin(kn,Ly) = 0
La Unica forma en que esta condicidn se cumpla es para un conjunto discreto e infinito de valores de k,, dados por

X(Ly) = Ciyky, sin (kn Ly) = 0

knyLy =n,m n, =123,
n,m
kn, = —— n, =123,



Esto implica que obtenemos un conjunto infinito de soluciones Yny(y). Ademds, podemos hacer C;,, = 1sin perder

generalidad en los resultados

Yny(x) = coscos (knyy) n, =123,
n,m
Yo (x) =cos|—x n, =123,
y L,
n,m
kny = ? le = 1,2,3,"'

Tercera Ecuacion

1 (1 d?T(t) dT(t)
m<c_2 a2 P Tar >=_k2

Se vuelve un conjunto infinito de ecuaciones

1 1 Ty, (6)  dTon, () ne =123,
= +b = —k2
Tom, ) \c?  dt? dt Ty ny, =123,
Donde
2 2 2 n, = 1,2,3, -+
knn, = ku, + ka, n, =123,
k2 = (M)Z + M ’ ny = 1,23,
Nxty Ly L, n, =123,
Ordenamos
2
d* T, (1) e AdTyn, (£) T () ne =123,
dt? dt - NxNy " NyNy, n, = 1,2,3,--
d?Typn,, (£) ATy n, (6) ne = 1,23,
Xy 2 xy 21,2 _ X 14,9,
i +c“b i + c?kitn, Tgn, (0) = 0 ny =123,
d? Ty, (t) ATy n, (6) ne = 1,23,
_xy 2y XY 7 2 _ X 14,9,
dt? +cb dt + wnxnyTnxny(t) =0 n, =123,



Donde la frecuencia natural o de resonancia angular

Wnyn, = Cknxny

n, =123,
n, =123,
Las frecuencias naturales o de resonancia son
_ n, =123,
fnxny - ny e 1'2’3'...
La solucién de la ecuacién en cuestion es
n. =123 -
— ,—6 . x 14,9,
Ton, (t) = 7% [Ancos (wdnxnyt) + B,sin (wdnxnyt)] ny =123,

Donde

2 2 2\ 2 =
Ognn = |wz . — 7= (nxm) + nyme\® bi n, =123,
xMy xMy L, Ly 2 ny, =123,

Entonces la presion sonora posee un conjunto de soluciones

n, =123,
pnxny(x; yt) = an(x)yny(y)Tnxny(t) n; =123,
6t . n, = 1,2,3,-
anny(x» y,t)=e [Anxnycos (wdnxnyt) + annysm (wdnxnyt)] cos(knxx)cos (knyy) ny =123,

La solucién completa es la combinacidn lineal de las soluciones

p(x,y,t) = Z Z P, (X, ¥, 1)

ny=1n,=1



p(x,y,t) = Z Z e 8t [Anxnycos (wdnxnyt) + By, sin (wdnxnyt)] cos(knxx)cos (knyx)

Ny=1ny=1

La primera derivada parcial con respecto al tiempo

% (x,t) = Z Z {—56_& [Anxnycos (wdnxnyt) + By, Sin (wdnxnyt)] cos(knxx)cos (knyx)
Ny=1ny=1

+ wdnxnye_& [—Anxnysin (wdnxnyt) + annycos (wdnxny t)]} cos(knxx)cos (knyx)

Al aplicar condiciones iniciales
p(x,0) =f(x,y) =0

o5}

p(x,0) = Z e~6%0 [Anxnycos (wdnxny X O) + Byn, Sin (wdnxny X 0)] cos(knxx)cos (knyx) =0

n=1

p(x,0) = Z Anxnycos(knxx)cos (knyx) =0

n=1

Lo que implica que
Anen, =0

La segunda condicion inicial nos lleva a

dp _

dp
E (x! 0) -

Ms

{—59“”0 [Anxnycos (wdnxny X 0) + By, n,Sin (wdnxny X O)] cos(knxx)cos (knyx)
1

3
I

+ wdnxnye_6X° [—Anxnysin (wdnxny X 0) + annycos (wdnxny X 0)]} cos(knxx)cos (knyx)

E(x, 0) = Z [5Anxny + wdnxnanxny] cos(knxx)cos (knyx) =g(xy)
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