4. ONDAS EN TUBOS

4.1. TUBO CON FUENTE EN x=0Y CERRADO EN x =L

Definimos una ecuacién de onda como el modelo matematico capaz de describir un proceso de
propagacion de energia ondulatoria considerando sus condiciones iniciales y de contorno (frontera).
Partiremos con el caso unidimensional

’p 10%
dx2  c2 at>

e Fuente sonora al inicio del tubo x = 0
p(0,t) = Pye/®t

e Tubocerradoenx =1L
op
——(Lt) =0
PG
e Usaremos la solucion de ondas planas que se vio en el primer capitulo
p(x,t) = Ael(wt=kx) 4 poj(wt+kx)

Reemplazamos la solucién armdnica estacionaria en las condiciones de contorno

p(O, t) — Aej(wt—kxo)_l_ Bej(wt+k><0) =Poejwt

p(0,t) = Ae/®t + Bel®t = p,e/®t
Al simplificar e/“t obtenemos
A + B - Po

Después calculamos la derivada de la presién y usamos la segunda condicion de contorno



Z—p(x, t) = _jkAej(wt—kx)+ jkBej(wt+kx)

x

op i j(wt—kXL ; j(wt+kXL
a(L,t) = —]kAeJ(w X )+ ]kBeJ(“’ +kxL) —
op i j(wt—kL ; j(wt+kL
a(L» t) = —jkAel(@Wt=kL) 4 jkBel(wt+kl) —

X

Simplificamos por el (@b) y por jk entonces tenemos la ecuacion
—Ae JKL 4 BelkL =
Entonces para determinar las constantes A y B resolvemos el sistema de ecuaciones

—Ae kL + BelkL = 0 (**)

De la ecuacién (*) tenemos
B = PO —A
Remplazamos en (**)
—Ae Tk + (P, — A)e/kL =0
—Ae KL + pyelkl — ekl = 0
—Ae KL — pekl = —p elkL
Ae Ikl 4 peJkL = p,elkL
Ale kL + eJkL] = pyelkL
Recordemos que
et/kl = cos(kL) + jsen(kL)
Alcos(kL) — jsen(kL) + cos(kL) + jsen(kL)] = Pye/*:
2Acos(kL) = Pye/kL

PyelkL
A=—2"__
2cos(kL)



Calculamos el valor de la otra constante usando

B=P0_A
PoejkL
B=Py———
% 2cos(kL)

_ 2Pycos(kL) — Pye ¥t
- 2cos(kL)

2Pycos(kL) — Py[cos(kL) + jsen(kL)]
2cos(kL)

B 2Pycos(kL) — Pycos(kL) — jPysen(kL)
- 2cos(kL)

B Pycos(kL) — jPysen(kL)
B 2cos(kL)

Poe—jkL
"~ 2cos(kL)

Incorporamos las constantes Ay B en la solucién armdnica estacionaria

JkL —jkL
p(x t) = Poe— j(wt—kx) + Poe— j(wt+kx)
’ 2cos(kL) 2cos(kL)
Po KL pj(wt—kx) —jkL , j(wt+kx)
PO t) = gy Lo el T 4 e el @]
Po KL ,j(—kx) —JKL ,j(+kx)] , jwt
p(x.t) = m[el e/ (k%) 4 gjkLoi(tkx)]gjw
Po jk(L—x) —jk(L-x)] pjwt
p(x,t) = 205 (kD) [e/kE=0) 4 g=Jk(L-)]gjw
Py _
p(x,t) = m{cos[k(L —x)] + jsen[k(L — x)]| + cos[k(L — x)]

— jsen[k(L — x)] JeJ«t

_ 2Pycos[k(L — x)]

— jowt
p(x. ) 2cos(kL)

Finalmente



Pycos[k(L — x)] .
— jowt
(ot cos(kL) €

Analizamos el denominador cuando se hace cero, es decir hay un fendmeno de resonancia

cos(kL) =0 p(x,t) = o
cos(kL) =0
T
kL=(2n—1)E n=123,...
T
kn=(2n—1)i n=123,...

Las frecuencias naturales o de resonancia de orden angular son:
c
a)n=(2n—1)i n=123,...
Las frecuencias naturales o de resonancia son:
c
fn=(27’l—1)ﬂ Tl=1,2,3,...

Analicemos el numerador cuando se hace cero es decir los puntos nodales, esto pasa para todas las
frecuencias

Pycos[k(L —x)] =0

Esto pasara cuando
T
k(L—xN)=(2N—1)§ N=123,...
Entonces los puntos nodales p(xy,t) = 0 estan ubicados
—L—(2N-1)— N =123
Xy = T =1,23,...

Al contrario de las frecuencias naturales, que son infinitas, el nimero de puntos nodales es acotado.

Definiremos la impedancia acustica especifica de entrada, como la razén entre la presion sonora y
la velocidad de particulas cuando x = 0. Determinaremos la velocidad de particulas en forma
general a partir de la expresidon de presidon sonora anterior y de la ecuacién de fuerza de Euler
linealizada

c')u_ v
Poat— p



En el caso de un tubo 1D

Jdu dp
Poae = " ox
Por lo tanto
1 (0
Uu=-—— —pd
poJ 0x

Aplicamos esta expresion

Pycos[k(L — x)] "
ulet) = __f ax[ cos(kL) ¢’ t] dt

—kPysen[k(L —x)] .
u(x, t) = ——f[ cos(kL) e/ t] dt

Integramos con respecto al tiempo

1 k Pysen[k(L —x)]
ulet) = _%]_a) cos(kL) el

1 Posen[k(L—x)]e

utxt) _]ﬁ cos(kL)

La impedancia acustica especifica de entrada, es deciren x = 0

Pycos[k(L — 0)] elot
_p@,8) _ cos(kL)
%0 ~u(0,t) . 1 Pysen[k(L—0)] et
PoC cos(kL)

p(0,t)  cos[k(L—0)]

- =
® 7 u(0,0) j#sen[k(L—O)]

p(0,t) ~ cos[k(L —0)]
%= u(O t) _]’Docsen[k(L —0)]

p(0,t) _ cos(kL)
%= u(0,t) ]pocsen(kL)

0,
0 = 20 = (jme)cot(kL)



La impedancia mecanica de entrada es la fuerza dividido por la velocidad en x = 0

_f@0,t)  Sp(0,1)
MO u(0,8) ~ u(0,0)

Donde S es el area de la seccién transversal de tubo

0,
o = % = —jpocScot(kL)

Aproximemos esta expresidon para un tubo cerrado de corta longitud y donde la frecuencia de
excitacion sea mucho mas grande que la longitud del tubo kL << 1

_fO0 _ cos(kL)
MO0, 8) JPo€ sen(kL)
k=2 oo

A

Para angulos pequefios
cos(kL) = 1

sen(kL) =~ kL

1
Zyo = —jpoCS —
Mo JPoC kL

. 1
Zymo = —JpocS G-

C

Z ipoC?S 1
~ — ccS—
Mo JPo ol

2
.PoC”S
Zmo = —j ol

Analizaremos las unidades de

poc®S _ kgm?

1 kg kgm/s?
L~ m3s2

N
m s2 m m

2

El resorte posee unidades de N/m. El aire dentro de un tubo corto sometido a ondas sonoras de
baja frecuencia funciona como un resorte, es decir un elemento puramente eldstico, es decir una
Compliancia Mecdnica Cy,, es decir la unidad dividido por la constante del resorte

Zyo = —]'m



M =P0C25

4.2. TUBO CON FUENTE ENx=0Y ABIERTO ENx =1L

Definimos una ecuacién de onda como el modelo matematico capaz de describir un proceso de
propagacion de energia ondulatoria considerando sus condiciones iniciales y de contorno (frontera).
Partiremos con el caso unidimensional

v

’p 10%
x2 2 0t2

e Fuente sonora al inicio del tubo x = 0
p(0,t) = Pye/®t

e Tubo abiertoenx =1L

p(L,t) =0



e Usaremos la solucién de ondas planas que se vio en el primer capitulo

p(x,t) = Ae/@t=kx) L pejlwt+kx)

Aplicamos la primera condicién de contorno

p(O, t) =Aej(wt—k><0)+ Bej(wt+k><0) — Poejwt

Simplificamos e/t

Ael®t + Bel®t = p el®t

en ambos lados de la ecuacidn y tenemos

A+B =PO

Aplicamos la segunda condicién de contorno

Nuevamente podemos simplificar

Y tenemos

p(L,t) = AeJ(wt=KkL) 4 poj(wt+kl) —

Ael@wte=JkL | BelwtoikL — (o

Ae JkL 4 BelkL =

Por lo tanto a fin de poder determinar los valores de Ay B resolvemos el sistema de ecuaciones

De la primera ecuacion tenemos

Reemplazamos en la segunda

Ae KL 4+ BelkL = 0 (xx)

Ae T+ (P — Aelt =0
Ae kL — peikL 4 p eIkl =
Ae~JkL _ pelkL = _p eJkL
Akl — pe=JKL = p @IkL

A(ejkL _ e—jkL) — PoejkL



Usamos la identidad de Euler
Alcos(kL) + jsen(kl) — cos(kL) + jsen(kl)] = —Pye/*t
j2Asen(kl) = Pyekt

PyelkL
~ j2sen(kl)

Calculamos la segunda constante a partir de la primera ecuacién
B = PO —A

Pyelkt
=P - —
0 j2sen(kl)

_ j2Pysen(kl) — Pyel*"
- j2sen(kl)

B - j2Pysen(kl) — Py[cos(kL) + jsen(kl)]
j2sen(kl)

B - jPosen(kl) — Pycos(kL)
j2sen(kl)

Pycos(kL) — jPysen(kl)
j2sen(kl)

B =

Py [cos(kL) — jsen(kl)]

B = j2sen(kl)

Pye kL
~ j2sen(kD)

Ingresaremos los valores de Ay B en la solucién armdnica estacionaria
p(x’ t) — Aej(wt—kx) + Bej(wt+kx)

PoejkL Poe—jkL

) = ———— jlwt—kx) _ _~0~  j(wt+kx)
p(x.) j2sen(kl) j25en(kl)e
p(x,t) = Po [ejkLej(—kx) _ e—jkLej(+kx)]ejwt
' j2sen(kl)
Py (e k(L _
p(x’t) = —[e] (L x) —e J (L x)]e]wt

j2sen(kl)



p(x,t) = jZS:% [cos[k(L — x)] + jsen[k(L — x)] — cos[k(L — x)]

+ jsen[k(L — x)]]e/t

_ Jj2Pysen[k(L — x)]
POLD) = kD)

jwt

Pysen[k(L — x)]
sen(kl)

jowt

p(x,t) =

Analizamos el denominador cuando se hace cero, es decir hay un fendmeno de resonancia

sen(kL) =0 p(x,t) =
sen(kL) =0
kL = nm n=123,...
k, =% n=123,...
L

Las frecuencias naturales o de resonancia de orden angular son:
Wy, =—— n=12,73...

Las frecuencias naturales o de resonancia son:

nc

_ﬁ Tl=1,2,3,...

fn

Analicemos el numerador cuando se hace cero es decir los puntos nodales, esto pasa para todas las
frecuencias

Pysen[k(L —x)] =0
Esto pasara cuando
k(L —xy) = Nm N=123,...
Entonces los puntos nodales p(xy,t) = 0 estan ubicados

Nr
XN:L—T N=1,2,3,...

Al contrario de las frecuencias naturales, que son infinitas, el nimero de puntos nodales es acotado.



Definiremos la impedancia acustica especifica de entrada, como la razén entre la presiéon sonora y
la velocidad de particulas cuando x = 0. Determinaremos la velocidad de particulas en forma
general a partir de la expresién de presidn sonora anterior y de la ecuacién de fuerza de Euler
linealizada

ou v
Po at p
En el caso de un tubo 1D
ou (')p
Poge = “ax
Por lo tanto
1 (0dp
=—— | =—d
u dx
Aplicamos esta expresion
Pysen[k(L — x)] .
t) =—— Jotldt
ule t) = f ax[ sen(kl)
kPycos[k(L — x)] .
t)=—— Jot| dt
utot) = f [ sen(kl)  ©

Integramos con respecto al tiempo

1 k Pycos[k(L — x)]
ute B = T sen(kl)

1 Pycos[k(L — x)]
t) = — f — ](l)t
ulxt) J PoC sen(kl) €

La impedancia acustica especifica de entrada, es deciren x = 0

Pysen[k(L — 0)] g0t
_p,t) sen(kl)
%= u(0,t) . 1 Pycos[k(L —0)]
e sen(kD

ejwt

Pysen[k(L — 0)] plwt
_p0,t) sen(kl)
%= u(0,t) _ .LPOcos[kg;l)— 0)]
PoC sen

ejwt

4= p©0,t) Csen(kL)
o7 u(0,t) JPo cos(kL)



La impedancia acustica especifica de entrada es

_p@0,0)

Zy = 20,0 = (jpoo)tan(kL)

La impedancia mecanica de entrada es la fuerza dividido por la velocidaden x = 0

P f@0,t) Sp(0,t)
MO (0,6) — u(0,0)

Donde S es el area de la seccién transversal de tubo

0,
Mo = % = jpocStan(kL)

Aproximemos esta expresidon para un tubo cerrado de corta longitud y donde la frecuencia de
excitacion sea mucho mas grande que la longitud del tubo kL << 1

_f@O8 sen(kL)
MO (0, 6) — JPoc cos(kL)

sen(kL) ~ kL
cos(kL) = 1

Zyo = jpocSkL
. w

Zyo = ].DOCS?L

Zyo = jpoSLw

Analizaremos el término pySL en relacién con sus unidades
kg
poSL = ﬁm m=kg

Zyo = jMyw

El decir el comportamiento del tubo es el comportamiento inercial de una masa concentrada,
llamada masa mecanica My,



Se debe considerar que la masa de aire del tubo irradia al exterior, recordemos la influencia de la
impedancia acustica especifica de radiacion / impedancia mecanica de radiacién

v

v

[
|
|
|
|
: 5 . X
1 1 L
0 L

Entonces una expresion mas adecuada para la impedancia acustica especifica / impedancia
mecanica de un tubo abierto parra un tubo de seccidn circular

Zyo = jpoS(L + LNw

Para un tubo con pestafia

L= 8a
" 3m

Tuno sin pestafa
L= 3a
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TABLE 3.2. Values for a, b, and ¢ in Electrical, Mechanical, and Acoustical Circuits
Mechanical Acoustical ::
Element Electrical - o
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t Preferred analogies,

Para bajas frecuencias y tubos cortos

£ ‘detn]

tubo)

Analogia Impedancia Mecanica | Impedancia Acustica | Impedancia Acustica
Especifica
General f Sp p p_pP _~2
=_ = — = = — Z = — = —— = —
Iy=,="=52 2= ATUTSu” S
Masa (tubo abierto) My = poS(L+ L") m, = po(L + L") M. = po(L + L")
AT s
Compliancia  (tubo L L SL
M~ 5o €z = Cq =
cerrado) poc?S Poc? poc?
Resistencia (material
absorbente en el Ry T, Ry







