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1. ECUACION DE ONDAS SONORAS: FORMULACION DIFERENCIAL

1.1. INTRODUCCION

El objetivo de este capitulo es presentar al lector aquellos elementos fundamentales que determinan
la construccion de un modelo matematico asociado a la transmision de ondas sonoras y las variables
que intervienen en dicho modelo. Esto implica establecer las relaciones constitutivas, cinematicas y
aquellas asociadas a la conservacion de la masa.

A partir de esto se determinara la ecuacidon de onda sonora y sus soluciones mas simples, es decir
ondas armonicas planas y ondas esféricas. Si bien estas son soluciones que corresponden a casos
ideales, es importante destacar su tremenda validez para muchas aplicaciones en sonido y acustica.

Una restriccidon importante en este libro es que no se trataran aspectos relacionados con infra y
ultrasonido, asi mismos fendmenos no lineales como son las ondas sonoras de alta intensidad y
ondas de choque. Ademas, gran parte de los fendmenos, modelos y ejemplos a estudiar se
desarrollaran en procesos de propagacion sonora en el aire.

Entonces se definen los siguientes conceptos x, la posicion de equilibrio de una particula de fluido
en (x,y,z), § es el desplazamiento de la particula de su posicidon de equilibrio y u la velocidad de
particulas. Todos ellos definidos por las siguientes ecuaciones

x=[x y Zz] (1.001)
§=[S & &l (1.002)
Ot u v tus=u U W 1.003
u—a—uxx+uyy+uzz—[ x Uy Uz (1.003)

Considerando que en la mayoria de los casos de propagacion sonora el flujo es irrotacional es valido
definir el potencial de velocidad que esta relacionado con la velocidad de particulas mediante la
ecuacion

u=veo (1.004)

Finalmente entenderemos ¢ como la velocidad de fase de la onda que depende de las caracteristicas
del medio. Por otra parte, consideraremos el término particula de fluido o simplemente particula como
el elemento de volumen lo suficientemente grande para contener millones de moléculas y pensar en
el fluido como un elemento continuo, y sin embargo tan pequefio que se puede considerar que todas
las variables acusticas son casi constantes en todo el elemento de volumen. (dV = dxdydz, en
coordenadas cartesianas).

Se entendera el concepto de onda de amplitud pequefia como aquellas donde los cambios de
densidad son casi despreciables comparados con su valor de equilibrio. Y problemas interiores y
exteriores, donde se considerara el dominio £, el contorno Iy el vector normal fi en forma genérica,
como muestran la figura (1.1). El problema interior esta orientado a los casos donde la propagacién
sonora se desarrolla dentro de ciertos limites. Los problemas exteriores corresponden al caso
contrario.



n Dominio (1D, 2 Dy 3D)

dN = dV = dxdydz Elemento de Volumen
df) =dS = dxdy Elemento de Superficie (1.005)
dQ =dC =dx Elemento de Curva
dr Elemento de Contorno
n=n,x%+n,y+n,2 Vector Normal al Contorno
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Figura 1.1. Problema Interior y problema exterior

1.2. RELACION CONSTITUTIVA - ECUACION DE ESTADO

Las relaciones constitutivas generalmente se denominan ecuaciones de estado La ecuacion de
estado de un fluido relaciona las fuerzas restauradoras internas con las deformaciones
correspondientes. En el caso de un gas perfecto existen diversas formas de expresar este proceso,
en términos generales tenemos la ecuacién de estado de un gas perfecto (1.006)

P = prT, (1.006)

Donde Tk es la temperatura en grados Kelvin y T es la temperatura en grados Celsius (1.007).
Ademas p es la densidad instantanea en cualquier punto del fluido, es la densidad de equilibrio
constante del fluido y s es la condensacion en cualquier punto del fluido. Estas se relacionan
mediante la ecuacion (1.008).

T = 27315+ Ty (1.007)

P~ Po
Po

S =

(1.008)

Por otra parte P es la presion instantanea en cualquier punto del fluido, P, es la presion de equilibrio
constante en el fluido y p la presién sonora. La relacion entre estas es:



p=P—P (1.009)

La cantidad r es una constante que depende del gas. En el caso de que el proceso se lleve a cabo
a temperatura constante tenemos la ecuacién de estado isotérmica:

zzﬁ (1.010)
Py Po

Con respecto a la termodinamica, la fluctuaciéon de la presién y, por lo tanto, la propagacion del
sonido ocurre con un flujo de calor insignificante porque los cambios de estado ocurren muy
rapidamente, tanto que no hay tiempo para que la temperatura se iguale con el medio circundante.
Esta es la propiedad fundamental de un proceso adiabatico. Si fluctuaciones de amplitudes son lo
suficientemente pequenas, el proceso puede considerarse reversible e isoentropico.

%z (;;O)V (1.011)

Donde y es la razén de calores especificos. Expandiendo en serie de Taylor, la presién en funcion
de la densidad queda

0P %P ,  (9°P \
P=7+(3) o=+ (57) G-pr+(55) @-ps- (1.012)
0 0

Pero como las variaciones son pequefias los términos de orden superior se desprecian

Po

a%P )
Fre (p—po)* =0 (1.013)
Po
a3P
<8p3> (p—po)® =0 (1.014)
Po

Reordenando y conservando solamente la parte lineal tenemos

P
P=%+@ﬁ (0 - po) (1.015)
Po
P
?—%=@ﬁ (0 — po) (1.016)

Po

Multiplicando y dividiendo por p, en el segundo miembro tenemos

fP—fPo=Po< (1.017)

6_SP> (p — po)
ap/,  Po

Si las fluctuaciones son pequefias, se necesitan solamente los términos de mas bajo orden y la
relacion que se obtiene es lineal

P-p, =2 (1.018)

Donde B es el mddulo adiabatico de volumen



B = p, (aa_:;;) (1.019)

En términos de la presion acustica y la condensacion la ecuacion de estado adiabatica se puede
expresar como la ecuacién de estado linealizada

Po

p =Bs (1.020)

1.3. CONSERVACION DE LA MASA - ECUACION DE CONTINUIDAD

La Ecuacion de Continuidad: relaciona el movimiento de un fluido con su compresioén y dilatacion. Es
una relacion funcional entre la velocidad de particula u , y la densidad instantanea p.

Se debe considerar un Elemento de Volumen, paralelepipedo rectangular de volumen dV = dxdydz
fijo en el espacio donde viajan las particulas de fluido.

La rapidez neta con que la masa fluye a través de la superficie debe ser igual a la rapidez con que
aumenta la masa dentro del volumen.

d(pu, 0
{pux - [pux + (gz )dx]} dydz = — (g;"‘) av (1.021)
dy |
| 9(puy)
PuUy -_— | p Plx x
dZ ”,J- B el
, -
dx
X
Figura 1.2. Flujo de Masa a través de una particula de fluido
Similarmente para las componentes y z de la velocidad del fluido
d(pu d(pu
{puy - |puy + %dy]} dxdz = —%dv (1.022)

dx



d(pu,) _ 0(puy)
{puz - [puz + 57 dz]}dxdy =""% dv (1.023)

Resumiendo, la rapidez neta con que la masa fluye a través de la superficie en el volumen es

a(puy)  0(puy) d(pu,)
- =—[V- 1.024
[ax + 3y +—5 [V-(p w)] ( )
donde V- ( )es el operador divergencia
La rapidez neta con que la masa aumenta en el volumen
dp
Fricd (1.025)
Igualamos y obtenemos
dp
—dV =—=[V-(p w)]dV (1.026)

at

Simplificamos dV pasamos todo hacia un lado y obtenemos la ecuaciéon de continuidad

dp _
TV wi=0 (1.027)

Si consideramos el hecho que los cambios de densidad son pequefios
p=p(1+s) (1.028)
Reemplazando en la ecuacion (1.027)

dlpy(1 +5)]

o + V- (pp(1 +s)u)] =0 (1.029)

Desarrollando

[2o] +p o[(1 + )]

(1+s)aat 0+ [V (oL + Hw)] =0 (1.030)

Como la derivada de una constante es nula, podemos eliminar y simplificar términos como en las
siguientes ecuaciones

Alpol _ (1.031)
at

[(1+s)] 0s

=— 1.032
ot ot ( )

Ademas |[s| << 1, entonces (s+ 1) =1, por lo tanto, podemos intervenir el la ecuaciéon de
continuidad y linealizarla de tal forma que se tiene

[V (po(1 +s)w] = [V (po(Dw)] = [V (pow)] = pV - u (1.033)

Obtenemos



ds

Po5; +pV-u=0 (1.034)

Simplificamos ,, para llegar a la ecuacion de continuidad linealizada

Jds _
e tVu=0 (1.035)

1.4. RELACION CINEMATICA - ECUACION DE FUERZA SIMPLE DE EULER

Considérese un elemento de fluido dV = dxdydz que se mueve con el fluido con una velocidad u y
que contiene una masa dm = pdV.Entonces aplicando la Segunda Ley de Newton

df = adm (1.036)

df: Fuerza Neta
a: Aceleracion

Calcularemos inicialmente la fuerza neta. Recordemos que de modo genérico la relacién entre fuerza
y presién esta dada por la ecuacion (1.037) que relaciona ambas a partir del area

f=PA (1.037)
En ausencia de viscosidad la componente x de la fuerza neta es

0P aP

=|P - =— 1.038
df, [? (P + dx)] dydz = —=—dV (1.038)

Usando igual razonamiento las otras componentes de la fuerza neta son
df, = 0P dv 1.039
5=3 (1.039)

oP

=— 1.040
dfy = 5—dv ( )

Como la fuerza total es el resultado de la suma vectorial de los tres componentes
df = df,x +df,y + df,2 (1.041)
Obtenemos

df = ana‘{PwaPA]dv 1.042
——ax E EZ ( )

En notacion compacta
df = VPdV (1.043)

Donde V( ) es el operador gradiente.



Para calcular la aceleracién deberemos considerar que la velocidad de particula del elemento de
fluido en un punto (x,y, z) en el tiempo ¢ es dado por:

u(x,y,z,t) (1.044)

dy

dz B B

dx

Figura 1.3. Fuerza Neta sobre la particula de fluido

Cuando transcurre un instante de tiempo ¢ + dt el elemento de fluido se ha desplazado a una posicion
(x +dx,y+dy,z+dz) yla velocidad es

u(x +dx,y +dy,z+dzt+ dt) (1.045)
Por lo tanto, la aceleracion es

ulx +dx,y+dy,z+dzt+dt) —ulx,y,zt)

1.046
T (1.046)

a= limdtqo

Pero podemos relacionar los incrementos de posicién con el tiempo y las componentes de velocidad

dx = u,dt (1.047)
dy = u,dt (1.048)
dz = u,dt (1.049)

Lo anterior corresponde a una linealizacion de la trayectoria de la particula como se ve en la Figura
1.4. Como se esta suponiendo que los incrementos son muy pequefios podemos expandir en serie
de Taylor hasta el primer término



u(x +dx,y +dy,z + dz,t + dt) = u(x + u,dt,y + u,dt, z + u,dt, t + dt) (1.050)

Ju Ju Ju du
u(x +dx,y+dy,z+dzt+dt) =ulx,y,zt)+ guxdt +—u,dt + —u,dt + —

dy 0z dt

ET: (1.051)

u(x,y,zt)

dz = u,dt

4--—--—— -

Figura 1.4. Linealizacion de la trayectoria de la velocidad de particulas

Reemplazamos

u(x,y,zt) + g—::uxdt + g—;uydt + g—lzluzdt + a—ltldt —u(x,y,zt) (1.052)
a= limdt_,o )
dt
Restamos términos semejantes y simplificamos dt y obtenemos
_6u +6u +6u +6u 1053
a=_" U Euy 2t o (1.053)
Definimos el el operador vectorial como
(u-v)= a+ a+ 9 (1.054)
u = U, P Uy 3y u, 57 .



Entonces la aceleracion se puede escribir mas brevemente

9
a=224 (u-Vu (1.055)
ot
dm = pdv (1.056)

Entonces al usar la Segunda Ley de Newton tenemos

df = adm (1.057)
du
—VPdV =p [E + (u- V)u] av (1.038)
Simplificamos y obtenemos la ecuacién de fuerza de Euler
du
7P =p [E +(u- V)u] (1.059)

Podemos considerar las siguientes simplificaciones

[s] <<1-p=pg (1.060)
9
I(u- V)ul << |a—‘t‘| (1.061)

Considerando que la componente estatica (atmosférica) de la presiéon desaparece
VP =Vp (1.062)
Obtenemos ecuacion de fuerza no viscosa linealizada

du
m_ 1.063
pPogy = —Vp ( )

1.5. ECUACION DE ONDA ACUSTICA: FORMULACION FUERTE

Combinaremos la Ecuacién de Estado, la Ecuaciéon de Continuidad Linealizada y la Ecuacion de
Fuerza no Viscosa Linealizada

p=3Bs (1.064)
Jds
e tvu=0 (1.065)
du
pogy = ~Vp (1.066)

Tomamos la divergencia en la ecuacion de fuerza linealizada

v. (po ‘Z—‘:) — V. (—Vp) (1.067)



Intercambiamos divergencia y derivada temporal, debido a que ambos operadores son lineales y
como la divergencia del gradiente es el operador laplaciano

d 2
poz; (V-w) ==V

(1.068)
Tomemos la derivada temporal de la ecuacién de continuidad linealizada
d (0s 0
Ve (V-u) = 1.069
at <6t) TV w=0 (1.069)
0 d%s
—(V-u) = —— 1.070
> (V- e ( )
Igualamos los términos que tienen % (V- u) entre si
0%s 1
2 _ 2 1.071
92 e Vep ( )
Usando la ecuacion de estado linealizada
_P
s=3 (1.072)
d (p
2, — o (2
Vip = po o (B) (1.073)
Po 0°p
Vi =3 (1.074)
Por lo tanto, tenemos la ecuacion de onda linealizada
19%p
20 — T
Vp 2 9e2 (1.075)
Y la velocidad de propagacion del sonido se expresa como
B
c= |— (1.076)
Po

La ecuacion de estado linealizada se puede escribir en forma mas conveniente como

P = poc’s (1.077)
Como la presién p vy la condensacién § son proporcionales esta ultima satisface la ecuacion de
onda

) 1 9%s
ST 2o (1.078)



Por otra parte, como la condensacion y la densidad instantanea p estan relacionadas linealmente
19%p
25—
VP =G (1.079)
En virtud de que el rotacional del gradiente de una funcion es igual a cero se tiene que
VxVf=0 (1.080)

Ademas, supondremos que no existen capas de frontera, vortices ondas cortante y turbulencia, para
los procesos acusticos de amplitud infinitesimal, entonces

Vxu=0 (1.081)

Por lo tanto, existe una funcion escalar ® llamada potencial de velocidad que satisface las
ecuaciones (1.081), (1.082) y (1.083).

VXVD =0 (1.082)
u=Vvo (1.083)
Si substituimos esta ultima ecuacion en la ecuacion de fuerza linealizada tenemos

0
Po; (V®) = -Vp (1.084)

Como podemos intercambiar la derivada temporal por el gradiente, ya que son funciones lineales
0P
v( _) =y 1.085
Po5; P ( )
Podemos reunir ambos términos en una sola ecuacion
0P
V<p0E+p> =0 (1.086)

En ausencia de excitacion acustica la cantidad entre paréntesis se puede hacer cero, entonces
obtenemos la relacién funcional entre presiéon sonora y potencial de velocidad

P
. _ 1.087
p Po5; ( )

Si la substituimos en la ecuacion de onda con respecto a la presion sonora

2 00
v (- f”i’) _ 19 (=p ) (1.088)
Po5¢ c2? ot?
, (0D
i 19 (%) (1.089)

w2 () - _
poV (at> P02 52

Simplificamos la densidad de equilibrio y los signos negativos



- (6;'1’) _ 19 (30) (1.090)
Jat cZ 0t?

Intercambiamos operadores

9 2
@ cp):_( (1.091)

c? 9t2

10%®
ot

Integrando con respecto al tiempo observamos que el potencial de velocidad satisface la ecuacion
de onda

V2o = — (1.092)

1.6. VELOCIDAD DEL SONIDO EN FLUIDOS

Combinando las ecuaciones anteriores veiamos que

_ (6?)
c= p (1.093)
Adiabatico
Para ondas acusticas ordinarias
(aP) o (1.094)
—_— = ]/— .
ap Adiabético Po
:})
P y_o (1.095)
Po

Considerando los valores normales del aire para 0°C y presién atmosférica normal, P, =
1.103 x 10> N/m?2densidad de equilibrio p, = 1.293 kg/m3y y = 1.402 obtenemos la velocidad del
sonido

1.103 x 10°
= [1402=—"2 7 = ) (1.096)
Co \]1 402 1293 331.6m/s

Considerando la dependencia de la temperatura

Ty
= = 1.097
€= % 273 (1.097)
T
c=¢ [1+=—== (1.098)



Asi dependiendo de diversos factores, como la temperatura, por ejemplo, la velocidad del sonido
puede cambiar y en este caso el medio no es homogéneo

1.7. ONDAS ARMONICAS PLANAS Y ESFERICAS

Sitodas las variables acusticas son funciones de una Unica coordenada espacial, la fase de cualquier
es constante en cualquier superficie perpendicular a esta coordenada. A tal onda se le llama onda
plana. Si se elige el sistema de coordenadas de tal forma que esta onda se propague por el eje x la
ecuacion de onda se reduce a:

2 2
0p_19%p (1.099)

ox2  cZat?
Donde
p=pt) (1.100)

La forma compleja de la solucién armodnica para la presién acustica de una onda plana, para sonido
incidente y reflejado es

p(x, t) — Aej(wt—kx) + Bej(wt+kx) (1'101)

La ecuacioén de onda en coordenadas esféricas es:

(1.102)

9%p N 20p 1 0 ( 6p) 1 9% 10%
or?2 ror risin6ado

ng—\|+———-s—-—===
St Y 50) Tz sinz dp? % ot?
En el caso de que las ondas tengan simetria radial, esto es no dependen de los angulos ¢ , 4 , la

ecuacion de onda para campos de presion radialmente simétricos es

2 2
0 _ 20p_19% (1.103)
ar?2  ror c?o0t?
La conservacion de la energia lleva a esperar que la amplitud de presion decaiga con una razon j/
, de tal manera que la cantidad rp pueda tener una amplitud independiente de ,. Si se trata a rp

como la variable dependiente, se puede reescribir la ecuacién de onda como

0*(rp) _ 1 0*(rp) (1.104)
arz 2 ot? '

Y la solucién armoénica es finalmente

A .
p(rt) =— gl (@t=kr) (1.105)

1.8. CONDICIONES INICIALES Y DE CONTORNO

No se puede considerar la ecuacion de onda por si sola, esta debe ser entendida en conjunto con
sus condiciones iniciales y de contorno. Las condiciones inciales se refieren a la presion inicial como
también a la taza de cambio de presion inicial. Las condiciones de contorno expresan la descripcion



de los elementos existentes en la frontera donde la onda sonora se propaga. Entonces para un medio
tenemos en primer lugar la ecuacion de onda. Entonces para un punto x asociado con el dominio
donde la onda se propaga Q

19%p

2p=__° 1.106
c? ot? ( )
La que comunmente debe estar acompanada de las condiciones iniciales
p(x,0) = po(x) (1.107)
dp .
3¢ % 0) =P (1.108)

Siendo estas dos ultimas la distribucién inicial de la presién sonora en el recinto y la segunda
corresponde la razén de cambio de la presién cuando el tiempo es cero.

A partir de la ecuacion (1.109) se puede describir el comportamiento de variadas condiciones de
contorno, es decir puntos x pertenecientes a la frontera I'. En este caso la condiciéon de contorno
generalizada, como se describe en las ecuaciones (1.109 — 1.110), implican en una primera
aproximacion, que las velocidades del fluido y del sélido en el contorno no son las mismas. Las
respectivas simplificaciones que se tomaran a continuacion nos llevaran a las diferentes condiciones
de contorno

Jdug
— fi= 1.109
Z(u at) n=p ( )
O bien
Jug
— Cfi= 1.110
(u at) n=Yp ( )
Con
v = 1
=7 (1.111)
ug = [Us (X 1) Uy, (X)) ug, (%, 0)]7 (1.112)

Donde Z es la impedancia acustica especifica, Y es la admitancia acustica especifica, u es la
velocidad de particulas del fluido y ug es el desplazamiento del medio sélido que esta en contacto
con el fluido. En muchas situaciones el desplazamiento del sélido sera considerado nulo. En general
a partir de esta expresién se puede particularizar para los siguientes casos:

Condiciones de Contorno de Dirichlet

Si consideramos la impedancia del contorno como nula tenemos la condicion de contorno de Dirichlet
homogénea, la cual es conocida como liberacion de presion para x, € I,

p(xp,t) =0 (1.113)

Si existe un valor pre escrito podemos reescribir para x, € I},



p(Xp,t) =pp (1.

114)

Este valor prescrito puede representarse como la presencia de una fuente sonora, que, si bien no
esta dentro del dominio, tiene influencia sobre el Sin embargo la implementacion tanto de la condicion
de contorno de Dirichlet homogénea como de la no homogénea seran explicadas mas adelante.

Condiciones de Contorno de Neumann

Si consideramos la admitancia del contorno como nula tenemos la condicién de contorno de
Neumman homogénea, esto significa que la componente normal de la velocidad de particulas del
fluido en la frontera es nula y por lo tanto tenemos una condicién de pared rigida. Entonces para un

punto xy € Iy,
u-n=20 (1

Por otra parte, la ecuacién de fuerza en régimen armaénico

. 0
u(x, t) = u(x)e/«t PN &[u(x, )] = jou(x, t) (1
M _ v -y (1
PG ="V e u=——Up
Tenemos
n=0 ! Vp-n=0
u-i= o — - fi =
JwPo P (
Entonces|
Ju __y _ v
T Ay (1
Vp(xy, t) -0 =0 (1
dp
an =0 (1

Por supuesto si la velocidad es pre escrita en el contorno tenemos para un punto xy € Iy

u-fi=u, (1
Y podemos arreglar esto como
Vp -0l = —jwpoun (1
Vp-i=w, (1
dp .
= —]WPolUn (1

115)

116)

117)

118)

119)

1120)

121)

122)

123)

124)

125)



9
£=Wn (1.126)

Condiciones de Contorno de Robin

También es conocida como condicién de contorno de impedancia, en este caso la situaciéon se
referira a la impedancia acustica especifica Z y a su reciproco la admitancia acustica especifica
Y=1/Z. A partir de la expresién general para punto x € I, es decir la regidon donde se consideran
las condiciones de Robin

9
Z(u—£)~ﬁ=p (1.127)

Donde u, es el desplazamiento del sélido en el contorno. Considerando el desplazamiento del sdlido
en la frontera con el fluido us nulo se tiene

Zu-fi=p (1.128)

u= —jwlpo Vil (1.129)

P=Sap PR (1.130)

J9P0 ) _vp . (1.131)
A

Vp -fi = —jwp,Yp (1.132)

Obviamente estas regiones pertenecientes al contorno no se interceptan

IpNIpeNIyNIyo NI =¢ (1.133)
Condiciones de Radiacién de Sommerfield
Expresa el proceso de dispersion de la energia sonora en un proceso de propagacion externa. La

implementacion de estas condiciones significara un capitulo aparte en este texto y se abordara con
el especifico detalle que merece. Este proceso puede ser resumido como

tim [ (g—f +jkp)| = 0 (1.134)

Tr—0



