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2. ELEMENTOS FINITOS EN ACUSTICA: PROBLEMAS EN UNA DIMENSION
2.1. INTRODUCCION

Las soluciones analiticas de las ecuaciones diferenciales que rigen en acustica pueden obtenerse
siempre y cuando las condiciones de contorno que definen los limites fisicos se pueden describir
simples términos matematicos (Nelson 1998). Esto rara vez sucede en problemas practicos como es
el caso en ingenieria y, por lo tanto, generalmente es necesario emplear métodos numéricos que
entreguen soluciones aproximadas. Los dos mas utilizados son el método de elementos finitos (FEM)
y el método de elemento contorno (BEM).

Los métodos de elementos finitos se desarrollaron primero para analizar estructuras de ingenieria
complejas. Una vez que el método recibié una firme base matematica, era natural que se usara para
analizar otros problemas fisicos que pueden representar mediante ecuaciones diferenciales
parciales. El campo de la acustica no ha sido la excepcion. Si bien el método de los elementos finitos
fue primero desarrollado para predecir el comportamiento sonoro en espacios cerrados,
posteriormente, se aplicd a problemas exteriores. Los problemas vibroacusticos se pueden analizar
combinando las ecuaciones de movimiento de la estructura vibratoria con las ecuaciones de
movimiento del medio acustico, esto es extremadamente util tanto para predecir el ruido irradiado
por maquinas como para el sonido producido por instrumentos musicales

En el método de los elementos finitos se representa un sistema continuo, que tiene un infinito nimero
de grados de libertad, por un sistema discreto que tiene un numero finito de grados de libertad. La
precision de la solucion depende del numero de grados de libertad utilizados. Cuanto mayor es la
frecuencia de interés cuantos mas grados de libertad se requieran. Por lo tanto, a altas frecuencias,
tales métodos se vuelven ineficientes. En consecuencia, solo se usan en bajas frecuencias donde
las longitudes de onda son de un orden de magnitud similar a la geometria definida, podemos decir
como ejemplo que para una cavidad esférica los resultados no tienen sentido para kR > 20, don de
k es el numero de onda y R es el radio. Los problemas acusticos de alta frecuencia se analizan
usando técnicas geométricas o de trazado de rayos (Pierce 1989), y los problemas vibroacusticos
se manejan mediante analisis estadistico de energia (Lyon y DedJong 2014).

En este capitulo nos centraremos en obtener la formulacién débil o integral de la ecuacién de onda,
usaremos el método de Galerkin (Marburg y Nolte, 2008) para poder discretizar las ecuaciones
integrales resultantes, incorporaremos diversas fuentes y campos sonoros incidentes, finalmente
determinaremos las matrices asociadas a los sistemas de ecuaciones diferencaiales.
Consideraremos en esta etapa solamente problemas interiores, es decir que en esta parte del
proceso existira de algun tipo de frontera que puede ser modelada por medio de condiciones de
Dirichlet, Neumman, Robin o una combinacién de todas ellas. Se considerara especificamente tubos
donde la seccion transversal puede variar; sin embargo, la longitud de onda debe ser mucho mayor
que el diametro del ducto para que las ondas sean planas. Al considerar un problema interior, la
longitud del tubo sera L, el cual inicialmente tendrad una terminacién rigida, abierta o de material
absorbente. Sin embargo, mediante el uso de condiciones de contorno adecuadas se puede simular
el tubo abierto de una manera mas simplificada y posteriormente de forma mas realista al incluir la
impedancia de radiacion (Kinsler et. al., 2000 - Kutruff, 2004). El objetivo es mostrar de manera
detallada el proceso de formacién de matrices tanto globales como elementales. Por otra parte, se
plantean métodos simples de resolucion y se reflexionara en relacion con los resultados

La ecuaciéon de onda plana en un tubo de longitud L, definido entre —L/2 y L/2 y sus condiciones
iniciales son:

d*p 109%

=5k (2.001)



p(x,0) = p,(x) (2.002)
dp .
3¢ 0 = Po(x) (2.003)

Las condiciones de contorno mas interesantes de analizar en este capitulo son:

a. Fuente al inicio del tubo, lo que corresponde a una condicion de Dirichlet no homogénea en
x=-L/2

p(=L/2,t) = P,(¢t) (2.004)

b. Tubo abierto ideal o liberacién de presién en x = L/2, lo que corresponde a una condicion de
Dirichlet homogénea.

p(L/2,6)=0 (2.005)

c. Tubo cerrado en uno y/o ambos extremos, es decir condicion de contorno de Neumann
homogénea en ambos extremos.

L2, =0 % (1L/2,6) =0
7 L2 = 7 L/2.0= (2.006)

d. Tubo con impedancia acustica especifica caracteristica Z en x = L/2, o bienu un tubo abierto
considerando la impedancia acustica especifica de radiacion Zz en x = L/2 en ambos casos
tenemos una condicion de Robin.

p(L/2,t)
u(L/2,t)
(2.007)
p(L/2,t)
u(L/2,t)  °F

Si bien existen soluciones analiticas para la ecuacién (2.001) sujetas a las variadas condiciones
iniciales y de contorno enunciadas en las ecuaciones (2.002) a (2.007), basta con que el tubo tenga
un cambio arbitrario en la geometria de su seccién transversal para que esto no sea posible. Por lo
tanto, es necesario obtener una solucién de caracter aproximado.

2.2ECUACION DE ONDA FORMULACION INTEGRAL O DEBIL

El proceso de obtener una solucién aproximada parate por convertir la ecuacion de onda desde una
forma diferencial o fuerte a una forma integral, también llamada formuacién débil. Para ello
comenzamos con la ecuacién de onda (2.008) la multiplicamos por la variacién §p de la presion
sonora (también llamada funciéon de peso) e integramos en el dominio y obtenemos la expresién
(2.009)

2%p 109%
ax2 _ c2 ot (2.008)
L/2 1 azp azp
-5 ° = 2.
fL/Z op (C2 9e2 6x2> dx=0 (2.009)



Entenderemos la variacion §p como un cambio infinitesimal e imaginario de la presién sonora que
es compatible con las condiciones de contorno. Un ejemplo de esta puede ser expresado en la
siguiente figura.
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Figura 2.1. Presién sonora y variacion de la presion sonora

Separamos las integrales e integramos la segunda por partes usando la clasica expresion

L/2 = L2 L/2
vdw = vw |_L/2 - wdv (2.010)
-L/2 —L/2
f R f Pl o 2.011
o Page o Pye dx= (2.011)
Lz 192 L2 9(ép)a ap | M?
f p—z—f dx+f ( p)_p dx—5p—p =0 (2.012)
—1)2 c? ot _L)2 ox Ox ox 1_p

Entonces tenemos

fL/Z 10°p +f L2 9(8p) dp
X

ap
P 55z ” 9% 9x OX - opL/2) - (L/2)

L/2

o (2.013)
+8p(~L/2) - (-L/2) = 0

Los dos ultimos términos de la ecuacion (2.013) estan relacionado con aquellas condiciones de
frontera al inicio del tubo(2.014) y la (2.015) con aquellas del final del tubo, tanto para condiciones
de contorno de Dirichlet, Neumman o Robin, es decir condiciones asociadas a presiones prescritas,
velocidades de particula prescritas o bien de impedancia.

é‘p(—L/Z)Z—Z(—L/Z) (2.014)



dp
p(L/2)5-(L/2) (2.015)

Podemos incluir la variacion de la seccion transversal del tubo A(x) y de la velocidad de propagacion
de ondas sonoras c(x), como dependientes de la coordenada x, a fin de considerar medios no
homogéneos y seccién transversal del tubo variable . Parte de estos cambios se justificaran en el
capitulo asociado la propagacion sonora en medios tridimensionales.

L/2 2 L/2
f sp——2P 400 dx+f ACIOL/ dx—tSp(L/Z)g—Z(L/Z)A(L/Z)

p———o
L2 c?(x) ot s ) dx 0x (2.016)
+0p(=L/2) 32 (~L/DA(-L/2) = 0
Si existieran fuerzas corporales q(x, t)la ecuacion seria dada por:
VRO 1 9% L2 9(8p) dp dp
f 00 g e AG) dx + f ST AG) dx = 0p(L/2) 5o (L/2)AL/2)
I C)) -L/2 x 0x x (2.017)
ap L/2 .
+p(-L/2) S (L/DACL/D = | SpaCuDAG) dx
—L/2

Podemos incluir los efectos de impedancia en el extremo x = L/2, recordemos que la ecuacion de
fuerza en una dimension:

dp Jdu
— e _,5 2.018
ax = Pogy (2.018)

Considerando que el problema es en una dimensidon solamente podemos arreglar la ecuacion
anterior de la siguiente forma:

dp Jdu

== _pOE (2.019)
Usaremos la solucion armonica
oJu Ju(x,t )
Fri % = jou(x)e’*t = jou(x,t) = jou (2.020)
op(L/2,t ou(L/2,t .
% = _Po% = —jpowu(L/2)e/®t = —jpswu(L/2,t) (2.021)

Pero al incluir la impedancia acustica especifica de terminaciéon p/u = Z., dicho de otra forma p/Z=
u, 0 bien p¥i=u
op(L/2,t) ou(L/2,t)

_ - jot
o Po—3; jpowu(L/2)e

ap(L/2, 2.022
% = —jpowY,p(L/2,0) oo

Al mismo tiempo al considerar la solucion armonica en la presién sonora

dp _dp(x,t)
at ot

= jop(x)ef*t = jop(x,t) = jop (2.023)



plL/2,0) dul/2,t)

—_ e — T — jowt — _;
P Do 3% jpowu(L/2)e jpowu(L/2,t)
(2.024)
dp(L/2,t) . op(L/2,t)
o —jpowY,p(L/2,t) = _pOYLT
Al incluir este ultimo término en la ecuacion de onda en su formulacion débil
f Y sp L OP o) dx+ spL/2Dpet, L2 41
—1)2 pcz(x) gez 1\ X oP PotL ot
L’z 9(6p)a
+ f G)OP )y dx (2.025)
—L/2 Ox Ox
ap L/2
= —5p(—L/2)a(—L/2)A(—L/2) +f Spq(x,t) A(x) dx
-L/2

Utilizado la distribucion delta de Dirac §(x — L/2) e incluyendo la presencia de fuerza corporales
q(x,t) como posible fuente

J-L/Zfs ;@A(x) dx+f N ) apA § L/2) dx
L2 pCZ(x) ot2 ppOYLE (x) 6(x /2)

-L/2
L2 9(8p) dp
+f_L/2 7&1‘1(36) dx (2026)
9 L/2
= —0p(-L/2) 50 (-L/DAGCL/D + | opatr0 A dx
-L/2

Tenemos finalmente la ecuaciéon de onda unidimensional en su formulaciéon débil o formulacion
integral.

2.3. DISCRETIZACION

Partamos de la base que podemos utilizar una solucién aproximada basada en el método Rayleigh—
Ritz, usando una expansion finita de la forma:

p=pEO~p" 0 =) FM@HE® (2.027)
Que en forma matricial se expresa
p1(®)
~ ~ R N D2 ()
p=p(0) ~[Ni(x) N(x) N3(x) - Ny(x)] pA3‘(t) (2.028)
Au(®)

En forma compacta podemos decir:

p =p(xt) ~ N()p() (2.029)



Por otra parte, la variacion de la presién sonora (funcion de peso) se puede aproximar como:

5p = op(x,0) = ) R()8H(0) (2.030)
55 ()
S ) 59()
5p=opGt) ~ [N() Ny(x) Ny(x) -~ FyG)l |85(0) (2.031)
5w (0)

En forma compacta podemos denotar

8p = 6p(x, t) =~ N(x)8p(t) (2.032)

2.3.1. MATRIZ DE MASA

Comenzaremos reemplazando las aproximaciones a la presidon y a la variaciéon de la presion,
conforme se ha descrito en la seccién anterior. En la primera integral de la ecuacién (2.026) tenemos:

L/2 1
|,. @ R
02 T (2.033)
- L E0) [N(x)Fﬁ(o]A(x) dx
—L/2
Transponemos el uno de los términos de la integral sin modificar el resultado
L/2 1 _ d2
f_ e )[N(x)Sp(t)] [N(x)wp(t)]A(x)dx (2.034)
Reescribimos
L/2 1 dZ
T T G s
J-—L/Z —cz(x) Sp"()N"(x) N(x) 12 p(A(x) dx (2.035)
Extrayendo los términos que solamente dependen del tiempo fuera de la integral tenemos
L/2
SpT(t) f dx dt2 p(t) (2.036)
L/2
Donde la segunda derivada puede expresarse como
2
—d(t) =9 2.037
7P =p®) ( )
Entonces
Lz 1 _ _ 3,
SpT(t) [ f —N"(x) N(x)A(x) dx| p() (2.038)
YR €9



O bien
8p"(t) M p(t) (2.039)

Donde M es la matriz de masa

L/2
M = f y Cz()NT(x) N(x)A(x)] dx (2.040)

En detalle, cada elemento de dicha matriz es:

L/2 1 _ R
mij = f_ Ve mNi(x) N;(x)A(x) dx (2.041)

Podemos observar se trata de una matriz simétrica

2.3.2. MATRIZ DE RIGIDEZ

Al igual que en la seccion anterior, donde se derivo la matriz de masa, empezaremos reemplazando
las aproximaciones a la presion y a la variacion de la presion. En la tercera integral que forma parte
de la ecuacion (2.026) tenemos

L2 9(8p) ap 5 Lz g R 0 .
f—L/Z 9% 6_A( x) dx = J-L/Z a[N(x)Sp(t)]a[N(x)p(t)]A(x) dx (2.042)
Transponemos uno de los términos
L/2 9 T 9 .
f_ e a[N(X)Sﬁ(f)] a[N(x)f)(t)]A(x) dx (2.043)
Derivamos
L/2 d Td _
| BTN LRGP0 A dx (2.044)

Y sacando los términos que dependen del tiempo fuera de la integral

L/2 d
Sp()T U —N(x)T —N(x) A(x) dx] p@) (2.045)

L/2

Podemos expresar la derivada como:

il’\j(x) =N'(x) (2.046)
dx

L/2
sp)T U N'(x)TN'(x) A(x) dx] ) (2.047)

-L/2



O bien

8pT(t) K p() (2.048)
Donde K es la matriz de rigidez
L/2
K= U N'(0)"N'(x)A(x) dx] (2.049)
-L/2

En detalle, los elementos de dicha matriz son:

L/2
ki = [ f_ N ()" N; (x)A(x) dx] (2.050)

L/2

2.3.3. MATRIZ DE AMORTIGUAMIENTO

Reemplazando la discretizacion en la segunda integral de la ecuacién (2.026) podemos obtener la
matriz de amortiguamiento

L/2 ap )
SppoYLEA(x) §(x—L/2) dx=

L/2

L2 p (2.051)
~| RALOLG) [N 280|400 56— 1/2) dx
—-L/2
L/2 _ T _ d ~
f L PGR@ERO) [N(x)aii(t)] AG) G —1/2) dx (2.052)
—-L/2
L/2 d _
f oY, SP(DTN )T [N(x) Eﬁ(t)] AG) §(x—1/2) dx (2.053)
-L/2
Sacando los términos dependientes del tiempo fuera de la integral
L/2 _ d
SpT(t) U PV, N N()A®X)S(x —L/2) dx] Eﬁ(t) (2.054)
—-L/2
L/2 ~ .
SpT(t) U PN N(@x)A®X)6(x —L/2) dx] p() (2.055)
—L/2
Usamos la notacién para la derivada de la presién con respecto al tiempo y tenemos
s t) =p(t (2.056)
EP( =p(®) :
e define de manera compacta la matriz de amortiguamiento C como
8p” (H)CP(t) (2.057)
L/2 _
C= U PV, N()"N()A(x) §(x — L/2) dx (2.058)
—L/2



Especificanente los elementos que forman esta matriz son

L/2
Cij = f_ PoYi N 0)TN;()A(x) §(x — L/2) dx

L/2

2.3.4. VECTOR DE FUERZA

(2.059)

Reemplazando en la integral que corresponde a las fuerzas corporales en el fluido tenemos

L/2 -L/2

L/2
| peN@] a0 400 dx
-L/2
Podemos sacar términos fuera de la integral
L/2
SﬁT(t)f N@)Tq(x, t) A(x) dx
-L/2
8p()'f
L/2
f(t) =f N Tq(x, t) A(x) dx
—L/2
Cada elemento del vector de fuerza es de la forma
L/2
O =[ " R@Ta0A® dx

-L/2

Es importante preguntarse qué sucede con el término

dp
—6p(=L/2) 5 (-=L/2)A(=L/2)

L/2 L/2
f Spq(x,t) A(x) dx =~ f [8P(ON(X)]q(x, ) A(x) dx

(2.060)

(2.061)

(2.062)

(2.063)

(2.064)

(2.065)

(2.066)

Si es que el extremo en x =-L/2 esta cerrado esa expresion es nula. En el caso de que el tubo esté
abierto 0 posea una fuente de presidn prescrita (condiciones de Dirichlet) se utilizaran técnicas
adecuadas para incorporar esos datos en el proceso de construccion de los vectores y matrices.

Esto se vera con detalle en las proximas secciones de este capitulo.

2.4. ECUACION DE MOVIMIENTO

A partir de la formulacion débil de la ecuacion de onda y del proceso de discretizacion llegamos a

pTO[MpE) + CpE®) + Kp)-f@®)]=0

(2.067)



Entonces para que la igualdad producto del proceso de discretizacion se cumpla lo interior al
paréntesis debe ser nulo. Finalmente, la ecuacién de movimiento y las condiciones iniciales son
entonces

Mp(t) + Cp(t) + Kp@)=f®)
p(0) = Py (2.068)

fi(O) = f)\o

2.5. UNA INTRODUCCION AL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS:
METODO DE COLOCACION

El objetivo de esta seccidn es concretizar los conceptos anteriormente vertidos estableciendo de
manera mucho mas clara los procesos de construccién de las matrices de masa, rigidez y
amortiguamiento y como las ecuaciones pueden resolverse de manera simple en el caso de que la
excitacién es de caracter armonico. En Advanced Applications in Acoustics, Noise and Vibration
(Fahy, Walker eds., 2004) Petyt ha escrito un capitulo tratando este tema, ademas se puede
recomendar su libro (Petyt 2010), si bien su principal objetivo es modelar la vibracién en sdlidos,
existen elementos comunes que pueden ser incorporados.

Las funciones de interpolacion N;(x) deben ser construidas bajo el siguiente procedimiento
recomendado
e Selecciones puntos nodales en la estructura
e A cada nodo asociarle grados de libertad, en nuestro caso presion sonora.
e Por cada grado de libertad en cada nodo, construir una funcién que tenga un valor unitario
en dicho grado de libertad y cero para el resto

A fin de que la solucidon al problema sea convergente las funciones N,(x) (en nuestro caso
unidimensional corresponden a N,,(x)deben cumplir con un conjunto de condiciones
e Ser linealmente independientes
e Ser continuas y poseer derivadas continuas de orden (p — 1). Especificamente en este caso
se considerarap=1y2
e Satisfacer las condiciones de contorno, estas incluyen derivadas de orden (p-1)
e Formar una serie completa

Una serie de funciones se dice completa si cumple el error cuadratico promedio es cero en el limite
conforme la lo expresado en la ecuacion (2.069)

L/2 N
iy f p(x,t) — z N,0pa(6) | dx|=0 (2.069)
- n=1

L/2

Para las funciones N;(x) se pueden usar polinomios simples, funciones trigonométricas, polinosmios
de Legendre, Tchebycheff, entre otros. Una solucién que satisface la ecuacion (2.069) se dice que
converge en la media.

La convergencia de este método esta basada en la demostracion de que cualquier funcién puede
ser expandida por una serie infinita de funciones linealmente independientes. Si se usan polinomios,
podemos echar mano al teorema de aproximacion de el cual establece que cualquier funcién
continua en un intervalo [a,b] puede ser aproximada de manera uniform por polinomios en dicho
intervalo. Este teorema asegura no solamente una convergencia uniforme de la funcién , si no que
también sus derivadas de orden (p-1) convergeran uniformemente.



A fin de comenzar por un caso simple consideraremos un tubo de longitud L, cerrado en ambos
extremos, esto quiere decir que:

] d
5P(—L/2)£(—L/2)A(—L/2) =0 > %(—L/Z) =0 (2.070)

9 9
5P(L/2)£(L/2)A(L/2) -0 - %(L/Z) =0 (2.071)

De igual forma asumiremos que la velocidad del sonido y que el area de la seccion transversal del
tubo permanece constante. Asi mismo no se incorporaran fuerzas corporales en el problema.
Entonces la ecuacion de movimiento es:

Mp(t) + Kp)=0 (2.072)

Considerando la solucién es arménica y estacionaria(2.073), tenemos el problema de valores propios
asociado (2.074).

p() = p exp(jwt) (2.073)
[~w?M + K]p=0 (2.074)

Ademas,podemos suponer que el tubo esta dividido en cuatro partes y con 5 funciones de
interpolacidn asociadas Estas se pueden expresar de forma matematica

——x-1 ——<x<—=
Me={ L 2 2 (2.075)
0 lo demas
+2 L < L
Lr 2=%S7%
N, (x) = 4 L
N, (x) _r, Lo (2.076)
L 4
0 lo demas
i +1 L< <0
Lx 4_x
N.(x) =4 4 L
N5 (x) 1 0<x<t (2.077)
L 4
0 lo demas
4 o<
Zx < x< -
N, (x) = L L
N =9y_% ., Txx<s (2.078)



N~

L
-x—-1 —<x< -
No(x) =<{L 4 (2.079)

0 lo demas
Matriz de Masa

Podemos calcular cada miembro de la matriz de masa, recordando que esta es simétrica

A T (4 12d_A L AL 9 080

mn—c—zf_m 1) =5 p =0y (2.080)

_A 1)(4 +z)d AL _ A1t 2.081
mlz—c—zf_m ()@ =g n=3a23 (2.081)

Mys =0 (2.082)

My, =0 (2.083)

mys =0 (2.084)

m21 = m12 (2.085)

—Af_m (4 +2)2d s AP ( 4 >2d _AL_ AL 2.086
M2z =2 L2 L X c2) 14 1Y) T2 32 4 (2.086)
_A 0 (4 4+1d—A L_A 1 L 2087
ng—c—zf_m ) () =g =g (2.087)

m24=0 (2.088)

Mys = 0 (2.089)

May = 0 (2.090)

My = Mys (2.091)

_Ar (4 +1)2d s AT ( : +1)2d AL A0 200
m33—c—zf_m L x —f A ¥=E 53 2y (2092)

A L/4 4 4 A L A 1L
_A _4 4 AL 4 2 2.093
M cfo ( Lx+1)(Lx)dx 2’ 24 3¢2' 2% (2.093)
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Figura 2.2. Elementos y funciones de interpolacion

(2.094)

mss =0

(2.095)

my; =0



My, =0

My3 = Mazy

A (U4 4 A r L2
m44=c_2f0 (Zx) dx + C—zf (—Zx+2

L/4
A [ L2 4 4
m45:C_ZJ-L/4 (—zx+2>(zx—1)
mg, =0
mg, =0
ms; =0
M5y = Mys
Af L/2 (4 1)2d
Mgg = —X — X =—
55 CZ L/4 L
Resumiendo
1 1/2 0
A |17z 2 12
M=—--|0 1/2 2
2
3¢t H g 0 12
0 0 0
2 1 0
A L/l 41
M=3a 7|0 L 4
¢ 0 0 1
0 0 O
2 1 0
mo Lo 1 g
=
3c 80 0 1
0 0 O
2 1 0
A o 14
=——-a,
3¢ 00 1
0 0 O
Donde
L L/4
“=§= 7

Matriz de Rigidez

NN =)

NN =)

NF—= O OO
N = O OO

NF—= O OO

(2.096)

(2.097)

(2.098)

(2.099)

(2.100)
(2.101)
(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.107)

(2.108)

(2.109)



Podemos calcular cada miembro de la matriz de rigidez, recordando que esta es simétrica

~L/4 4\? 4
klleL/Z (‘Z) dx =47 (2.110)
—L/4 4\ (4 4
klzzAL/z (—Z)(Z>dx=—Az 2.111)
iz = 0 (2.112)
Ky = 0 (2.113)
kis=0 (2.114)
kyy = ko (2.115)
“L/A a2 A (° 4\? 8
ke=t] (Z) dx + C_Zf_m (_Z) dx=A7 (2.116)
k23=,4f0 (—f)(f)dxz—Af 2.117)
e U L
kg = 0 (2.118)
ey = 0 (2.119)
kay = 0 (2.120)
ks = Ky (2.121)
kgngfo (f)zdx + if o (—i)zdsz§ (2.122)
e L = L L
Ky = Afo o (— %) (%) dx = —A% (2.123)
kss=0 (2.124)
kyy = 0 (2.125)
Ky = 0 (2.126)
Kz = Kag (2.127)
A2 A L2 4\? 8
k44=AJ; (Z) dx + C—me (‘Z) dx =4 (2.128)
L/2 4\ (4 4
Kas = Af » (_Z) (Z) dx=-A-7 (2.129)
ke, = 0 (2.130)

ks, =0 (2.131)



ks =0 (2.132)

k54 == k45 (2.133)
L2 402 4
k =Af (—) dx=A-~ (2.134)
55 s L L
Resumiendo
1 -1 0 0 0
4I-1 2 -1 0 0
K:AZ 0 -1 2 -1 0 (2.135)
0 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 1
1 -1 0 0 0
48|-1 2 -1 0 0
K=Ez 0 -1 2 -1 0 (2.136)
0 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 1
1 -1 0 0 0
4171 2 -1 0 o0
K=2— 0 -1 2 -1 0 (2.137)
lo o0 -1 2 -1
0o 0 0 -1 1
Donde
L L/4
=g= 2 (2.138)

Obviamente uno puede extender este método en la obtencion de las matrices de masa, rigidez y
otros componentes del sistema de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, la construccion de las
funciones, para cada segmento, la variabilidad de la seccion transversal y/o la velocidad del sonido
se hacen demasiado complejas para ser realizado de manera practica. Una posible solucién sera
presentada en el siguiente punto.

2.6. MATRICES ELEMENTALES

Es dificil construir las matrices de masa y rigidez usando el método anteriormente descrito, sin
embargo, tomemos algunos aspectos que pueden ser importantes. Dicho de otra forma, podemos
generar un sistema mucho mas genérico y flexible a partir de la formulacién anterior

Mapearemos cualquiera de los elementos que definen el comportamiento del tubo a un espacio
cuyos resultados nos dara un método comun vy flexible. A modo de simplificacion los efectos de
translacion no seran incluidos en el mapeo.

Podemos observar que el cambio de variable necesario es:

_ X
s‘—a— (2.139)



Entonces

d _dx
=0 (2.140)
a,dé =dx

Las funciones para utilizar son:

1
ME©=51-9
(2.141)

1
M) =51+

A
v

A

-a,=-L/8

<---»-

-1 0 1

Figura 2.3. Mapeamiento

Esto nos lleva a definir las matrices elementales de masa y rigidez. Genéricamente la Matriz de
Masa Elemental para el caso que hemos descrito es dada por

A 1 -
me. = f SR@ Fa d (2.142)
o



m

1 1 _ N
i=] SO BO4 o

Entonces
. _f | [1(1 )]2,4 p _ZAax
mi = L 22 $ a,d§ = 3c2
e —f ' 1[1(1 )][1(1+ )]A de = A%
miz = L a2 ¢ 2 $ a,dé = 3c2
m{, =my,
e —f P [1(1+§)]2A df = 2%
M2z = o, c?l2 A = 2302

En forma resumida la matriz de masa elemental es

e:Aax[Z 1
3c2l1 2

De igual forma construimos la Matriz de Rigidez Elemental

“ N N

dx dx A dx

K = f " Nw N4 dx= f

—ay —Ax
Pero al usar la regla de la cadena tenemos

N;(x) _ Ni(x) d§ _ Ni(x) 1
dx  df dx d& a,

= | L1RE© 1 RE

V=), @ dt @ a4 =%

Entonces

ke _f L 1 1]2A df— A
11 = . 2 Ay =%a

axz X
= [ oalgll mes- 5
2= ) gzlT2)2]t BT T,
ki, = k3,

e A4 e
22 = . 22 Ay S_Zax

En forma resumida la matriz de masa elemental es

A _
K® ZE[—% )

(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)

(2.147)

(2.148)

(2.149)

(2.150)

(2.151)

(2.152)

(2.153)

(2.154)

(2.155)

(2.156)



La gran ventaja de trabajar esto es que se puede considerar para cualquier longitud de elemento/
segmento de tubo. Si volvemos al punto anteriormente descrito, un tubo de longitud L dividido en 4
elementos de longitud L/4 (ax = L/8) y 5 nodos y reconsideramos nuestras matrices elementales de
la forma

ezzégf[z 1
3c¢z2l1 2
(2.157)
me e
M€ = }31 méz]
Mz Mz,
A 1 -
e _
K _2%[—1 J
2.158
o= [k (2.159)
k31 k3,

Donde e = 1, 2, 3, 4. Entonces al ensamblar las matrices elementales tenemos la matriz global

mi, mi, 0 0 0

my;  my, +mi; m3, 0 0
0 0 mz; m3, + my; mi,
0 0 0 mi, mi,

Entonces tenemos nuevamente las matrices globales de masa y rigidez que fueron determinadas en
la seccién anterior

2 1 0 0 O
Aa |l 4 1 00
= 01 410 (2.160)
3¢?
0 01 4 1
0 0 0 1 2
1 -1 0 0 0
Al-1 2 -1 0 o0
=—| 0 -1 2 -1 o0 (2.161)
%l 0o o0 -1 2 -1
0 0 0 -1 1
Donde
L L/4
A =g =5 (2.162)

Luego podriamos considerar un tubo de longitud L, de seccién tranversal 4 constante dividido en N
elementos de igual tamafo. Las matrices globales sean el resultado del ensamble de las matrices
elementales. Es por supuesto esperable que si N es grande el proceso de discretizacion sea mas
exitoso y la exactitud de los resultados sea mayor. En términos esquematicos generales la matriz de
masa Yy la matriz de rigidez para un tubo cuyas propiedades permanecen constantes serian:



2 1 0 0 0
1 4 1 0
L
axlo 0 1 4
=53] (2.163)
4 1 0
1 4 1
Lo 0 1 2
1 -1 0 0 0]
-1 2 -1 0
) 0 -1 2 -1
0 0 -1 2
K=5 . (2.164)
2 -1 0
-1 2 -1
L 0 0 -1 1

Lo interesante de este método es que puede ser extendido a situaciones donde la seccion transversal
y las propiedades del fluido no sean constantes, en este caso las matrices globales son:

_m%1 m%Z 0 0 01
mi;, mi, +m? m2, 0 .
0 m3; m3, +mi, mi,
M= ’ o Mt (2.165)
my; 2 +mit omiy? 0
my;t mi;t+ml, mb,
L 0 0 ml, m, |
7k%1 k%z 0 0 07
k3 ki, + ki k%, 0 :
0 k%l k%z + k% k%z
3 3 4
K=|"9 0 Kk ki (2.166)
k72 +kTt kg 0
kYt kYt + kY ki
] 0 K, K,
Donde las matrices de masa y de rigidez elemental son en su forma mas generalizada:
1 1 _ R
mf}' = f N; () N](E)Ae(x(f)) aex(X(E))df (2.167)
-1 e (x(9)
! 1 NGO 1 NO©
e __ L j e e
= A%(x(&)) a® (x(8))dE (2.168)
ij f_l aex(x(f)) dé aex(X(f)) dé ( ) x( )

Con los subindices i, j = 1,2 para cada elemento de las matices elementalesy el superindice e = 1,
2,3, ..., N-1, N, para los elementos que conforman el modelo.

a®(x():

Es la longitud variable de cada elemento



Es la velocidad del sonido variable en cada elemento

ce (x(©):
A¢(x(9): Es el area de la seccion transversal de cada elemento
Y el vector de fuerza
fi
fo +f?
f= : (2.169)
ZN_1 + le
17
(2.170)

fe =

Inclusive si la longitud de los elementos es lo suficientemente pequefia, podemos suponer que las
propiedades como la velocidad del sonido y la seccion transversal son constantes en el elemento.

1
f GREO)FE A°(x(©) a®,(x(O))de

Es la longitud variable de cada elemento

a®,(x(8)) = a®,:
Es la velocidad del sonido variable en cada elemento

e (x©) ~ <o :

A(x(E))~ 4°: Es el area de la seccion transversal de cada elemento

Como en el ejemplo que se muestra la figura

Alx)

Figura 2.4. Tubo de seccién y propiedades variables

Luego
1 1 N
[ =R© B o @171)



1
k;;.:f
-1

ERIGRNGIN

a¢, dé a®, dé

= a@mE 4 s

Graficamente podemos representar esto como

Figura 2.5. Tubo de seccién y propiedades variables discretizado

2.7. MONTAJE

(2.172)

(2.173)

No siempre existen situaciones donde la geometria permite un montaje tan intuitivo del problema. Si
consideran situaciones en 2D o0 3D, donde las mallas y el proceso de discretizacion y las restricciones
hacen el problema mucho mas complejo. Por esta razén tenemos que generar algoritmos de montaje
que sean capaces de organizar la informacion.

Volvamos a nuestro ejemplo, donde la longitud L = 1m. Desde este punto materializaremos los

procedimientos

En primer lugar, se debe generar una Matriz de Coordenadas

Nodo

Cx (m)

Cy (m)

Cz (m)

1

2

NTotNodos -1




| NTotNodos

A

v

Figura 2.5. Nodos, elementos, funciones y coordenadas

En nuestro caso NTotNodos = 4, que corresponde al nimero total de nodos

Nodo Cx (m) Cy (m) Cz (m)
1 -0.5 0 0
2 -0.25 0 0
3 0 0 0
4 0.25 0 0
5 0.5 0 0

Luego es necesario generar una Matriz de Conectividad la cual explicita la informacién enre los
nodos observados a nivel global, es decir , toda la estructura y los nodos observados a nievel local,
es decir desde el elemento

n; n;

Figura 2.6. Coordenadas locales y globales

Elemento Nodo Local 1
1
2

Nodo Local N

NTotEl

En nuestro caso

Elemento Nodo Local 1 Nodo Local 2
1 1 2
2 2 3




3 3 4
4 4 5

En cuanto a la incorporacion de condiciones de contorno del tipo Dirichlet podemos usar el siguiente
argoritmo

cont =1
for nl = 1:NTotNodos
for n2 = 1:NDOFNodo
if (nodo(nl) & DOF (n2) tienen condicidén Dirichlet

ID(nl,n2) = 0;
else

ID(nl,n2) = cont;
Cont = cont + 1;
end;

end;
end;

Se genera una matriz como se muestra a continuacion

Nodo DOF1 DOFM
1
2

NTotNodos -1
NTotNodos

Si el extreme en x = L/2 el tubo estuviera abierto, entonces p(L/2) = 0, entonces

odo DOF1

N
1

2
3
4
5

OhiwWwN|~

Especificamente el proceso de Montaje es expresado en pseudo codigo

for nel = 1:NTotalElementos
for noi = 1:NNodosCadaElemento
for ngi = 1:NDOFPorCadaElemento
for noj = 1:NNodosCadaElemento
for ngj = 1:NDOFPorCadaElemento

NN = ID(IEN(nel,noi),ngj)
MM = ID(IEN (nel,noi),ngj)

CALL ELM(nel,coord.,N() ) (matriz masa elemental)
CALL ELK(nel,coord.,N() ) (matriz rigidez elemental)

If( NN no= 0) && (MM no= 0)
K (NN,MM) = K(NN,MM) +
ELK( NDOFPorCadaElemento* (NNodosEl-1) *(noi-1) + ngi,

NDOFPorCadaElemento* (NNodosEL-1) * (noj-1) + ngj )

M(NN,MM) = M(NN,MM) +
ELM( NDOFPorCadaElemento* (NNodosEl-1) *(noi-1) + ngi,



NDOFPorCadaElemento* (NNodosEL-1) * (noj-1) + ngj )

end;
end;
end;
end;
end;

2.8. APLICACION AL PROBLEMA DE VALORES PROPIOS:
INTRODUCCION AL REFINAMIENTO h (FEM-h)

Al modelar un problema utilizando un programa de elementos finitos, es muy importante verificar si
la solucién ha convergido. La palabra convergencia se usa porque el resultado de un programa de
elementos finitos esta convergiendo en una unica solucién correcta. Para verificar la convergencia,
se requiere mas de una solucion para el mismo problema. Si la solucién es dramaticamente diferente
de la solucion original, entonces la solucion del problema no es convergente. Sin embargo, si la
solucién no cambia mucho (menos de una pequefia diferencia porcentual), entonces la solucion del
problema se considera convergente.

El refinamiento h (FEM_h) mejora los resultados al aumentar el numero de elementos mediante la
disminucién de la longitud caracteristica de estos (h) y sin cambiar las caracteristicas de las
funciones de interpolacién usadas

A fin de ilustrar este método, se considerara una situacion unidimensional simple al igual que en la
seccion 2.5. , es decir un tubo de longitud de longitud L de 1m, cerrado en ambos extremos, esto
quiere decir que las condiciones de contorno descritas en las ecuaciones (2.174) y (2.175).

Comenzaremos con cuatro elementos, luego subiremos a diez y finalmente a cien, compararemos
resultados de frecuencias naturales y formas modales mediante tablas y graficos.

9 9
6p(—L/2)5§(—L/2)A(—L/2)==0 N 52(—L/2)==0 (2.174)

0 0
L/ WDAL/D=0 5 Pw=0 (2.175)

Supondremos que la velocidad del sonido y que el area de la seccion transversal del tubo permanece
constante. Asi mismo no se incorporaran fuerzas corporales en el problema. Entonces:

A(x)=4=1 cm?
c(x) =c=340 m/s
qlx,t) =0
Entonces la ecuacion de movimiento es

Mp(t) + Kp(t)=0 (2.176)

Si la solucion es armonica y estacionaria de la forma p(t) = ¢ exp(jwt). El problema de valores
propios asociado es

[FwoM + Kl]p=0 (2.177)

Donde las matrices de masa y rigidez son de manera genérica



2 1 0 0 0
1 4 1 0
L
alo 0 1 4
=53] (2.178)
4 1 0
1 4 1
0 0 1 2
1 -1 0 0 - 0]
-1 2 -1 0
) 0 -1 2 -1
0 0 -1 2
K=5 . (2.179)
2 -1 0
-1 2 -1
L 0 0 -1 1

Podemos cuantificar, para 4, 10 y 100 elementos, los errores en las frecuencias calculadas mediante
FEM versus las frecuencias teéricas dadas por.

nc

=3 n=20123,..

fa (2.180)

Estos resultados se presentan a partir de las siguientes figuras y tablas

Tabla 2.1 Frecuencias Tedricas y FEM — 4 Elementos

Frec Tedrica [Hz] Frec FEM [Hz] Error [%]
0 0 0

170 174,3960444 2,585908488

340 374,9036489 10,26577908

510 609,2333657 19,45752268

680 749,8072978 10,26577908

Tabla 2.2. Frecuencias Teéricas y FEM — 10 Elementos

Frec Tedrica [Hz] Frec FEM [Hz] Error [%]
0 2,23E-05 0

170 170,6999326 0,411725061

340 345,6168061 1,652001786

510 529,0202785 3,729466373

680 725,0948029 6,63158866

Tabla 2.3. Frecuencias Teoricas y FEM — 100 Elementos

Frec Teodrica [Hz]

Frec FEM [Hz]

Error [%]

0

0,00E+00

0

170

170,0069911

0,004112386




340 340,0559305 0,016450151
510 510,1887771 0,037015115
680 680,4475099 0,065810287
i Frocu.nlcias Tlérl:asl vs Fro:uon:lias FEM
600 - A
P
00 /
= /
i 300 /
= 30K //
200 - ﬂr/
/f
100 - /
//
//
il : L L L L J
0 100 200 300 400 500 B
TEO [Hz]
Figura 2.7. Frecuencias Teoricas vs. Frecuencias FEM — 4 Elementos
6 Error i Toérill:as vsF FEM _
/ 1
16 S 1
14 //
/ /
2 = -"'"g/
1 15 2 N d::hdo a3 356 4

Figura 2.8. Error Frecuencias Tedricas vs. Frecuencias FEM — 4 Elementos

; 1er Modo FEM ; 2do Modo FEM
e : ) K ;
R il
a5 | 0.5 \\ /’
0.5 _ | 0.5 | \\//
4 . -l gl l
0.5 o 05 05 0 05
Jer Modo FEM 4to Modo FEM
1 7 LRy }I(\ 7
\ \ /
.." IR .'l IIll
0.5 ;"’l\ /1 0.5 | \ ,." \ /
/ j.f' \\ / \_‘ i
o/ / of / Y /
/ / \
/ / \ [ VI
o5/ / 0.5 \ / \
\ / /
/ | Y V
1 1
)5 0 05 0 0 0

Figura 2.9. Modos FEM — 4 Elementos



Frecuencias Tedricas vs Frecuencias FEM
T T T - +

IFEM [Hz]
3
8

- A

a 200 400 GOa a0 1000 1200 1400 1600
TEQ [He]

Figura 2.10. Frecuencias Teoricas vs. Frecuencias FEM — 10 Elementos

Error Tedricas vs F FEM
T T T T

25

Figura 2.11. Error Frecuencias Teodricas vs. Frecuencias FEM — 10 Elementos

- ler Moldo FEM . . 2do Moldo FEM
5l / m
or 1]
0.5 0.5
4 =
0.5 o o5 0.5 1] 0.5
Jer Modo FEM 4to Modo FEM

ot o \ I,l/.
\ \ \
05+ \ 05 |
' ) 5 o 05

-0.8 V] 0.5 -0,

Figura 2.12. Modos FEM — 10 Elementos



fFEM [Hz]
o (=] -
(-] L= - [+

o
B

e L .
] 2000 4000 6000 BOOO 10000 12000 14000 16000 18000
fTEO [Hz)

Figura 2.13. Frecuencias Teoricas vs. Frecuencias FEM — 100 Elementos

Error Tedricas vsF
T T = T T

25

20

arror (%]

Lir} 70 a0 a0 100

50

M de Modo
Figura 2.14. Error Frecuencias Teodricas vs. Frecuencias FEM — 100 Elementos
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i - 1er Modo FEM ] 2do Modo FEM
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Figura 2.15. Modos FEM — 100 Elementos

Podemos tranquilamente concluir en este aspecto que al incrementar el nUmero de elementos la
exactitud de nuestros célculos mejora, sin embargo como se vera de manera posterior no es el tnico

método de incrementar la exactitud en la solucién aproximada.



2.9. TUBO CON FUENTE EN UN EXTREMO Y CERRADO EN EL OTRO

Volvamos al caso anterior un tubo de longitud L de longitud 1m, con un pistén actuando como fuente
senoidal, de frecuencia w, ubicada en un extremo y cerrado en el otro. Las condiciones de contorno
se expresan como

p(—=L/2,t) = P,e/®t = P, exp(jwt) (2.181)
d d
5P(L/2)£(L/2)A(L/2) =0 = %(L/Z) =0 (2.182)

Al igual que en el caso anterior varios parametros son constantes y no hay fuerzas corporales
entonces

A(x)=4=1 cm?
c(x) =c=340 m/s
qlx,t) =0
P=1 N/m?

NN AN AN/
Pesp(ion) ) /X XITX X

/N7 N\

L2 -L/4 0 L4 L2

v

Figura 2.16. Tubo dividido en 4 elementos
Entonces la ecuacion de movimiento es

Mp(t) + Kp(t)=0 (2.183)
Sin embargo, se debe tener cuidado en el proceso de incorporar la fuente en el extremo del tubo ya
que es una condiciéon de contorno y no una fuerza distribuida como lo es g(x,t). Consideremos
inicialmente cuatro elementos y cinco nodos como un caso inicial de analisis

210 0 o 1 -1 0 0 O0yp] [0

|t 4 1 0 of|z| L4|-1 2 -1 0o of|B]| [0
3C;‘ 0 1 4 1 Of[fsf+5— 0 -1 2 -1 0f|ps|=|0 (2.184)

00 1 4 1|4, o 0 -1 2 —1llp.| o

0 0 0 1 24 0 0 0 -1 Ulp 0

Ps >
La presion en el primer nodo es ya conocida

p(=L/2,t) = p; = P,e/®t = P, exp(jwt) (2.185)

Entonces, al remplazar en la ecuacion respectiva tenemos



—w?2P, elwt .
2 1 0 0 o @he 1 -1 0 0 0P o
A |t 4 1 0 0 P2 Al-1 2 -1 0o ol 5 0
X N A
|01 4 10 B gl 0 -1 2z -1 off B [=]o (2.186)
“lo o141 5 0o 0o -1 2 -1|| p, 0
4
00012 5 o 0o o -1 i 5 0
5

Si observamos la ecuaciéon desde una perspectiva mas genérica

My My Myz My Mys Z_)_l ki1 kiz kiz ki kis[Pr 0
My My Maz My, Mys||P2 kyr kay kas kay mys||B: 0
M3y Mgz Mzz Mgy Mas||pg|+ kst ksz kaz kssa kss||Ps|=]|0 (2.187)
Myy Myy Myz My, Mg Ba kyr kap kas kas ks ||Ds 0
M5y Msy Mgz Mgy Mssd| - ksy ksy ksz ksy kssllps 0

Ps

Podemos ver que la primera ecuacién de este sistema es redundante, ya que p: es conocido y eso
significa que nuestro sistema se reduce a:

My, Myz My, Mys][Ps] kay  kaz kas  kas][p:
M3y Mgz Mgzy Mg3g fj3 + msy, k33 k34 k35 P3
My Myz Myy Mys||P, kay kas kus kus||Pa
Mg, Mgz Mgy Mss] [P ks, kes ksy ksslLPs 2188
[N kyq (2. )
. Im -k
— 2 jwt 31| _ jot |31
w°Pe My Pe Koy
m51 k51
La nueva ecuacion de movimiento es
M.p.(t) + K.p.(t) =£.(t) (2.189)

En otras palabras, una condiciéon de contorno de Dirichlet no nula genera un vector de fuerzas
asociado a la reaccién de dicha condicion. Como en el caso estudiando anteriormente sus resultados
pueden extenderse a muchos mas elementos. En el siguiente ejemplo se analizan estos resultados
para 100 elementos. En la siguiente tabla tenemos la comparacion entre resultados teéricos y los
resultados numéricos para las seis primeras frecuencias de resonancia. Las soluciones analiticas se
presentan en las ecuaciones (2.190) y (2.191).

Tabla 2.4. Frecuencias Teoricas y FEM — 100 Elementos

f FEM (Hz) |fTEO (Hz)

85,0008739 85

255,023595 255

425,109242 425

595,299783 595
765,63721 765

936,163553 935
£ = (2n —1)c

4L (2.190)



cos[k(L — x)]

= p—— " glot 2.191
p(x, t) PL COS(kL) e ( )

De igual manera podemos comparar la solucion en términos del valor absoluto de la presién sonora
para la frecuencia de 500 Hz a lo largo del tubo y vemos que corresponden dentro de los aceptables

margenes de error.

Comparacion Solucion Analitica - Solucion FEM
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Figura 2.17. Comparacion de la Solucién Analitica y FEM del valor absoluto de la Presién Sonora
para la frecuencia de 500 Hz — 100 elementos
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Figura 2.18. Mdédulo de la Presién Sonora - Tubo Cerrado — Funcion de la frecuencia y la posicién
— 100 elementos



La solucién mediante el método de los elementos finitos para todo el tubo entre las frecuencias de 0
Hz y 1000 Hz es presentada en el grafico 2.18. En ella no solamente podemos ver la distribucion de
la presion sonora a lo largo del tubo para diferentes frecuencias, sino que también podemos observar
de manera cualitativa la respuesta del sistema en las frecuencias de resonancia. En esta figura
también se puede observar que en algunos casos los valores de la presién sonora son
extremadamente elevados, esto se debe a que se ha tratado con una condicién de contorno ideal,
una superficie perfectamente reflectante e infinitamente rigida es algo que no existe en la naturaleza.

2.10. TUBO CON FUENTE EN UN EXTREMO Y ABIERTO EN EL OTRO

Nuevamente tenemos un tubo de longitud L de longitud 1m, con un pistéon actuando como fuente
senoidal, de frecuencia w, ubicada en un extremo y abierto en el otro. En términos ideales las
condiciones de contorno se expresan como

p(—=L/2,t) = P,e/®t = P, exp(jwt) (2.192)
p(L/2,t) =0 (2.193)
Se mantienen las condiciones anteriores
Ax)=A=1 cm?
c(x) =c=340 m/s
q(x,t) =0
P,=1 N/m?
Entonces la ecuaciéon de movimiento es

Mp(t) + Kp()=0 (2.194)

Consideremos 4 elementos y cinco nodos como caso anterior ya que facilita el analisis del problema
A
\X/ \X/ \X/ \X/
/[ N\ N

-L/2 -L/4 0 L4 L2

Prexp(jor) |:>

v
=

Figura 2.19. Tubo dividido en 4 elementos

2 1 0 0 01[P: 1 -1 0 0 0 0
Aax14100?:2 4|1 2 -1 0 0l]lp 0
302|014 1 0f|ps[+5— 0 -1 2 -1 ollps|=]o0 (2.195)
0 0 1 4 1||# 1o 0 -1 2 -=1l|lps|l |0
0 0 o 1 2y 0 0 0 -1 11lps 0

Sin embargo por las condiciones de contorno, la presion en el primer nodo es ya conocida
p(=L/2,t) = p; = P,e/®t = P, exp(jwt) (2.196)

Ademas, la presién sonora en el ultimo nodo es nula. Entonces, al remplazar en la ecuacion
respectiva tenemos



2 1 0 0 0y-w?Pel“t 1 -1 0 0 O0y[pe/et] [0
Ag,|l 4 1 00 B Aal-1 2 -1 0o ol p 0
z|0 1 4 10 B |to| 0 -1 2 -1 off p, [=|0 (2.197)
“loo 141 Ba o 0 -1 2 -1 p, 0
0 00 1 2 0 0 0 0 -1 1 0 0
Si observamos la ecuacion desde una perspectiva mas genérica
myp Mz Myz My Mys ﬁl kin kiz kiz ki kispp 0
My My Maz Myy Mys||p, ka1 Koz kaz kaa mus||p, 0
M31 Map Mzz Maq Mss|li |+ (ks ks ks ksa  kss||ps[=]0 (2.198)
My Myy Myz Myy Mys B kar kaz kaz kas  kas||Pa 0
Ms; Ms; Msz Msy Mssd| ¥ kg1 ks, kg3 ksy ksslLO 0

Podemos ver que la primera y la ultima ecuacién de este sistema son redundantes, ya que p; y ps
son conocidas y eso significa que nuestro sistema se reduce a:

My, Myz Moy [Po kay ks ks [Pz - [Mar , ka1
Mgy Mzz Mag||Ps| + (ks kaz  ksa||P3| = w?Pe/®t M3y | — Pe/®t |ksy (2.199)
My Myz Mgyl lp, kyy kuys kgl 1Pa My k41
La nueva ecuacion de movimiento es
M.P.(t) + K.p..(t)=f..(t) (2.200)

En esta situaciéon cuando una condicidn de contorno de Dirichlet es nula, eliminamos completamente
una ecuaciéon dentro del sistema. Igual que en los puntos anteriores sus resultados pueden
extenderse a muchos mas elementos.

Como en el caso anterior analizaremos la situaciéon para 100 elementos y sus resultados tedricos
seran comparados adecuadamente con los resultados tedricos como en el caso anterior y
presentaremos la solucién analitica para las frecuencias de resonancia y la distribucién de la presion
sonora en el tubo.

Tabla 2.5. Frecuencias Tebricas y FEM — 100 Elementos

F FEM (Hz) |fTEO (Hz)
170,006853 170
340,054828 340
510,185057 510
680,438691 680
850,85691 850
1021,48093 1020
nc
fa=57 (2.201)
p(x,t) =P, Mefwf (2.202)

sin(kL)

Podemos ver que las frecuencias de resonancia se ajustan razonablemente entre la solucion
analitica y la numérica, de igual forma en el caso de la distribucion de la presion sonora para los 500



Hz, sin embargo, en la figura podemos observar un elevadisimo valor para la distribucién de presion
en la primera frecuencia de resonancia. Uno de los motivos para esto se debe a que la condicion de
liberacién de presion en el extremo del tubo es ideal y esto no ocurre en la realidad. Un modelo mas
correcto considera la radiacion sonora del tubo, la cual se puede representar como una impedancia,
este punto seré tratado en la proxima seccién.

Comparacion Solucion Analitica - Solucion FEM
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Figura 2.20. Comparacion de la Solucién Analitica y FEM del valor absoluto de la Presién Sonora
para la frecuencia de 500 Hz - 100 elementos
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Figura 2.21. Médulo de la Presién Sonora - Tubo Abierto — Funcion de la frecuencia y la posicién —
100 elementos



2.11. TUBO CON FUENTE EN UN EXTREMO Y TERMINACION DE
IMPEDANCIA

Volvamos al caso anterior un tubo de longitud L de longitud 1m, con un pistén actuando como fuente
senoidal, de frecuencia w, ubicada en un extremo y con un material absorbente en el otro. Este tipo
de condicién de contorno es caracterizado por una impedancia (admitancia) acustica especifica Z;,
(¥2), la cual puede inclusive ser usada para caracterizar el material absorbente al final del tubo o
bien, el comportamiento acustico de un tubo abierto , a partir de la impedancia de radiacién. Las
condiciones de contorno se expresan como:

p(—=L/2,t) = P,e/®t = P, exp(jwt) (2.203)

p(-L/2,0) 1
e et (2.204)

Esta situacion es mucho mas realista, puesto que si el tubo esta cerrado con una superficie muy
reflectante y rigida nunca tendra una impedancia infinita, lo que causaria que la velocidad de
particulas sea nula en el extremo. Por otra parte, si el tubo esta abierto se debe considerar el proceso
de la radiacién sonora, la cual se puede representar como una impedancia de radiacion.
Adicionalmente podemos incorporar absorcién del medio al considerar la velocidad como una
cantidad compleja. En este caso consideraremos una terminacion de impedancia arbitraria, la cual
es lo suficientemente alta para ser considerada como terminacion rigida.

Alx)=A=1 cm?
c(x) =340.0 m/s

q(x,t) =0
P =1 N/m?
Z;, = 5000+ ;2000 Rayls

En el caso de considerar la impedancia acustica especifica de radiacion esta es dada por la
expresion

2J1(2ka)

ZL = Po€ (Zka)

+ H1 (Zka)

Donde J;(2ka) es la funcion de Bessel de primera especie de primer orden, por otra parte H, (2ka)
es la funcién de Struve de primer orden, ademas k es el nUmero de onda y a es el radio del tubo.

N /N NN/
Prexp(iot) |:> :/X x X X\

N/

L2 -L/4 0 L4 L2

v

Figura 2.22. Tubo dividido en 4 elementos con terminacion de impedancia

En este caso la condicion de impedancia se ve reflejada en la inclusiéon de la matriz de
amortoguamiento

Mp(t) + Cp) + Kpt)=0 (2.205)



Entonces la ecuacion de movimiento es después de integrar las condiciones de contorno
M.p.() + Cp.() + K.p.()=£f() (2.206)

La matriz de amortiguamiento en general es dada por la ecuacién (2.207) y en términos especificos
en la ecuacion (2.208)

L/2
¢ = f oV N: ()TN, ()A() §(x — L/2) dx (2.207)
-L/2
0 00O
_ 0 00O
C.=pyV,A 00 0 0 (2.208)
0 0 01
Entonces el sistema de ecuaciones diferenciales en forma matricial es dado por la ecuacion (2.209)
donde ya se ha incorporado la fuente de presion en x = —L/2 siguiendo los procedimientos
descritos en la seccion 2.9
(M2 Mz My Mys] [P Cac €23 C2a C25][P2
M3y M3z M3y Mas||ps " C32 C33 C34 C35||P3 "
Myy; Myz Myy Mys||P, Caz €43 Cas  Cys||DPy4
| M52 Mgz Mgy Mgs] [pPs Cs2 Cs3 Csa  Css)|ps
[Ka2 Koz kas  kos][p2 myy C21 ka1 (2209)
M3y ka3 kag kss|[P3| _ jot M| _ . jot |€31] _ jot k31
kay kiz kas kys||P4 =whe My Jwhe C41 Pre 41
_ksz k53 k54_ k55 p5 m51 C51 k51

La figura 2.23 muestra la distribucién del valor absoluto de la presiéon sonora tanto en frecuencia
como en espacio y podemos ver que, si bien la presion es elevada en las frecuencias de resonancia,
en ningun caso se elevan a valores que no tienen sentido. De igual forma podemos observar que los
valores de dichas frecuencias de resonancia corresponden a los resultados tedricos esperados.

Modulo de la Presion Sonora - Terminacién Impedancia Arbitraria

[P| [Pa]




Figura 2.23. Médulo de la Presiéon Sonora - Tubo con terminacion de impedancia acustica
especifica arbitraria — 100 elementos

La figura 2.24 muestra la respuesta del tubo con impedancia especifica de terminacién de radiacion,
las frecuencias naturales coinciden con los resultados esperados y la distribucidon de presion sonora
se mantiene en los margenes aceptables. Podemos entonces concluir que un modelo que considere
de una u otra forma el comportamiento tipo impedancia en la terminacion del tubo proporciona mayor
exactitud en los resultados.

Modulo de la Presion Sonora - Terminacién Impedancia de Radiacion
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Figura 2.24. Médulo de la Presién Sonora - Tubo con terminacién de impedancia acustica
especifica de radiaciéon — 100 elementos

2.12. OTROS EJEMPLOS: INCLU,SION DE MATERIAL ABSORTOR POROSO Y
VARIACION DE LA SECCION TRANSVERSAL

El siguiente ejemplo considera la presencia de un material absortor poroso de un espesor de 0.03
(m) y de una resistividad especifica de flujo de 2700 (Rayls/m), en la practica esto significa que el
medio de propagacion no es homogéneo como en los casos anteriores. El comportamiento del
material sera formulado usando el modelo Delany - Bazley — Miki (Delany, Bazley, 1970), (Miki,1990)
el cual es de caracteristicas empiricas. Por otra parte, incluiremos un modelo de camara de
expansion simple y compararemos el desempeiio tedrico (NR Teo) (Kinsler, 2000) con el modelo de
elementos finitos. Los datos se indican a continuacion. Radio de la seccién inicial y final R1 = 0.01
(m), longitud de la seccion inicial y final L1 = 0.25 (m), radio de la expansién 0.10 (m), longitud de la
expansion L2 = 0.50 (m).



Comparacion Solucion Analitica - Solucion FEM

— Sol Analitica |
—5—SolFEM |

12 T

|P| [N/m2]

0 1 | L | 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

% [m]

Figura 2.25. Comparacion de la Solucién Analitica y FEM del valor absoluto de la Presién Sonora
para la frecuencia de 500 Hz tubo con material absorbente — 100 elementos
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Figura 2.26. Médulo de la Presién Sonora - Tubo con material absorbente — 100 elementos



Reducclon de Ruido Teoria vs. FEM
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Figura 2.27. Reduccibn de ruido resultados teéricos y FEM — 100 elementos

2.13. INCREMENTANDO LA EXACTITUD DE LOS ELEMENTOS:
INTRODUCCION AL REFINAMIENTO p (FEM-p)

La exactitud de la solucién a un problema puede ser incrementada ya sea incrementando el nimero
de elementos (FEM - h) como ha sido demostrado anteriormente, o bien incrementado el orden del
polinomio usado como funcién de intrepolacion dentro de cada elemento. Esto resulta en un
incremento del niumero de grados de libertad del elemento, estos grados de libertad adicionales
pueden ser localizados en los nodos existentes o bien en nuevos puntos nodales.

Una de las maneras mas simples es recurrir a los polinomios de Lagrange. Estos son dados por la
siguiente ecuacion (Craggs, 1997).

(f _51)(5 _Szz)(f - 53)(5 _fj—1)(f _€j+1)"' (Sz _Szm+1)
(S(j - 3(1)(51 - fz)(f; - st) (E; - S(j—l)(fj - fj+1) (f] - fm+1)

Donde m es el orden del polinomio y j es el numero del nodo. En el caso de un elemento lineal m =
1 de dos nodos ubicados en ¢=-1y & =1, tenemos

1. =

(2.210)

-1 1
N () =U(©E) = %_—(1 -
(f (— )) 1 (2.211)
M) = B® = =y =5+ O

En el caso de funciones de interpolacién cuadratica, lo que significa un elemento de tres nodos
tenemos.



—0)(E -1 1
MO = 1O = g = 2 -9
—(=D)E -1
N, (§) =1 = -CD)E-b_ 1-¢% (2.212)

_(0—(—(1))(0—1§_
e E-O(E-CD) 1

Funciones lagrangeanas de primer orden
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Figura 2.28. Funciones lagrangeanas lineales
Las matrices elementales de masa, rigidez y amortiguamiento son calculadas conforme a las
secciones anteriores, por lo tanto, para elementos lagrangianos cuadraticos tenemos, las siguientes
matrices elementales demasa y rigidez dadas por la ecuacion (2.213)

Funciones lagrangeanas de segundo orden
T T T T T T T
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04
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Figura 2.29. Funciones lagrangeanas cuadraticas



e:Aax
15¢2

(2.213)

4 2 -1 A 7 -8 1
2 8 2] K¢ = 6—[—8 16 —8]
-1 2 4 @l 1 -8 7
El montaje de estas matrices elementales para construir las matrices globales es similar a lo visto en
otras secciones de este capitulo. Podemos observar una comparacion en la tabla 2.6, donde el uso

de polinomios de interpolacion de orden superior mejora notablemente la exactitud de los calculos
para unos pocos elementos

Tabla 2.6. Frecuencias Teoricas y FEM — 10 Elementos — Polinomios Lagrangeanos Lineales vs.
Polinomios Lagrangianos Cuadraticas para

fTEO [HZz] 10 Elementos Lineales 10 Elementos
Cuadraticos

fFEM [Hz] | error [%] fFEM [Hz] | error [%]
0 0 0 0 0
170 170,699933 | 0,41172506 | 170,001144 | 0,00067298
340 345,616806 | 1,65200179 | 340,036058 | 0,01060518
510 529,020278 | 3,72946637 | 510,26716 | 0,05238427
680 725,094803 | 6,63158866 | 681,08916 | 0,16017064
850 937,259122 | 10,2657791 | 853,190999 | 0,3754117
1020 1166,21251 | 14,3345595 | 1027,56558 | 0,74172365
1190 1405,46548 | 18,1063432 | 1205,43561 | 1,29711009
1360 1633,59056 | 20,1169529 | 1387,90222 | 2,05163392
1530 1807,72995 | 18,1522845 | 1573,63747 | 2,8521221

Si bien el uso de polinomios lagrangianos es muy efectivo en el contexto de elementos finitos, en la
medida de que el orden del polinomio sube, las funciones y las matrices elementales deben ser
construidas desde la nada. A fin de solucionar ese problema el uso de funciones jerarquicas, basadas
en polinomios de Legendre en vez de un conjunto de funciones de interpolacion de orden r este
contenido en un conjunto de orden » + 1 (Solin et. al. 2004). Las funciones jerarquicas estan dadas
por las ecuaciones 2.215y 2.216

1
N =51-9

2
M) =51+ (2215)
N(f)—#z 1) i=34..,r+1
2,06 = / f 1 (R)dz
) (2.216)
L (®) — 1)

__Z"n'dx"
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Figura 2.29. Funciones jerarquicas

Como se puede apreciar las matrices de masa y rigidez en este contexto son mucho mas faciles de
montar, puesto que aprovechan los datos de una matriz elemental de (2X2) para construir la de (3X3)

y de (4X4)

Aa,

3c?

2.14. INTEGRACION NUMERICA

-1

Aa, 2 1 A 1 -
e _ x e —
M =3z [1 2 K= 2ax[—1 1]
i v
2 R
10 1
Aag E| e Al
3c2| 1 2 10 2a, 0
V6 —V6 6
110 10 35
i Ve .
2 1 — 0
10 1
N -1
1 2 — 0 A
10 ke =4
G . 20
10 10 35 0
| 0 0 0 e

(2.217)
0
; (2.218)
10.
0 0
0 0
° 2.219
10 (2.219)
, 10

7

Salvo circunstancias y/o problemas muy simples la integracién asociada a las matrices de masa
rigidez, etc. es algo tedioso, complejo y fuente de muchos posibles errores. En otras situaciones
dicha integracion es imposible de realizar de manera exacta, como en el caso de un medio no
homogéneo, por lo tanto, es en la mayoria de los casos se recomienda usar integracion numérica.



Uno de los métodos mas utilizados es Gauss-Legendre (Petyt, 2010), este se puede resumir en la
siguiente férmula como:

1 n
IRGEENTS) (2217)
-1 =

Donde H; son coeficientes y & son puntos de muestreo. Esto nos permite integrar polinomios de
orden 2n - 1 usando n puntos. Los resultados se pueden expresar en la tabla 2.7. Considerando por
ejemplo que la matriz de masa elemental es producto de la integracién de funciones cuadraticas
seria adecuada integrar con dos puntos, es decir

1 1 _ 1
mi= [ MO §©4 ad= [ g@a 2218)

2
mfj = f_llg(sz) d¢ =jZ=1ng(€j) =Hyg9(&) + Hyg(&3)
=1xg(-/1/3) +1x g (J1/3)

(2.219)

Tabla 2.7. Puntos de integracién y coeficientes Gauss - Legendre

L g H;
1 0 2
2 +J/1/3 1
3 +V0.6 5/9
0 8/9
4 3+ (4.8)°5]"° 1 (30)°
t [ 7 ] 2 36
3 — (4.8)°5]°° 1, 60
(o] P




