1. ECUACIÓN DE ONDA Y SUS SOLUCIONES SIMPLES

1.1. Introducción

Definiremos los siguientes elementos básicos de notación y vocabulario. Partiremos por la posición de equilibrio  de una partícula o elemento de volumen , usaremos la negrita para indicar una cantidad vectorial y la letra normal para escalar . 

Partícula de Fluido: Elemento de volumen lo suficientemente grande para contener millones de moléculas y pensar en el fluido como un elemento continuo, y sin embargo tan pequeño que se puede considerar que todas las variables acústicas son casi constantes en todo el elemento de volumen 



Donde  es el operador de transposición que convierte filas en columnas y columnas en filas. El desplazamiento de la partícula  queda definido por el vector



Donde  es el tiempo. Se define velocidad de partículas  como





Definiremos la densidad instantánea  que es una cantidad escalar asociada con la compresión y expansión de las partículas de aire al transportar la energía de la onda sonora y además definimos la densidad de equilibrio  que corresponde al estado natural del fluido (aire) cuando no hay sonido.

Por otra parte, es útil definir la condensación  un escalar adimensional




Definiremos la presión instantánea  que es una cantidad escalar asociada con la compresión y expansión de las partículas de aire al transportar la energía de la onda sonora y además definimos la presión de equilibrio  que corresponde al estado natural del fluido (aire) cuando no hay sonido. La presión sonora corresponde a  un escalar, el cual está asociado al movimiento del tímpano en nuestro sistema auditivo y nuestra percepción





[image: ]


El desplazamiento del tímpano es proporcional a 




La presión sonora de equilibrio o atmosférica es





Mientras que la presión sonora, en el rango lineal audible (música, lenguaje, etc.) y sin provocar daño auditivo




Podemos ejemplificar esto en los siguientes gráficos

































Definiremos temperatura en grados Celcius  y la temperatura en grados Kelvin o temperatura absoluta 



Hablaremos de la velocidad del sonido o velocidad termodinámica de propagación de ondas sonoras , así mismo la densidad de equilibrio del aire es . Finalmente definimos el escalar potencial de velocidad  el cual se relaciona con la velocidad de partículas 





Ondas de Amplitud Pequeña: cambios de densidad serán casi despreciables comparados con su valor de equilibrio.



Se define el operador diferencial, nabla  como un vector



El operador nabla  no considera ni usa la derivada parcial respecto al tiempo  es un operador diferencial completamente aparte. Consideremos dos funciones cualesquiera dentro de las variables acústicas anteriormente definidas partamos por la presión sonora



Se define gradiente de la presión sonora
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Definimos la divergencia de la velocidad de partículas como el producto punto entre







Definimos el laplaciano como  la combinación entre el gradiente y la divergencia, en este al aplicarla a la presión sonora









Entonces el laplaciano de la presión sonora



Se define el rotor  en el caso de la velocidad de partículas





Donde    correspondiente a los vectores unitarios



[image: Campo vectorial - Wikipedia, la enciclopedia libre]

Campo de velocidad de partículas rotacional 

[image: Campos Vectoriales]

Campo de velocidad de partículas irrotacional  (similar al sonido no igual)



1.2. Relación Constitutiva: Ecuación de Estado

Estas relacionan los esfuerzos internos de carácter restaurativo del fluido con sus desplazamientos/deformaciones. En el caso de un fluido perfecto, como es modelado el aire bajo condiciones atmosféricas normales, tenemos la Ecuación de Estado de Gas Ideal, donde  depende del gas





Pero si la temperatura es constante, tenemos la Ecuación de Estado de Gas Ideal Isotérmica



Pero el sonido es un proceso además de isotérmico es un proceso donde la entropía permanece constante por lo tanto es mejor modelado por la ecuación de estado adiabática



Donde  es la razón de calores específicos  para el aire. El problema es que esta ecuación es no lineal, pero como los fenómenos sonoros implican cambios muy pequeños en torno a la presión y densidad de equilibrios. Expandiremos esta ecuación en una Serie de Taylor, en torno a la presión de equilibrio  y la densidad de equilibrio 



Es decir, la presión instantánea es una función de la densidad






Pero como los cambios en la presión y densidad son pequeños respecto a el equilibrio atmosférico










Nos quedamos con los términos lineales





















Acomodando algebraicamente la aproximación lineal












Calculamos









Por ultimo



Y la Ecuación de Estado Adiabática Linealizada, para pequeñas variaciones de presión y densidad, como es en el caso de la mayoría de las ondas sonoras







Definiendo  como el Módulo de Compresibilidad Adiabática de Volumen. Podemos comparar nuestra ecuación de estado con otra ecuación

	Ecuación de Estado Adiabática Linealizada
	Ley de Hooke
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La presión está relacionada con la fuerza



Mientras que la condensación está relacionada con la densidad, que está relacionada con el desplazamiento de las partículas y la posición en general



Resumiendo, la conclusión es que, al observar la Ecuación de Estado Adiabática Linealizada, podemos concluir que el aire es un medio elástico con relación a la propagación de ondas sonoras



1.3. Conservación de la Masa: Ecuación de Continuidad

La ecuación continuidad asociada a la conservación de la masa, expresa la relación entre la densidad y la velocidad de partículas, es decir el movimiento del fluido con su compresión/dilatación. Consideremos el elemento de volumen  el cual está sometido a la acción de ondas sonoras.

La rapidez neta de masa que fluye por el volumen debe ser igual a la masa que atraviesa por las superficies





























Observemos en relación con las unidades el término 



La rapidez de masa que fluye en la dirección  es






En términos de las unidades



Pero este término está asociada a la componente  de la velocidad de partículas. Resumiendo ára las tres componentes tenemos.

	Componente
	Rapidez de Masa que Fluye

	

	



	

	



	

	





Podemos sumar



Por otro lado, el aumento o disminución temporal de la masa en el elemento de volumen



Igualamos



Tenemos entonces 





O bien




Esta ecuación se conoce como la Ecuación de Continuidad. Como no es lineal tomaremos algunas simplificaciones asociadas a pequeñas amplitudes y deformaciones . Tomemos la condensación 





Incluyamos esta expresión en la ecuación de continuidad


Aplicamos la derivada de una suma



Por otra parte, si  entonces 





Al simplificar obtenemos la Ecuación de Continuidad Linealizada





1.4. Relación Cinemática: Ecuación de Fuerza de Euler

Considérese un elemento de fluido  que se mueve con el fluido con una velocidad  y que contiene una masa .Entonces aplicando la Segunda Ley de Newton



Donde  es fuerza,  es aceleración y  área de la sección transversal .La relación general entre fuerza y presión
































La componente  de la fuerza que atraviesa el volumen infinitesimal es





Por esa misma razón las componentes en  son





La fuerza neta es





Sobre simplificaremos y expresaremos la aceleración como



Mientras que la masa es







Reconocemos el gradiente



Simplificamos 



Como la presión instantánea  y si estamos en condiciones de pequeñas aplitudes y deformaciones, podemos linealizar 





Finalmente tenemos la ecuación de Euler linealizada



1.5. Ecuación de Onda
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