La inbegral definida vieme a Ilensr la necesidad
de definir los conceptos geométricos como 4srea de una tigura
plana encerrada por curvas y rectas, o volGmen de un cuerpo de
revolucién y su superficie, y también conceptos fisicos como
trabajo realizado por una fuerza variable, centro de masa, etc. Y
es que el concepto de Area, por ejemplo, deja de ser el
producto de magnitudes como para el caso del rectangulo vy
triangulo; cuando se habla del area del circulo, ello porgue
proviene de un concepto m&s amplio. y tedrico como 1o es
el de integral. ’

Para motivar, una definicién, abordemos el
problems de "Calcular el 4rea" de una regién plana acotada por :
La cixva y = £(x); (£(x) funcién positiva); las rectas x = a;
X =byel eje Ox. (
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Se consideran los siquientes pasos :

a) Hagamos un partisién de [a, b]

Ps:a=3x ¢ x1 < :pt2 <<xH < xr i vio 00 € xn b

en n partes iguales de magnitud Ar X = x' - xl‘__1 = l:’---;-3---

b) " En cada sub-intervalo [xr_i, xﬁl escogemos - un punto
intermediort,‘r que puede ser el extremo derecho o sea
{'r=a+r [—-—P-—%-f—-—] tx=1; 2, 350004500

€} Por cada sub-intervalo de construye un rectangulo de base
: A x yaltura £ (¢ ) cuya area sera

Aoe e (5)) )
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T b-a b
ycuya.sma‘s=2f[a-+r[ = ][
r= E

n

], llamada suma

intermedia-de Riemann, parece una buena aproximacién del Area
buscada sobre todo si n crece indefinidamente o A

cero, luego :

=n13mmr:z £lat x (b;a]{

Si la region esta acotada por Y = 2 + 3 entre x

tendremos

b-a
n

X tiende a

1

Yy x=3,
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2.~ Pefinicion de Integral :

Retornando al plano tedrico, obordemos la definicién de una
integral definida.

Sea £ (x) uma funcidén definida, continua en (a, bl. Se llama la
integral definida de la funci®n, en el intervalo dado,al nadmero real I
definido por : '

I=1lim z £(£) A x, donde :
’ N ¥

Er & Ixr_i, xr] ; Ar X=X -X Y que denotaremos

b
I=] £x)

OBSERVACION :

1.~ 8i¢ =a+r [——RT:-—E—]; A x= -—E%E- es decir 1la
partisién comprende sub-intervalos de magnitudes [ & - a]
v el punto elegido ?fr corresponde al extremo derecho de

cada sub-intervalo, entonces :

- b n

: _ . : b-a b-a
ff(x)dx-— lim Z f[a+r( = ])[ n}
a E n- r=

b §
2.- En la expresién : j' f(x) dx ; £(x) es el integrando, a el
: [+ 9

extremo inferior y b el extremo superior.
3.- 81 £ (x) >0 en la, b} podemos definir.
DEFINICION :

El area A de la regidn acotada por y = £(x) las rectas x = a;
X =Db yel eje 0x, se define por :



b
A= f £x) ax.
a

Ademss
DEFINICION :
Si f(x) es una fuerza continua; se define el trabajo realizado

por ella sobre una particula que se desplaza por el eje 0x desde x = a
a, x=Db como :

5
W=f f(x) dx
<

PROPIEDADES

Atendiendo a la definicidn como lim Ade una suma intermedia, se
tiene casi de inmediato.

b
1.- _f rdx=r (b - a)
£= 8

b c o
2- f £(x) ax= [ £(x) ax + [ E(x) ax
S a ’ o e )

£= 3
3.- j f(x) dx = 0
£= 9

g (x) déx

2 fou

: b
4.- 8i f (x) = g (x) »j f(x) dx =
< %

: b
YS8if(x)>0= Jf £(x) dx > 0
&

b
5.- _f f(x) ax
o

a
- [ £ (x) dx . Esto porque
®

b a a b a
J fmax+f sax=f s ax=0 » [ £ dx = - [ £(x) ax
b a a ‘ b

a



6.~ SiM=mx £ (x) ym=min £ (%) en [a,bl

b
mi{b-a)=< [ £(x)dx<M(D-a)
(=3

b b
T7.- | [ £x)ax | = § |£x)] ax
<@

o

8.~ 8i f(x) par en [—a, al »

(% a <

J fix)ax=2 [ £(x) ax Puesto que :

- O

a ° a

J £y ax=[ fix)ax+ f £(x) dx.En

=g R 0

.

J £(x) dx ; hacemos X=-u; dx=-du

o X=-asu=a
X= 0O0=u=240 luego

o . s a

J ftax=-[ f(-e)ax=f £(x) ax

-a a o

g 0
9.- Sif (x) impar en (a, al » f £(x) ax = 0 jtareal
-a

Ejempios :
1.- Calcular con la definicién :

2
I (x® - 2%) ax
(s}

SOLUCION :

SBilendoa =0; b=2; b-a=2

2 9 2 ‘ 2 2>
IO(X - 2% ) dx = lim £ [0+I’ [—-ﬁ-—]} [—ﬁ’—]

n-» 00 r=i
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2.- Expresar como una integral : lim r+2 +F....+0

IS |
n- o it ‘ ,

SQLUCION :

3

' 3
Como [ £(x) dx = lim
o n-> or=

I
2 ¢
R
+
e
e
o
s
e
b
gy
o
sh
oo

= S (?] L § b-ar=l ra=10

n-> 0 rx=4

: _
= f ¥ dx iEl calculo de la integral gueda pendiente!
3 ,



8i £(x) es continua en [a, b] y F(x) una- primitiva entonces :

b ;
_f £(x) d@x = F(b) - F(a)
[+ 1

DEMOSTRACION :
®
SeaG(x)=] f(t)dt ta<x<bm
(-3
b
G@ =0 y6i(b)={ f(r)at
(=3

Sia<x<x+h=bw
xe+h

:
Gix+h) -G (x)=[ £t)dt- [ £(¢t)at
o

[+

183

<
= fmyat+ [ £t at

X+h

= [ £(t) & Pero por definicién :
b3

x+h

h h
I f{t} at = linm '2 £ [x X T] (——n—] E
= 0N ® r= »

G({x+h) -6 (x) ¢ [ (h] i
= lim f lx+r | —) —
h n-$ oo r; o B

Por otxra parte en (x, x + h]; Si m (h) = min £(x), M(h) = max F(x) =
Tara una Parhsion:

mb) = £ (xrk(L))sh(h); bst2

lueso Seumam oo 240 R | 5

e

y. (k) = S Lic+le(f)) =nnd) . m

- U ! . ‘ x X+ 4
#n (k) 5Z_-f:(‘?"*}z(?))'afh(h) si R m20
3

m (4) < - G (x+h) - Gewy <‘hcé) &5 i 5 m(;,)‘_..,v,(rx);hﬂf)"v‘fy
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| x A . . ' c ‘}i
.-Q(sc) = G’(y)sb G O QS‘P”MI/(VA de 7(.{:g‘ “wes

F(x)- 6(::) e SV ¥=a s m(a)- Gla)= < o Fla) =cC
puaes Gty =0 . X X= 59 s F(Y-GCH =Fn) o

r

G (b) = FX8)- FCa) = .fJ(\c} oA,

Téngase la precaucién de verificar que f£(x) es continua en
{a, bl para aplicar el teorema.

12 sy
2.- Calcular : f ¥ 4 + 25 ax
) o

SOLUCION :
F(x)=J'xa jx2+25 dx ; hacemos X + 25 =u" & 2x dx = 2 u du

J'xs ix2+25 dx=_[xzjx2+25 x dx

= [ w® - 25) v au

¥ (u* - 25¢° au

_ _ 2D u
s 3
o B G G- e 25)°"%)
F(12) - F(0) =3 (169)%7% - 23 {169}”2] . [-é— (25°7% - 2 (25)3/2]
I s 25 2) _ (1 5 25 3
=1 [(13) £ a3 ] [5 (5) : (5)}

431
3.- Calcular : j iuz +1 udu

(e

SOLUCION :

5i hacemos uz+1=t->udu=-—c%—-luegollevandoe1cambio a

los limites de integracién : u=0=t=1"u=4{3! 2t =4 luego

431 4
s {2 +1 udu=-—%mjﬂ':'ldt
[ ] i



&
P T - s/z/_wl 8s2 _ ,8s2
S Semm B =m0 1,

De haber hecho lo mismo en el ejemplo anterior temdriamos @

Como x""+25=uz 1 xX=0 =s2u= 5
y=12=su =13

L ¥ 4 R 8

§ © §& + 25 ax = (u* - 25 v*) am

(] =5 .

i) Area bajo una curva :
Ya se vio que para la regidn acotada por

y=£(x); £(x) 2 0; x=2a ; x=Db; y=0; teniamos

4
A= [ £ (x) ax
&

v

Para el caso de la fig.; en [c, d}, £ (x) < 0 luego :

<
A = f f(x) dx
(=8
a
A = - jcf(xi dx
b
A =

3 f f(x) dx . El area total serd :
d

e d b
A= £(x)ax -~ [ £(x)dx+ j‘; £(x) dx
(=3 <

queda dado entonces que aquf

.
A= f £f(x) dx .
[+

Ejemplo :
1.~ Calcular el area encervada por la curva

Y“"4--—§-xz;ye1ej90x



al Grafico e intersecciones :

y=0=x=2% 3§71
x=0=vyv =4
af 2!
A'—-_f [4 -%xz]'dx e 3y
: -3vT g
~ad 21
3!2‘
2

bl
it
@
b
!
¥

= 12§21 - -—5_%-1- (3§71)? - [(-124‘51 + E"fi (342Hg]

24§71 ~—§—,7(3{'27)3=16f?//

OBSERVACION :
Si aplicamos la definicién para calcular la mitad de la regién
tendriamos : £
5 ) =

= a-=1lim rzi f[ow.—{ji?n {3:?}

n-» o

n r 2
= lim 12 1= 1~~£~)
n 2
n- w r= i I
- 1im 12 42 [n_ n (n+l)(2n+l)]
n 2
n - éen
w) 20+
1+ —1 12 + —
= 1im 12 {2 [ ~[ n n }: ,_2435]
n-> 6 '

-~ A =16 {21



Esto es con el propdsito de observar gue el 4rea se obtiene
sumando pequefiisimas franjas de altuxas £(x) vy ancho Ax; desde el
extremo izquierdo x = 0 al derecho x = 3 J{2! como un verdadero
barrido. ‘

2.- Calcular el Area de la circumferencia de radio R.

mt
Tenemos f(x)=jnz—xz
ivego : ‘
R .
a=4{ iaz—x” dx
o -R
si hacemos x=Rsent-rdx=>RCastdt'
x=0=»t =0
o
X=Rap t =
T A2
sz 4 2 &z 3
A=-4f K Cos" tdt=--— (t+3SentCost)
o .

b1 R‘z (¢Porgué el signo -?7)

ii) Area entre curvas :

Considerando la fig. buscaremos una expresién para el Aarea.
Planteada como limite de una suma intermedia ; tendriamos '

n

lim (£ - q) (a'rvr[b—a
=4

n
n-» @ ¢

4]

A =(f- g {a + r [—g—:——a—-]) (L;l-ﬁ-—} es un elemento
fundamental de 4rea, las que deben sumarse y llevarla al limite.



APor;" lo tanto :

b
A= [ (f-q (x)dx
[+

Bsta fSrmula sigue siendo valida cuando una o ambas funciones
cambian el signo en [a, bl. Puesto que : : ‘

= . b -2 b-a
s eor [252) (552

en cualguier clircumstancia

NPENREN

B 4N

NE g

~ BGn mas esta conclusion es congruente en la idea intuitiva que el
irea se logra sumando las pequefias franjas y luego se lleva al limite.

EJBeLOS :

1.- Calcular el Area encerrada entre la parabola : 2% + 9y = 36 vy la
recta 2x + 3y = 0. '

SOLUCION :

al Grafico e intersecciones :

2 o
y=4 —§— »x.t— &
Xz-':"
;,
!
2 :
- -




b) Calculo del area :

A’f{ [—3'

2
= __x__...g__’
-4x+3 5

2.- Encontrar el Area encerrada por :

y2=x+4;x-2y+1=0

La figura induce a considerar los

/‘§/ »  elementos fundamentales de 4&rea

(franjas) en forma horizontal.

t
% "f (x=yY -4 n (x=2y-1)
3 yz-2y-3=0->y= 3
S — i
¥, =3
b} Calculo del &rea :
b
a=j{{2y-1)—(yz-4)}dy
-1 8
2 ? ’ 2
g=y—-%i-+3y = 10 8
i . ’
3.~ Calcular el &rea encerrada por : y = X - x* y el eje Ox.

a) Grafico :

| y--=xz (L= %) i) Se trata de una funcidén par corta

| aleje xenx=0"x==%1.

i1) 1-%X <0espx>1lvx<-la £(x)<0




b} Calculo :

3 2 4 2xs 2X
A=2 (¥ - %) dx = - = 2/3 - 2/5
-ro 3 5 //

4.- Hallar el area encerrada por :

y=xz;x=0 Yy la recta tangente a ella en (1, 1)

SOLUCION :
al Gréfiqo:
Recta tangente : y - yeo = y' (Xo) (X - Xo) =
§ 5 y-1=2({x-1) &
1 y=2xr,-1
i
i
X
~
b) Area :

1 3 -
a=f of-m+nax=F-FL+x/ =1
O

(o]

5.- Calcular el area que encierran :

'f(x)=Cosx+Senx;y=0;x=0;x=~r2£-




b) Area :

s2
w2
'.A=_f (Sen x + Cos X) dx = - Cos x + Sen X
& O
A=14+1=2

La forma paramétrica para la curva y = £(x) estd dada por

x =x (t)
y =y (t) to<t<t£
luego
b "1
A=f fxyax=[ y () x' (t)at
s £

6.~ 8i la elipse esti dada parametricamente por :

acCos t
b Sen t 0 = t<XIn

Mo
LI |

# _ calcular su area interior -

o
A=4 [(bSent) - (-aSent)adt
/2

fr/zz
A=4ab [ Sen tadt
Sagar

=4ab-—22'%— (t-- Sen t Cos t /%
O
=’ab

)




7.- Hallar el é&rea Interior de la astroide

a Cos® t
a Sen” t 0

%
[}

i

!
1A
o
A

g
i

o
L}

Ly
i

e
[

s
i

g
1]

La forma polar de una curva p =

determina una regidn cuya drxea estd dada por

1 922
A=T I £ (&) de
&

(]

/2
-4 [ (a 8Sen” t)(3a Cos” t(- Sen t)) dt
<

. |
-12a" [ sen® t cos® tat
T

z

(s
A =3 a*[(1-2 Cos2 t + Cos® 2t)(1+Cos 2t) Gt
#

2

o]
o % azf(l - Cos 2t - Cos 2t + Cos 2t)dt
/2 .

<
3 &®f(1 + cos2t=Cos®2t + Cos”2t)(2dt)
7T

2

= %;- a® (2t+Sen2t - % (2t+Sen2t+Cos?_%j
/2

[e]
fcos® 2t (Cos2t at)
t/2

0§

.31!&z
St
o (@) e < e < e




Para lograrlo basta con sefialar que el elemento fundamental de
Area esta dado por ‘

T
A =gl & B o

figura que se asimila a un tridngulo rectangulo de base o y altura un
arco de circunferencia de longitud p A © asimilable a 1a alturs.

Cuando A® es pequefio, luego sumado y llevado al limite se logra 1a
formula sefialada.

Ejercicios :
1.~ Calcular el 4rea interior del circulo : oc=R : 05 e =% 2

SOLUCION :

2.- Hallar el area interior a la lemniscata
pz = az Cos 28

SOLUCION :

a) Construccidn

:

© W oin

b= ] .u'gml:! wld ©
B o \K




/4
b) Calculo : A=4- = fa® cos 20 de
©

7/
2
= a Sen 2%
o

3.- Calcular el area encerrada por la Cardioide :

/%

o =a {1 + Cos &)

a} Contruccidn

A ol
o o B

1

&
8

i

il

a}) Construccidn :

®
E,TJ

o

a” [ cos 20 a (2e)
L4

(13
fa® (1 +cos e)? de
(o]

T
azf(l+2CDse+Oosze)de
S

az (e+23ene+-—-—(e+$en9(:ose)

4.~ Hallar el &rea de wna de las hojas del trebol :

p = 2a Cos 3e

b wIE, ol Wi oA ©




/s

b) Calculo : A=2- = f[4a° cos® 3000
o
/6
4&3 2
A = 3 j"Cc)g Je & (38)
o /& w
4a3 1 |
A= 3 ?€3@+S&%3@m3@
3
L .
A== 7
7 a
A = o




l - 8en e

#

5.~ Calcular el area exterior a la Cardioide fo!
interior al circulo p = 3 8Sen .

a) Grafico e intersecciones :
L.l__,ﬁ. = o
0 1 0 0
T ke
3|0 7 =
24 1 T 0
zﬂ 2 o =3 Sen &
p=1-8ene
p=1—Sen9z3$ene»Sen@=~%-
@=Art:8enn~3‘-
o 4
b} Calculos :
<
/2 2
_ 1 2 1 2
A»Z-—--f9Sen@de-wj‘(l-Sene')de
2 2
@ @
[ L]
/2
A={j(83en2@+23ene-1)d®
%
/2
A=4(® -8ene Cos ©) ~2Cos © - ‘
e
(]
A=e =36 =486 Coxo - 2ome
2 [ - o o o
i
A=%-BMc%n%wms[McSenw}-}*zms[Achen-—-%;—-]
3 1 s 1 |
A=——§—*‘3AICSEHT"3 l"’—i'g— |
= 3 A .3 m
A 5 3 Axc Sen 15//

4 4



Bs el gue se logra al hacer rotar una regidén plana en
torno de un eje coordenado o una recta paralela a uno de ellos.

Ia f46rmula para evaluarlo se logra haciendo similares
consideraciones gue para el calculo del &rea, en el sentido de
definir un "elemento fundamental®” de volimen, cuya suma se lleva al
limite cuando el mGmero de ellos crece indefinidemente, es decir @

a) Hacemos partisién de

fa,bl] en n partes iguales
b-a
n

P

de largo

NN

]

|

[

; {
| |

o g ol é

wy E L % b} Como en la fig.; el area

L se hace girar en torno

del eje OX y el elemento

fundamental de volumen es

el Cilindro recto

circular de radio £ (Zk)

b-a
sefar x [£52]) v

b-a
= .

altura Ak X =

) V. o=mf (&) A X

cuya suma €S una Ssuma
intermedia :

Z v, = nk:Z £ () &%

luego si n + o tendremos:

1) )
v=n [ £ (x) dx

‘Para las otras situvaciones, cuando el eje de giro, es
otro, es mas claro observarlo en el siguiente ejemplo :




Bjemplo

1.- Sea y° = 4x, las rectas x = 3; y = 2{3! que definen las areas A ,
Az. Determinsr el voldmsn por rotacién cuando @

a) A gira en torno del eje ox
by &, gira en torno del eje Oy
c) A, gira en torno del eje Oy
a) Az gira en torno del eljelx
e} A gira en torno x = 3

£) & gira en torno y = 2 3!
g) A giraen tornoy =2 )
) A gira en torno x = 3

SOLUCION :

Aqui el elemento fundamental, como 1o sefiala la £ig.; es
wm cilindro o tajada circular del radio y(x) = 4x que se suman en
direccién del eje de giro desde 0 a 3. ‘

b}

"y - A4 L 243)
2 g P
o) K ve=rn [x (y)dy«nj'[—%—] dy = n J-¥= ay
) [+] [+ ] Q
%)
- - n yssn(ﬂf’:lsﬁw
¥ -7 80 80 5
c)‘
7
-
‘ V =V -V
4 2 v
-v1=c111m:o;m»3224'37l=18nr3'1
To~s V. = & girando sobre eje Oy : -—1-;% e {3
bt i T 18y 72
ven T [18-3Y-F <13,
g ‘




ad)
‘ Ty =T
\‘ Vimn(Zm)z-Ii
¥ V»z*l&‘lt:

V=m (36 - 8) = 18n//

{3 - x (y)) : radio de giro (variable)
2§31
n f (3 - ¥'/4) ay

n_g" 9--%-*: ]dy=_ig-n_{§1
La ]

it

(2§31 - y (%)) radio de giro

v

]

E-
n [ (203 - 2§xH* ax
[ o]

|
v=4n_[(3—24"§‘x7’1 +x ) adx
[s]

2
m[ﬁix—i’m -xWZ%-w&xz/
[o ]

v.=4rr[ . 3“{'3'"‘ +9]

<
B

3

V=24n//

2.~ Calcular el volGmen de la esfera de radio K.

girando el cuarto de un
circulo se tendzra :

. ,
V-'-an ¥ (%) dx
V=2ﬂf(R—x)dx _;
2 g |
V=21T[RX -3—-
v=2n{sz8 ]
3'/



3= 'Calcular el voldmen del toro; gue se forma por la rotacidn del

circulo :

L+ (y -»‘b)dz =a-; a<b

en torno del ede x.

V=V -V
4 2

, o o=y~ 2
Vaaftf{bw*.laz—xz} dx
&

e

7:64J§;3{

<
i

R
. vz_f{b-«!-azmxz) dx
et + 3

|

I aa 22 , e
V=rn [4bda®- 5" ax = anb [ §a°- x" ax  (tabla) -
(<] .
o ! a2 . a2 ' x /) _ .2 .2
V~4ﬂ'_b T(xJa X 4+ a MCM“"? = 27 ab//

< 8

4.~ ‘Mallar el volGmen del elipsoide, ‘generadc por 1a rotacion de

: , 2 2
elipse : -»-’-52- + x; =1 Sobre el eje 0x
a .

b
SOLUCION :
b= 7;&/1—;‘;, V=2ﬂfb {l—«;]dx
o a
a y v ,
2 a R 2 8
V= 2“2 f(azm,xz}vdxn-%b [a2x~-§~= = 2T a?
2 3 3
a [ . a o

5.~ Calcular el volGmen del paraboloide de revolucién de radio R
altura h.

la

b 4



yz = 4px : el punto (h, R) estd en

la pazébola o
2
? y:épx (hR) R -
| Rz=4ph.-.ép-=-ﬁ--)
° . Rz S
Y = - % es la parébola que
: . genera el cuerpo sefalado.

6.~ Hallar el volGmen del cuerpo gemerado por la rotacién en torno de
' la recta y = ~*p de la figura limitada por la parabola yz = 2pX Yy
. = P
la ;ecta X = —5=. 17

| 1,/?
SOLUCION : y ‘
V - A

|

Para esto podemos trasladar la parébola de modo que el eje Ox
coincida con la recta y = ~'p . A8l queda '

{y - p)y =2p x &
y='pt{2px!
V=V -V
2 2

pr2

v =a [ (p+§2px1)* ax
[a]

pr2

7 f (p - §7px1)® ax
<

<3
i

pre

V=nf4p429x‘<dx=-§—-n pj/
Lo}




8i la curva gue limita la regidén estid dada en coordenadas

paramétricas
x=x (t)
Y = £(x) e toﬂtﬁt‘ Entonces
vy =y (t)
x !
ﬁz % "
Vern [ ¥y dx=f y (t)x' (t)at
b4 13
[ (5]

8i el eje de giro es el eje Ox
Ejemplo :
1.~ Hallar el volGmen-que genera la rotaci®n del arco de cicloide :
X = a(t - Sent)
0=t= 2w

Y = a{l - Cost)
girando en torno del edje Ox.

W:A

27T

frj‘azl—c@tfa(l-mst)dt
s ]

<}
1]

Bm 8
ma [(1-cost) dat
o

27
rzasf(l—3Cc>st+30aszt-Cosst)dt
[ 4]

H

5a nn,




2.~ Calcular el voldmen de la esfera..

=R Cos t
0<t=<2r girando en torno del eje Ox-
y = R 8en t
g 2
v=2n § ¥ (t) dx (t)
JT/2
1'!/22 o
vV=-2n [ (R Sen t) (- Sen t) dt
s Rr2
V=+2n R [ Sen” tadt
(]
2 e
Vs+2nR3{—-;c-9§§f-—§--mst/m}
: o
Y = —iﬂ-igf—_
’ //

8i la regién plana estd acotada por una curva dada en polares
p=p (8) xs®e=p

que gira en torno del eje polar.

Por tratarse de -un cuerpo de forma casi
cénica para un angulo pequefio, tomsmos  como. .
melemento fundamental” de volumen un cono

circular hueco. - e AL
» g5, ' o
3 2z 2 o : Tn,
ﬁv=—3—npi(r+.ﬁr)-tl ; 1
l
1 2 !
B P [2r Ar + (AX)")
-2 &
= =5 nprdAr ;b 0 y r=p8Sene
Ar = p A @
AV = i pa Sen © A ©; sumando y llevando al limite -

3
e

LS £ 4 L
s j;p Sen © do



Ejemplo :

1.~ Hallaz el volUmen del cuerpo que resulta de la rotacién

cardioide

e =a (1 + Cos &)

en torno al eje polar.

SOLUCION
7
V=-§% a f(l+0059)98ened~@
o]
a T
V= - 2”3 J 1+ cose)® (dcos o)
<
o o Z:ra" [(1+Cosef
[a)
8
Ve - [ } 8?!3&
7/

2.~ Hallar el volamen del cuerpo generado por la rotacién, sobre
= g Cos =]

eje polar de
SOLUCION ¢
T2
vV =
[
7
«w_ 4m 8 Cos ©
i 7
8
_ 4m a
wlfiat s
OBSERVACION :

/zx,fz
)

£

f a" cos® e sene ae

|
t

la -

el

Para calcular el voliumen de un cuerpo generado por la rotacién de

la regién encerrada por

Tenemos una modalidad alternativa a la c:ono\c:ida~

d
Ve=n [x* (y) dy
<

y = £(x)

;jY=c; y=a, en torno al eje y




'y la-diferencia estd en que Be Suma enr&ire&cién del eje Ox -y los:
alementos fundamentales de voltmen son cilindros huecos como - en la-
£ig. y cuyo volGmen: es : >

AV

(m (x + AX)Z Sy . ((Ax‘)z:‘; 0) Y

AV

mXxAXyY

sumando y llevandco al limite

b
V=2ﬁfxydx,_ &
[+ 3
_ b
V=2fzj'xf(x)éx
@
Ejemplo :

l.- Hallar el voldmen gue se genera por - la rotacién de una onda
Yy = Sen x cuando gira en teorno del eje y. ‘

SQLUCTON: :
A
Y4
Nz AY‘C.S—@'M}’/“
- 2 \\\Y’\T’ T
L] 1
) v } RN il
.
V=2rtfoenxdx o T X
Lo ]
T
= 2 (Ben x - x Cos % =2n'z

(o]
En camblo la forma anterlor resulta

\

4
a fi(n - Arc Sen y)* - (Arc Sen y)®) ay
Lo} ' )

]

4
nzj (m - 2 Arc Sen'y) dy
Q.

1
| 3
=" - " [yArc:Senyf«ll" z]ol

2n° (jm&s laborioso!)




" 2.~ ‘Calcular el volumen por rotacién enel eje - y de la regidnm
‘acotada por y = 4x! ; x=4; y=0.

§ ‘
V=2ﬁ’jxf(x) ax
(o]

g RS2 47z 5.2
Vo= Z2i X dx = E X

o el
v = 122@1

/7

3.- Calcular el volUmen por rotacién sobre el eje Oy de la regidn
acotada por vy = x(2 - x) ; ¥y =0.

SCLUCION =
2/
£ 2
V=2n’fx(2x-°x)dx
/74\ @
Z 2
Z N ve=on [ (2 - ) ax
2 Ty o
\ ve—3
o

4.~ El area acotada por Y = il ; y=x+ 2 gira en torno de la recta-
x = 3. Bvaluar el voldmen.

2 .
V=2ﬁfxy(x) dx
=4

2
V=2ﬂf(3-x)(x+2-x2)dx

=4

2

V=2nf(x8—4xz+x+6}dx
-4
$ 4 3 2
V=2n[4- 3+2+6x
-4
V= 22a2mn

//



A diferencia de los cuerpos de revolucidn ; estos tienen unma
seccién no circular ; y la-idea basica para determinar su voldmen esta
en definir un “elemento fundamental" de volUmen gue sumada 'y llevada
al limite quedars expresade como una integral.

Ejenmplos :‘

1.- Calcular el volGmen gez?eradop@r un tridngulo variable eguilatero
de modo que el punto medio de la base se desplaza sobre la
circunsferencia x° + yz = 16, ademds un vertice estd sobre el eje
0x.y el plano que lo:contiene es paralelo al plano (yz).

A

v a-—%—(Zy) (yd31) - A x =

r

4
v A
; Vv = 3 dx
T, foy 3
><1+;'-:b
g j‘ (16 - x*) {3 ax
v = {3 {16 x ~ - A28 (r;;
/
2.~ Sobre las cuerdas de 1la Astroide @ 'S yz/s = a~"® se
contruyen cuadrados de lado igual a la cuerda y los planos que
los contienen- son perpendiculares al plano Xxy. Calcular el
voldamen cuando las cuerdas 'son paralelas al eje ox.
by
SOLUCION :
/ ¥ = (2)() Xz/za - a2/3 - 2/8
% | % E
/ " Vr % & (azxs = 2/3) Ay
X
luego
[+




V=8 f (a 35472 _2/8 + 3 528 Y‘VQ.“ yz} Ay
[+ 3
i 2 9 4s8 5/8 9 =29 o8 __)i
% V=8 la v - —=a Y + e & b4 -
5 : T - 3 &
_ 16 =
V1052,

3.~ Un clrculo deformable se desplaza de forma que su centro recorre
2
la elipse -— + —-y— = 1, el plano gue lo contiene es perpendicular
a b
al plano xy; y uno de los puntos de la circunsferencia ‘descansa

sobre el eje Oy. Hallar el voldmen -asi engendrado.

SOLUCION

<<
i

n (2y)® Ax  Pero Yy =b [1 =
2 gl b

4 b {: - -—-——] Ax =»

r 52

F4

\ 2 & X
/‘7, V = 4nb _g; (--;—~;]dx

<
it

a8 -3

2 X
\ / - 3&12 o]
' 2
a ¥ : Y= 8n3&b
/1
.bz 2

|

: 2 z 2

4.~ Calcular el volumen del elipsoide - -— + B A _—= 1
SOLUCION

Este cuerpo tiene seccidn eliptica

Vr = (PM - MO - Ay} .

i

[es)

&

it

9]
s
ot

i
e

PM = x
bz
) l 2'
My=»2zZ=0.%=adl--L



2

= e
,Vr = #1 ac { zj Ay luego

b
, L 2.
V:thacj[ -—-%} dy .
; o b
4
V—«Tﬂ'abc

5.~ Calcular el volamen del cono eliptico :

xz yz Zz
-——-;fs--—;-—w;ﬂ@ g<z=<c¢
a b ()
SOLUCION
4
b b
% : a*:(y=0)=&x=az
c
by _ b’:(x+0)=&y&~£%—-
\-?/ "
v_ﬂab 2 o
r 2
c
x ab 3 T abc
k14 2 a
v = = j_z dz = 3
c o

Para lograr una -expresién para la longitud. de .la curva
y = f£(x) a £ x £ b; plantearemos una suma intermedia (o suma de

Riemann) cuyo limite expresa una integral definida.-

a) Séa y = £(x) continva en (a,bl y P una partisi’n de {a,bl] en
n partes iguales de longitud —-E%—ai-.
b) Los puntos Po, Pi e 3 ,Ph en la curva, se corresponden a los

puntos de P y que unidas definen una poligonal de longitud.

n

_ b 2 2
Ly = Z l(xk R Yoy !

fe=g




2 2
(& x) + (£ly,) - £(x _ )

:2311- [&:—ng)?-]? Akx.

Si n » o la poligonal tiende a la longitud de la curva.

DEFINICION

Si £(x) continua en {a,b]. Entonces la longitud de la curva se

define por :
J‘b‘1+ £1% (x) 'Hd
{x) X
al //
OBSERVACION
Para el caso gque : x = g{y) rosy=4d
f[1+9'2 ) dy
= Y
X "
OBSERVACION :
X = x (t)
8i la curva est4 dada en forma paramétrica : to =t %
' y =y (£)

x(t)$

t

: ? (t)
L =f 1+—¥-;—-- x' dt =
S | x' (t)

fe]

{5

1 2
L, Jx' (t)y + y¥ () dt//,



IA
©
1A

‘Para una curva en polares e = p(8) o

Como ¥ (&) = p (&) Cos &
¥ (8) = p (e} Sen © =
x! (é) = p!' Cos ©® -~ p %en ©

Y'(@)-‘-Q’Sen@-i-p(i!osea:x'2+y'2:pvz+pz Asi
3
= 9
L, i; R Y
BEjemplos
1.~ calcular la longitud de la astroide 72 4 y?/3 = a2
‘ 4.8
23x? 4 23y  y =0y = - {—%—]
Y I
278
luego La = 4 j‘j1,+ »ig;; dx
- %
L=
1.3
Lc = 4 j‘ e dx = 6a//
©
2.~ Calcule la longitud de la curva y3 = 8x° 1% x=

Conviene considerar la curva en la forma x = g(y), luego

yi

, _ ‘

L = ﬂ(l + g2 (y)) ay
yO

l6x x* = 3y'z ® %' = 2




[+ 162 xz
» @
L =|j1+2y a
c 32 ¥ Y
&
8/2
32 9 2
be = —5~ {1 M 73 Y] 5

7/
X=RCos T
3.~ Calcule la longitud de 13 circunsferencia o 0=t=s 2m -
o Vy' = R Sen t
SOLUCION :
!
L
L, = Ijx'z (t) +y'® (&) "at
o
zn
1
L, = I JRE (Sen” t + Cos™t) at
: ;
27
Lc=Rfodt=2n R/,
x.=aiyt ~ Sen k)
4.~ Calcular la longitud de un arco de ciclioide : Bt g 2n

a (1 - Cos t)

~
||

S



21
§
- ﬂa" (1 - Cos £)% + a° Sen® t at

O

£
i

el
]

277
" a{f‘f«il—(‘}o' s £! dt
(]

&9

- t s e =
Lcn-ZafOSen»——-f—dt-—Ba//
6.~ Calcular la longitud de la curva o = a Sen’ ‘J;~
SOLUCION :
an
~ P s © 2 4 © 2 © |
‘Lc-j‘aSen «»—3—-+ya Sen TCOS"T de
o
8
L =a J.Sen2 — de = na
C 3 2
3 /7

6.~ Area de una Superficie de Revolucion :

Haciendo girar en torno de algun eje el Area plana acotada
por y = f(x) : a £ x £ b. o

Se trata de hallar una expresién para el 4rea de la
superficlie del cuerpoc como una integral es decir como limite de una
suma intermedia de Riemann. |

3i consideramos, seg"n la

£ig., que x = g(y) ; Como :

= i
Lc ‘hl + x'® {y) dy entonces

(¥} es la




diferencial de areo y un "elemento fundamental de area de superficie"
es un manto de cono con ds como generatriz y radio LS ¢ de Aarea

AAkzznﬁds

1 1 :
= 20 X, {(y) .il_+ x'* (y) Ay. 8i n » o para la suma de
todos estos elementos, tenemos gque :

a

{ R] .
2n Jx ll + x% (y) dy o también -
; e . B

A(S)

A(8)

b |
' 2z | o
ZnI ¥ jl +yY o(x) dx
a ) )

En polares toma la forma

R RS
A(S) = 2m jp Senh @ pz + p‘z' de
x

Ejemplo :

1.~ Calcular el area de la superficie esférica, de radio R.

SOLUCION :
¥ =R Cos t
si ' | 0<t<xn
Y = R Sen &
t
4 y
2 . 2 l
A(S) = 2n [y (t) - jx' (ty + y'* (t) at
. ) ,
[o]
29T
‘ N 2 2 1
A(8S) = 2m j-R Sen t JR {Sen t, + Cos t} dt
Ly .
A 27F 27
A(S) = ®® [ Sen t dt = 2nR° Cos t = an B°
3 ,

<



2.~ Calcular el area que genera una astride girando en torno del eje

ey .
M

SOLUCION :

a
| x
A(S) = 2 - 2n J x 11 + x'? dy
i o

i 2/8 2/9; 29
worean [ (-2 o 37 o
: 2 :
Y s/2 -
A(ST = an - 273 _ 278 T a
e a ¥ P b
o : X
(=
52
o iss 2, 278 278 3
AS) =47 a  ?_( : ) i

A(ST = 12@_ {és/s] as/s

A(S)

i
4]

Ejercicios

1.~ Calcular el arxea limitada pox y = Ln x; el eje ex y la recta
X = e, '

. o . U A b o3
2.~ Hallar el 4rea entre las pardbolas 3y = x> ¢ ¥ © it ok 38

3.~ Hallar el Area de ia regién écotada por la curva de Agnesi

. . @
y = s y la parabola y = =B
2 2
1 + %

4.- Calcular el &rea de la figura limitadé’por :

* -x .
y=e ;y=e ;x=1



5.- ‘Hallar el area entre el eje x ¥y un arco de la Cicloide :

x =a (t - Sent) "y =a (1 - Cost)
: , onde.
6.~ [Hallar el area de la figura limitads por una de :

¥ =at - b Sent vy =a - b Cost 0<b=xa
y la tangente a ella en sus puntos inferiores.

7.~ Hallar el Area de la figura limitads por el lazo del folium de’
Descartes . '

. _3at . _Batz
LW =g, - T

1+¢ 14+ ¢
8.- Hallar el area limitads por la curva pz =a" Sen 4 ©.

9.~ #mllar el srea limitada por el Caracol de Pascal o = 2 + Cos o.

10.- Hallar el area comprendida entre la primera y la segunda espira
en la espiral de Arquimides o= ae,

1l.- Hallar el 4rea de una de las hojas de la curva p = a Cos 28.

12.- Hallar el voldmen del cuerpo engendrado poer la rotacién alrededor
del eje x de la regidn limitada por :

a) ym:l.--:-:2 : x = § 3 Xx=1
b) y=x ; x=1 ;. x=2
“““ c) y=-% 3 x =1 ; x=t

13.~ Encontrar el volimen del sélido formado por la rotacidén de la
regidn acotada por :

y=4- X H y=3 girando en torno de y = -1

i4.- Hallar el voldmen del cuerpo engendrado por giro de la superficie
limitada por :

yzex;

we
E
]
o
1]
e
#
=



15&—

}-60"'

17.~

18.-

19.-

29«"

21.~

22.-

23.- Calcular la longitud del arco de la parébola cubica : y2 = X

Hallar el'vel\fmen del cuerpo engendrado al glrar alrededor de 1la
recta % = a, la parte de la pardbola y2 = dax es interceptada
por 1la misma recta.

Hallar el voldamen del cuerpo generade al girar un arco de
Cicloide en torno del eje y.

Hallar el voldmen de giro de la curva anterior si al eje de giro
es el eje de simetria.

Hallar =1 voldmen de rotacidén de la Astroide.

aCosat

e
(1]

3 = T
a Sen t en torno al eje y .

Hallar el voldmen del cono eliptico recto cuya base es una elipse
de semi-ejes a y b vy cuya altura es h.

Calcular el volGmen de un cuadrade mdvil cuyd plano es
perpendicular al eje x y tiene dos Vértices de 1la base
apoyados en las parébolas '

y2 = 16x ; _y’2 = 4% . y tienen por lado diferencia de las
dos ordenadas y se mueve de x = 0 a x = 4,

Hzlilar el volumen del o . Hiperboloide :
xz 2 2
___2 + _y.z_ - % = ]
a b c

Hallar el voltmen del Elipsoide :

[
N

X

|

2
+—Z;+ =1
b

2
c

Py

desde el origen a x = 4.



24 -

25‘.—

26.-

27.-

28.‘“

29.~"

Calcule la longitud de :

a) £(x) = (x + 1)¥? entre x = 3 y x = 8
2 f.3r2 1 1,2 » _
b)) £(x) = —5- % - =5 % entre x =1 y x = 4
‘ : ® )
= § = =

c) £(x) j;itz _ 15 entre x =1 y x =3
Q) Ex) =x"2-1 ’ entre x = 8 y x = 27
Hallar la longitud de la curva: :
a) y=L x | entre Dy @
b) y=e" _entre (0, 1} ; (1, O)
Hallar la lonqitud'de curva :

= a (2 Cost - Cos2t)

= a (28ent - Sen2t)
Hallar la longitud de la Astroide
x = a Cos® t

= a Sen® t-
Hallar 1a longitud total de o =3 (1+Cos e)
Hallar la longitud del arco de la espiral hiperbdlica p = —ééw
desde rz, ...?l.'.,,..] a (ﬁ..;]:_..’ 2}

L 2

30.-

Lz J \

Hallar el area de la superficie del "huso" gue resulta al girax

- una semi onda de la simsoide y = Secx alrededor del edje x.

31.-

Hallar el area de la superficie de revolucién de ls Astride :

28 29 2.8 z
X + y = 8 alrededor del edje x.



