Calculo II, 2025 Tutoria VII 4 de noviembre de 2025

TUTORIA VII: SERIES DE NUMEROS

14.1 Definicién, ejemplos y propiedades basicas

Definicion 14.1: Suma parcial y serie
Sea (an)nen una sucesion de nimeros reales.
n

» La n-ésima suma parcial es S, := )" | a;.

= Una serie numérica es el limite de las sumas parciales:

n—o0

S = lim S, = iai.
i=1

= La serie es convergente si el limite existe y es finito; si no existe, la serie es divergente.

= El término a, se denomina término general de la serie.

Ejemplo
Ejemplo: Serie geométrica.

(o9}
La serie E r" converge si y solo si |r| < 1. En ese caso:
n=0

o0
n=0 -r
Si |r| > 1, la serie diverge.

Ejemplo
Ejemplo: Serie armdnica.
o0
1
La seri il 11, .. 4 )
serie Z - 1+ 35+ 3+ diverge a +00
n=1
Ejemplo
Ejemplo: p-serie.
o0

1
La serie Z — converge siy solosip>1 (y diverge si p < 1).
n

n=1

Teorema 14.6: Criterio del término n-ésimo

Si la serie ) a, converge, entonces h;m an = 0.
n—oo
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Ejemplo

Corolario (criterio de divergencia).
Si limy, 00 @, # 0 0 el limite no existe, la serie > a, diverge.

Propiedades basicas

» Linealidad:si ) a, = Sy ) b, =T convergen, entonces para todo A € R, > (an+Ab,) =
S+ AT.

» Series de términos no negativos: si a,, > 0 para todo n, entonces » | a,, converge si y

solo si la sucesion de sumas parciales (S,,) esté acotada.

Proposiciéon 14.2: Criterio de Cauchy para series

La serie Y a,, converge si y solo si para todo € > 0, existe NV tal que para todo m >n > N:

14.2 Series alternantes y convergencia absoluta

Definicion 14.9: Convergencia absoluta y condicional
= > a, es absolutamente convergente si ) |a,| converge.

= > a, es condicionalmente convergente si ) a,, converge pero » . |a,| diverge.

Proposicion 14.10

Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Teorema 14.7: Criterio de Leibniz (series alternantes)

Sea (ay) tal que a, > 0, ap4+1 < ay, (decreciente) y lim,,_, o a,, = 0. Entonces la serie alternante

o0
Z(_l)nJrlan
n=1

converge.

Ejemplo

oo
. (_1)n+1
E lo: =
jemplo Z -

n=1
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Por Leibniz, converge. Como Z% (serie de valores absolutos) diverge, la serie es condicional-
mente convergente.

14.3 Criterios de convergencia
Criterios de comparacién (términos no negativos)

Teorema 14.4: Criterio de comparacion directa

Sean Y a, y > b, cona, >0y b, > 0. Siexiste ¢ > 0y ng tales que 0 < a,, < ¢b,, para n > ny,
entonces:

= si ) b, converge, Y a, converge;

= si ) a, diverge, > b, diverge.

Proposicion 14.12: Criterio de comparacion en el limite
Sean Y an, > by con an, by, >0y L =lim, ‘g—:.
= Si 0 < L < oo, ambas series convergen o ambas divergen.
» Si L=0y > b, converge, entonces » . a,, converge.

» Si L =+400y Y b, diverge, entonces »_ a, diverge.

Ejemplo
= n
Ej lo: —.

Comparando con b, = %:

n/(n?+1) ) n?

L = lim = lim ——— =1.
n—00 1/n n—oo n2 + 1
Como }_1/n diverge, > 55 diverge.

Criterio de la razén y de la raiz

Corolario 14.12.2: Criterio de la razén

Ant1
an

Sea Y an, y L =limy, 00

= Si L <1, la serie converge absolutamente.
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» Si L>1 (o+400), laserie diverge.

= Si L =1, el criterio es inconcluso.

Corolario 14.15.1: Criterio de la raiz

Sea Y an v L = limy, 00 /]an].
= Si L <1, la serie converge absolutamente.
= Si L > 1, la serie diverge.

s Si L =1, el criterio es inconcluso.

Ejemplo

=, 92"p)
nn
n=1
2"n!
Sea a,, = . Entonces
nn

a n " n o9
ntl — 9o = L= lim 2 =<1
an n+1 n—00 n+1 e

Por tanto la serie converge absolutamente.

Ejemplo:

Criterio integral

Teorema 14.18: Criterio integral

Si f:[1,+00) — R es positiva, continua y decreciente, entonces la serie Y 2 | f(n) y la integral
impropia floo f(x) dx tienen el mismo caracter (ambas convergen o ambas divergen).

Ejemplo

Ejemplo (p-serie). Tomando f(x) = zP:

/Oox_pdx: p%l’ p>1
1 +oo, p<1

Por tanto ) 1/nP converge si p > 1 y diverge si p < 1.

14.5 Ejercicios propuestos

1. Demuestre que si Y. a2 y > b2 convergen, entonces Y a,b, converge absolutamente.
(Sugerencia: use la desigualdad 2|a,b,| < a2 + b2.)
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2. Estudiar la convergencia de:

2.0) Vit Vi

(]

3
Il
_

n!)?
2n)!

n+1 )"
ot 2n+1
oo on

2.d) S° .

nn

2.b)

WE

1

3
Il

2.¢)

WE

9N}

n=1

3. Determine si las siguientes series son absolutamente convergentes, condicionalmente conver-
gentes o divergentes:

00 _1)
3.a) Z {)’(/ﬁﬁ)-l

2. sen(n)
3¢) D 5
n=1

4. Si Y ay es una serie divergente de términos positivos a, > 0, demuestre:

o0
a
4.a) Z 1 +nan es divergente.
n=1
4.b y~_an t
.b) Z T na, es convergente.
n=1



