Célculo II, 2025 Tutoria III 23 de septiembre de 2025

TUTORIA III: FRACCIONES PARCIALES

Fracciones Propias e Impropias

Definiciéon 1
Se dice que una funciéon racional
P(x)
Q(x)
es una fraccion propia si el grado de P(x) es menor que el grado de Q(x).

Si el grado de P(x) es mayor o igual al grado de Q(z), la fraccion se llama impropia.
Toda fraccién impropia puede escribirse como

P(x) , resto
= cociente +

Q(x) Q(z)’

Nota: el grado de un polinomio corresponde al mayor exponente con coeficiente distinto de cero.

Ejemplo: Division de polinomios
Realicemos la divisién

(3 4+ 222 +3) : (22 +1).

3+ 222 +3 + (22 4+1)

22
x
2(z% 4+ 1) =222 + 2

(222 —z+3)— 2224+ 2)=—a+1

Por lo tanto, el cociente y el resto son

cociente = x + 2, resto = —x + 1.
Asi,
2+ 22243 +2+—x+1
——— == .
z2+1 z2+1
Comprobacion:

@+2@+ )+ (—z+1) =2 +222+z+2—z+1=2°+222+3.
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Caso 1: Denominador con factores lineales distintos

Caso 1

Si
Q(.CI}) = (CL1$ + bl> 000 (akx + bk)

con factores lineales distintos, entonces

oo —
Q(zr) aiz+b apx + by

Ejemplo
Calcular
/ Tx +3 d
———— dux.
z2+3x—4
Factorizamos el denominador: 22 + 3z — 4 = (z + 4)(z — 1). Resolviendo se obtiene

w+3 5 i 2
24+3x—4 44 x—1

Entonces

Tr+ 3

Caso 2: Denominador con factores lineales repetidos

Caso 2
Si Q(x) tiene un factor lineal repetido (ax + b)*, la descomposicion incluye

Ay i Ao P Ay
ax+b  (ax+b)? (azx + b)k’

Ejemplo

Calcular
/ 5x2 — 36x + 48

x(x —4)?
Resolviendo se obtiene

5x2—36x+48_§+ 2 4
r(x—4)2 z zxz—-4 (x-—4)?

Integrando:

4
3ln|z|+2In|z — 4+ ——+C.
r—4
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Caso 3: Denominador con factores cuadraticos irreductibles distintos

Caso 3

Si Q(x) contiene un factor cuadrético irreducible ax?+bx+c (discriminante negativo), el término
es

Az + B

ax?+bx+c
Ejemplo
Calcular

/ 472 — 8z + 1
—dx.
3 —x+6

Se obtiene

472 -8z +1 3 x4
B—2z4+6 z+2 22-224+3

La integral resulta

3In|z+2|+ 3In(z® — 2z +3) — \%arctan(%) +C.

Caso 4: Denominador con factores cuadraticos irreductibles repeti-
dos

Caso 4

Si aparece (ax? + bz + ¢)* repetido, se incluyen términos del tipo

Ajx + By Asx + By
ax?+br+c  (ax? 4+ br 4+ c)?

Ejemplo

Calcular

/ 1— a2+ 222 — 23
dz.
x(z? 4 1)2

La descomposicién es
1 z+1 78

x_x2+1+(x2—|—1)2'

Integrando:

In |z| — %ln(gv2 +1) — arctanx — 2(x271+1) +C.
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Caso 5: Cuando conviene dividir polinomios

Definicién 2: Division de polinomios

Cuando el grado de P(x) es mayor o igual que el de Q(z), primero se realiza la division de

polinomios:

P(x) _ resto

—— = coclente + ——.

Q(x) Q(z)
El cociente es un polinomio y el residuo tiene menor grado que Q(x). Nota: este paso permite
reducir a una fraccion propia antes de aplicar fracciones parciales.

Ejemplo
Calcular
/ a2 +1
—dx.
2 +1
Dividimos:
a4l 1
- —— =z :
2 +1 241
Por tanto
1
/x;;i:_ /ZL’de—l—/ 2+1 %x2+arctanx—|—0.

Ejercicios (para la tutoria)

Tx+ 3
1. ——dx.
/m2+3m—4 v
5 /59:2—36J:+48

2o = 4)? dz.

422 — 8xr + 1
3. | =——— dz.
/ 3 —z+6 .

n /1—x+2x2—az3dm
z(x? +1)2

3 2 1
5 /de.
2 +1

Resolucion de los ejercicios (desarrollo detallado)
Ejercicio 1

Calcular

/ T+ 3 de
2 +3x—4

2?43z —4=(x+4)(z—1).

Paso 1: factorizar el denominador.
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Paso 2: descomposicion en fracciones parciales. Buscamos constantes A, B tales que
Tx+3 A B

G D@—1) z+d -1
Multiplicando por (x 4+ 4)(z — 1):

Tr+3=A(x—1)+ B(z +4).
Paso 3: encontrar A, B (método de sustitucion — cover-up). Evaluamos en los ceros del denom-
inador:
r=1: 7-143=10=A(0)+ B(5) = B =2.
r=—-4: T(-4)+3=-2843=-25=A(-H) = A=5.
Paso 4: integrar término a término.

2
[armtt o= [ (342 )do=smlesal+2mla -1/ +.C

2 +3x—4 x+4 x—1

Ejercicio 2

Calcular
/ 52 — 36x + 48
———dx.
x(x —4)?
Paso 1: forma de la descomposicion. Buscamos

502 —36x+48 A B C
—— =—+ + .

x(x —4)2 x x—4 (x—4)?

Paso 2: multiplicar por el denominador comin y comparar coeficientes.
522 — 36z + 48 = A(z — 4)> + Ba(x — 4) + Cx.
Expandimos los términos del lado derecho:
A(z? — 8z +16) + B(2? — 4z) + Cz = (A+ B)z? + (—8A — 4B + C)z + 16A.

Igualando coeficientes con el polinomio 522 — 36x + 48:

A+B=5,
—8A — 4B+ C = —36,
164 = 48.

De 164 = 48 resulta A = 3. Luego B = 5 — A = 2. Finalmente —8(3) — 4(2) + C = —36 =
-24-8+C=-36=C=—4.

Paso 3: integrar.

3 2 4 _ -2
/<x+x_4—(x_4)2>d:v—3ln|:v|+21n|:1:—4|—4/(x—4) dx.

Como [(x —4)2dz = —(z —4)~!, se tiene

—g/@—4)%x:—q—xi4y:xf4

Por tanto )
ox° — 36z + 48 4
————dz =31 21 -4+ —+4C.
/ P PP x nlz|+2In|z |—|—x_4+
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Ejercicio 3

Calcular

/4:1:2—8a:+1d$
3 —x+6 ’

Paso 1: factorizar el denominador.
23—z +6=(x+2)(a? - 22+ 3).
Paso 2: descomposicion Buscamos A, B, C tales que

472 — 8xr + 1 A Bx +C

(x +2)(2? — 22+ 3) x+2+:1:2—2x-|-3'

Multiplicando por el denominador comtn:
4a* —8x + 1= A(2® — 22+ 3) + (Bz + C)(x + 2).
Expandimos y juntamos coeficientes:
(A+B)z? + (—244+ 2B + C)z + (3A+2C) = 42* — 8z + 1.

Igualando coeficientes:
A+ B =4,

—2A+2B+C = -8,
3A+2C =1.
Resolviendo (por ejemplo sustituyendo B =4 — A):
—2A+24-A)+C=-8= 24+8-24+C=-8= —4A+C = —16,
3A+2C =1.
De la primera C' = 4A — 16. Sustituyendo en la segunda:

3A+2(4A—16)=1=3A+84-32=1=114A=33= A =3.

Luego B=4—-A=1y(C=4A-16=12—-16 = —4.
Paso 3: integrar. Con la descomposicion:

/ 3 + r—4 dx
x+2 x22—2x+4+3 ’

r—4 _ r—1 3
22—22+3 22—-2x+3 22—22x+3

Separa la segunda fraccion:

Para la primera parte tomamos u = x> — 2z + 3, du = (2x — 2)dx = 2(x — 1)dz, por tanto

rz—1 1
——dx = -1 2_9 3).
/w2—2w+3 T 2n(:17 T + )
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1
La segunda parte es de la forma [ m dr, ya que 2 — 22 + 3 = (x — 1)? + 2. Entonces
x —

/(33_11)2+2 dx = \}Q arctan(‘r\%l).

Teniendo en cuenta el factor —3, obtenemos:

r—4 1 9 3 r—1
\/de_2ln(x —2x+3)_ﬁarctan( \/§>

Sumando la parte 31n |z + 2| llegamos a

r—1

V2

422 — 8r + 1 3
/Hi_da::3ln|3:+2|+éln(m2—2m+3)—arctan( >+C.

2 —x+6 V2
Ejercicio 4

Calcular

/ 1—xz+22%—23
dz.
z(x? +1)2

Paso 1: descomposicion. Proponemos

1—x+2:c2—x3_A+Ba:+C Dx+ FE
r(z2+1)2 oz 2241 (22 +1)2

Multiplicando por (22 + 1)? obtenemos la identidad polinomica
1—x4+222 a3 =A@? +1)%+ (Bz+ C)z(2® +1) + (Dz + E) x.

Paso 2: expandir y comparar coeficientes. Al expandir los miembros derechos se agrupan los
coeficientes por potencias de x y se obtiene el sistema

(A+B=0,
C=-1,
2A+ B+ D=2,
C+E=-1,
(A=1.

De A =1resulta B=—-1. De C = -1y C+ E = —1 se obtiene £ = 0. Finalmente 2A+ B+ D =
2=2-1-1+4D=2=D=1.AsiA=1, B=-1,C=-1, D=1, E=0.
Paso 3: integrar término a término. La descomposiciéon queda

1— x4 222 — 23 1 r+1 T

- - + ,
z(x? 4 1)2 r 22+1  (22+1)2

1
/dx:lnx|.
T
l‘+1 €T 1 ) )
/‘xmd”f:‘/md“‘/xmdx:—zlnw +1) - arctan .

7

Integramos cada sumando:
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T o - 1 9, 1
/Mdfﬁ (poneru—x +1, du-?xdw)—2/u du——m
Sumando:
1—xz+22%—23 1 9 1
/ @1 1) dr =In|z| — 5 In(z +1)—arctanx—m—|—0.
Ejercicio 5
Calcular
/ R |
———dz.
x4+ 1
Paso 1: division de polinomios (porque el numerador tiene mayor grado). Realizamos la division
3 2
1 3t
x° + a7+ —r41 4+ reso.
x2+1 —~—  22+1

cociente
Haciendo la divisiéon (o comprobando):

(z+ D (2 +1) =23 +2°+ 2+ 1.
Restando del numerador:

(P +22+ 1)~ (P + 2 o +1) = -
Por tanto la expresion es

3 2
1
Al "

r2+1 241
Paso 2: integrar término a término.

T T
/<$+1—x2+1>da:—/z:dx+/1dm—/x2+1dx.
/xdwz%xQ, /1d:L‘::17, / x

_1 2
x2+1dl’— 5 In(z® 4 1).
Luego

3 2
>+t +1

Ejercicios propuestos (sin resolver)

2
x*+2x—1
1. ——————— dx.
/2x3+3x2—2x v
/:U4—2:U2+4:U—|—1
2.
B —a?—x+1

22 — x4+ 4
3. —_——dz.
/ 23 + 4 o

/ 3z% 4+ 5x + 2
4.
(2 +1)(z + 1)

4 3
5 /@‘”w“dx.
z2+1

dx.




