Célculo II, 2025 Tutoria II 9 de septiembre de 2025

Tutoria II: Integrales

Teorema Fundamental del Calculo

Teorema Fundamental del Calculo

Sea f continua en [a,b] y sea F' una antiderivada de f, es decir F'(z) = f(z). En notacion
diferencial se escribe dF' = f(x) dx. Entonces

b
/ f(z)dz = F(b) — Fla).

Ademas, si definimos G(z) = / f(t) dt, entonces

a

tow=10 = ([ r0a)=rw

Este teorema vincula de forma explicita la derivacion y la integracion.

Algebra de integrales

Las integrales satisfacen propiedades lineales que usamos de forma rutinaria:

/(f(a:)+g(x)) da::/f(x)dx—i—/g(x)da:, /c~f(a:)dx:c/f(x)dx,

para cualquier constante c. Para integrales definidas:

/ab (F(@) + 9()) dx:/abf(:c)der/a

Estas reglas permiten separar sumandos y sacar constantes fuera de la integral.

b

o(z) de, /abc-f(x) dx:c/abf(a:) da.

Propiedades basicas de integrales definidas
Para una funcién continua f:

e Aditividad en intervalos:

/acf(:v)da::/abf(x)d:v—i—/bcf(:n)d:n.
/abf(:c)d:v:/baf(x)d:c.

/abcdx—c(b—a).

e Inversion de limites:

e Integral de una constante:
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e Integral sobre intervalo nulo:

/aaf(a?)dx—o.

Formulario de primitivas conocidas

Ejemplo

n+1

fa:"da:::;+1+0, (n# —1)

f%dac:ln]x\—i—(}', (x #0)
[e*dx =e*+C,

xX
faxdx:hi—a+0, (a>0,a#1)
[sinzdzr = —cosz + C,
coszdr =sinx + C.
J

Método: sustitucion (cambio de variable)

Sustitucion

Si logras escribir la integral en la forma

/ f(9(®)) ¢'(z) d,

puedes hacer el cambio u = g(x), du = ¢'(x) dz, y transformar la integral en

/ £(u) du.

Una vez hallada la antiderivada en u, regresas a la variable original x y agregas la constante de
integracion.

Ejemplo

Ejemplo: calcular

/Qx cos(z?) dz.

2 entonces du = 2z dz. La integral se convierte en

Elegimos u = x

/cos(u) du = sin(u) 4+ C' = sin(z?) + C.
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Sustituciones trigonométricas: ejemplos resueltos

Resumen

Para integrales con raices usamos las sustituciones tipicas

r=asinf, x=atanf, x =asech,

segtin el patron va? — 22, Va2 + 22 y Va2 — a? respectivamente. Hay que transformar dz y
ajustar limites si la integral es definida.

Ejemplo

(Caso va? — x?) Resolver indefinida

/ dzx
)

Sustituimos x = asinf. Entonces dr = acosf df y

\/a2—x2 = \/a2—a2sin26:acose.

/acos&dﬁ /d9—0+0
acos 6

Volvemos a x usando 6 = arcsin(%). Por lo tanto

La integral pasa a

/\/% = arcsin(%) +C.
a? —zx

a
A v
xr

Triangulo ilustrativo:

Integraciéon por partes

Siu=wu(z) y dv =v'(x)dz, entonces la formula para integrales indefinidas es

/udv:uv/vdu.

Para integrales definidas (con limites a y b):

b b
/udv:[uv]g/ v du.

Memotecnia: "un dia vi una vaca vestida de uniforme”. Cada palabra empieza con las letras
que nos recuerdan el orden en la formula: "u" y "v" y el signo menos que invierte el orden.
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Regla practica para elegir v (HILATE): Hiperbolicas, Inv. trig., Log., Algebraicas, Trig.,
Exponenciales. Se elige v por la prioridad en esa lista.

FEleccion intuitiva con la imagen del "hilate": elegir la funcion que al derivar simplifica (hilar)
el integrando).

Ejemplo

Ejemplo (primitiva): Calcular [z Inzdz.

Elegimos v = Inz (porque Log tiene prioridad en HILATE) y dv = x dx. Entonces du = %da:,

v = %xQ. Aplicamos la féormula:

1 1 1 1 1 1 1
/xlnxda::2x21nx—/2x2-xdx:2x2lnx—2/xdx:2x21nx—41’2+0.

Observacion sobre la eleccion de u: usamos HILATE y la memotecnia "un dia vi una vaca vestida
de uniforme" para recordar la estructura de la férmula.

Ejemplo (definida): Calcular [ zInz dz.

Usando la misma elecciéon y la version con limites:

Evaluamos:

1, 1, 1 1\ (1) 1 1.,
Ejercicios (para la tutoria)

1. / zlnzdx.
1

1
2. / 2 cos(z?) dz.
0

s [ s
0o Va?—x?
4. /sin(Qm)dx.

Resolucién de los ejercicios
Ejercicio 1
Calcular / rlnzxdr.

1

Elegimos u = Inz, dv = x dx. Entonces du = %dw, v = %x2. Aplicando integraciéon por partes:

€ e
/13:lna:d:c: 12?lnz — 1a? 1:%(624-1).
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Ejercicio 2

1
Calcular / 21 cos(z?) d.
0

Sustitucion u = 22, du = 2z dx, limites: u(0) = 0, u(1) = 1. La integral queda
1
/ cos(u) du = [sinu]h = sin 1.
0

Ejercicio 3

a
d
Calcular/ 7:6.
0 Va? — x?

Sustitucion = asin6, dr = acosf@df. Limites: t=0=60=0,z =a= 0 =7/2:

/a dx _/W/Qda_ﬂ_
0o VaZ—z2 o 2

Ejercicio 4

Calcular / sin(2x) dz.

Sustituciéon v = 2x, du = 2dz, entonces

1 1 1
/sin(2x) dx = 2/sinudu =-3 cosu+ C = —3 cos(2z) + C.

Ejercicios propuestos

1. /eggcosxdac.
1
2./ dz.
241

1
3. / 22 Inzdx.
0




