Calculo II, 2025 Tutorfa XI 26 de noviembre de 2025

TUTORIA XI: METODOS DE SOLUCION PARA ECUACIONES
DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

1. Ecuaciones diferenciales y soluciones

Definiciéon: Ecuacién diferencial de primer orden

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden (EDO) es una ecuacion de la forma

y = f(t,y),

donde la incognita es una funciéon y = y(¢) definida en un intervalo de R y f es una funcion
dada.

Definicion: Solucién de una EDO

Una funcién y : I — R de clase C! es una solucion de la EDO

y/ = f(tvy)

si satisface la igualdad para todo t € 1.

Ejemplo

Supongamos que se propone como solucién la funcién

y(t) = e
Queremos verificar si resuelve la ecuaciéon
/
Yy = 2ty.
Derivamos: ,
' (t) = 2te’.
Como y(t) = ¢!, entonces

2tel” = 2t y(t),

por lo tanto ¢y = 2ty. La funcién propuesta es efectivamente solucion.
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2. Ecuaciones separables

Definicién: Ecuaciéon separable

Una EDO es separable si puede escribirse como

y' = f(t) g(y).

Método de separacion de variables

Si g(y) # 0 en el intervalo considerado, reescribimos

1 /
——y = f(t).
9(y) ©
Integrando respecto de t, y usando el cambio u = y(t),

/g(lu)du:/f(t)dtw.

Denotando G y F' primitivas, obtenemos la relacién implicita
G(y)=F(t)+C.

Si G es invertible, entonces y(t) = G=Y(F(t) + O).

Ejemplo
Resolver
y=ty, y0)=1
Separamos:
/
Y4
Yy
Integramos:
y/ t2
/dt:/tdt = Ihlyl==+C.
Y 2
Exponenciando:

y(t) = Ket/?, K =¢C.

Aplicamos la condicién inicial y(0) = 1: K = 1. Solucion:

y(t) = /2.
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3. Ecuaciones lineales de primer orden

Definicién: Ecuacién lineal de primer orden

Una EDO es lineal si tiene la forma

Y +alt)y = b(t),

donde a, b son funciones de t.

Meétodo del factor integrante (explicaciéon detallada)

Queremos encontrar un factor pu(t) tal que, multiplicando la ecuacion original por u, el lado
izquierdo pase a ser la derivada de un producto. Es decir, buscamos pu(t) > 0 con la propiedad

p®) (Y +alt)y) = (ut)y)"

Calculando la derivada del producto,

(hy) = p'y + py'.

Para que esto coincida con uy’ + pay necesitamos

pwy+py =y +pay = p'y = pay.

Como esto debe valer para todas las y, se obtiene la ecuacion escalar

Esta ecuacion es separable; resolviéndola:
4
—=a(t) = hp= /a(t)dt—i—Cg.
7

Tomando la constante Cy = 0 (cualquier constante escalar en u se puede absorber méas tarde),

obtenemos
wu(t) = exp(/a(t) dt).

Una vez obtenida p, multiplicamos la EDO original y escribimos

(ny)" = pb,

integramos y despejamos

1

y(t :(/utbt dt—i—C).
0 =5 ([ mereo

Ejemplo
Resolver

y +2y=et.
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Aqui a(t) = 2. Calculamos el factor integrante:

p(t) = exp</2dt) = et

Multiplicando la ecuacién por u:
2ty + 2e2ty = (e2y) = et = €.
Integrando:
2, ¢ _ it
e y—/e dt+C=¢€"+C.

Despejando:
y(t) = et + Ce .

4. Condiciones iniciales (PVI) y formas de resolverlas

Problema de valor inicial (PVI)

Un PVI para una EDO de primer orden especifica un par (tg,yo) y consiste en encontrar una
solucion y(t) tal que

y = f(t,y),

y(to) = Yo

Dos formas (practicas) de imponer la condicién inicial

Al resolver una EDO con condicién inicial existen dos formas comunes de aplicar la condicién:

1. Usar limites en la integral (método de primitivas definidas). Cuando se integra una
igualdad G(y(t))" = F'(t), es frecuente integrar desde to hasta t y obtener

G(y(t)) — G(y(to)) = F(t) — F(to)-
De este modo la constante C' queda fijada autométicamente por la condicion y(tg) = yo.

2. Resolver la EDO en forma general y luego fijar la constante. Primero se obtiene
la solucion general y(¢; C') (con una constante C'). Luego se sustituye t = tg y y = yo para
resolver la ecuacion y(tg; C') = yo y obtener C.

Ambos procedimientos son equivalentes; elegir uno u otro depende de qué forma de trabajo
resulte mas comoda en el caso concreto.
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Ejemplo

Ejemplo usando limites en la integral. Resolver
y=ty, y0)=1

Partimos de ,

— =t.
Y

¢, t
Integramos / ?;Jy((ss)) ds = / sds. La izquierda es In |y(t)| — In|y(0)|. Con y(0) = 1,
0 0

2

t
In|y(t)| —Inl = 5

Como In1 = 0, In|y(t)] = 2/2 y obtenemos y(t) = e!*/2. Aquf no apareci6 constante arbitraria
C porque la fijamos con los limites.

Ejemplo
Ejemplo usando la constante y luego aplicando la condicién. Resolver
y+y=1,  y(0)=2
Resolvemos la EDO de forma general: p = e,
(ly) =e! = ey=e+C = ylt)=1+Ce".
Aplicamos la condicion y(0) = 2:

2=14+0C = C=1.

Solucion particular:
y(t) =1+e™".

5. Ejercicios resueltos

Ejercicio 1. Resolver y' = 3ty?, y(0) = 1.

Solucidén. Separa variables:

/
Y —3t,
y

y(®) g t
/ —Z :/ 3sds.
1 u 0

Izquierda: —ﬁ + 1. Derecha: %tQ. Entonces

Integrando de 0 a t,



Calculo II, 2025 Tutorfa XI 26 de noviembre de 2025

Despejando,
Ly %p o =
y(t) 2 S 2L

valida mientras el denominador sea distinto de cero (intervalo méaximo de existencia hasta la primera
singularidad).

Ejercicio 2. Resolver ¢ +y =1, y(0) = 0.

Solucién. Lineal con a = 1,b = 1. Factor integrante u = e’.
(ely) =e' = ely=c'+C.

Usamos y(0) =0: 1-0=1+ C = C = —1. Por tanto

y(t)=1—e"

Ejercicio 3. Resolver 3/ = 232, y(1) = 1.

Solucién. Separa variables:

()
E =t".
Integrando desde 1 hasta t:
y(t) ¢
/ w3 du = / s ds.
1 1
Izquierda: [—%u‘ﬂi’(t) = —ﬁ + 3. Derecha: (t3 —1). Igualando:
11 1
- = (1)
ez ta =3 Y
Despejamos para y(t):
1 )
- -1 =2
y(t)? F-D=3
Finalmente,
1
y(t) =+ :
5 _ 243
3 3
Como y(1) =1 > 0, elegimos el signo positivo:
1
y(t) =
S _ 243
3 3

Dominios determinados por positividad del radicando.

Ejercicio 4. Resolver ¢y — 3y =6, y(0) = 2.
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Solucién. Lineal con a = —3 (because equation in standard form is ¢y + (—3)y = 6). Factor

integrante:
u(t) = Sf —3dt _ =3t

Multiplicando:

Integrando desde 0 a ¢:
t
e 3ty(t) — ey(0) = 6/ e 3 ds.
0

¢
¢ _
Calculemos: foe 35ds = —%e 35| —

0

—%e_:“ + % Entonces

e Sty(t) —2 = 6( — %673’5 + %) =273 4 2.
De donde
e 3ly(t) = =273 + 4.

Multiplicando por e3t:
y(t) = —2 + 4.

(Verificar: en t = 0, y(0) = —2 + 4 = 2, consistente.)

1

Ejercicio 5. Verificar si y(t) = 157 satisface y = —y?.
Solucién. Derivamos:

(t) = -

Y (1+1)
Calculamos la derecha:

_ (t)2 _
AN FIFAEE

Coinciden para todo t # —1. Por tanto la funcién es soluciéon en cualquier intervalo que no incluya
t=-—1.

Ejercicio 6. Resolver ¢y + 2y =t, y(0) = 0.

Solucién. Lineal con a = 2,b = t. Factor integrante p = e%.

(62ty)/ — tth.

Integramos por partes la integral [ te?’dt. Tomemos u = t, dv = e?!dt. Entonces du = dt, v = e?’.

t 1 t 1
/tthdt = 2t — / Zetdt = —e® — 22t 4 (.

2 2 2 4
Por tanto y .

2t U oo L ooy

ey = e € +C.
Dividiendo por e?,

t 1
t)=-— -+ Ce 2.
y(t) =5 — 4 +Ce

7
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Aplicando y(0) = 0:
1 1
O—O—z—i—C == C_Z

Solucién final:

11,
)=z ——+-=
6. Ejercicios propuestos
1. Resolver ¥/ = y(1 —t).
2. Resolver 3y + 4y = e~ 2t
3. Resolver 3y = t2y3.
4. Resolver y — 3y = 6.
5. Verificar si y(t) = %th satisface ¢/ = —y2.

6. Resolver el problema de valor inicial ' + 2y = ¢, y(0) = 0.



