Calculo II, 2025 Tutorfa X 18 de noviembre de 2025

TUTORIA X: SERIES DE POTENCIA Y SERIES DE TAYLOR

16.1 Definicién y radio de convergencia

Definicién 16.1: Serie de potencias

Sea a € R. Una serie de potencias centrada en a es una serie de funciones

o0
Z cn(x —a)”,
n=0

donde (cp)n>0 €s una sucesion real de coeficientes. El dominio de convergencia es el conjunto de
x € R para los cuales la serie converge.

Radio de convergencia (Teorema)

Para toda serie de potencias existe un namero R € [0, 00] (el radio de convergencia) tal que:
= la serie converge absolutamente para |z — a| < R;
» la serie diverge para |z — a| > R;
= en los puntos z con |x — a| = R la convergencia debe estudiarse caso a caso.

Ademaés, R se puede calcular por las formulas

1
i limsup {/|cy| 0 R = lim

n—00 B=€2

Cn+1

cuando el segundo limite existe.

Ejemplo

X n
Ejemplo (factorial): Z x—‘ Aqui {/1/n! — 0, luego 1/R =0y R = +oo. La serie converge
n!
n=0

para todo x € R.

Ejemplo

o

Ejemplo (geométrica): Zx". Criterio de la razon: |z| < 1 es la condicion de convergencia;
n=0

el radio es R = 1. La suma es - cuando |z| < 1.

Ejemplo
o0
Ejemplo (caso puntual): Zn”x” Si z # 0, los términos no tienden a cero (crecen muy

n=0
rapido), por tanto la serie solo converge en x = 0: R = 0.
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Propiedades ttiles

» Si 0 <7 < R entonces la serie converge uniformemente en [a — r,a + 7].

» El dominio de convergencia es un intervalo simétrico alrededor de a: (a — R, a+ R) (con posible
inclusion o exclusion de los extremos).

16.2 Operaciones término a término: derivaciéon e integracion

Teorema 16.2: Derivacion término a término

Si f(z) => 7" cn(x — a)™ tiene radio de convergencia R > 0, entonces la serie

oo
Z nep(z —a) !
n=1

converge en (a— R,a+ R) (mismo radio) y coincide con f/(z). Es decir, se puede derivar término
a término dentro del intervalo de convergencia.

Teorema 16.3: Integraciéon término a término

Con las mismas hipotesis, para cualquier x en (a — R,a + R),

" ftydt = \Cn
/a nZ:On—i-l

y la serie resultante tiene el mismo radio de convergencia R.

(.%' o a)nJrl7

Ejemplo
Ejemplo: Partiendo de 7 (2" = ﬁ para |z| < 1,
> 1

d n = n—1
— Yy "= na" = —, lz] < 1.
w2 = Sy

También, integrando de 0 a x:

Ejemplo

Observacion importante (uniformidad local): En todo subintervalo compacto contenido
en (a — R,a + R) la derivacion e integracion término a término son uniformemente validas.
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16.3 Series de Taylor y funciones analiticas

Definicién 16.4: Serie de Taylor

Sea f infinitamente diferenciable en un entorno de a. Su serie de Taylor centrada en a es

© ) (g
1) =3 T Dy
n=0

n:

Si existe un R > 0 tal que para |vr — a| < R se cumple f(x) = Ty(x), decimos que f es
real-analitica (o admite desarrollo en serie de potencias) en a.

Resto de Taylor (forma de Lagrange)

El resto de orden n para f alrededor de a queda

I AGRI(3)

(@) = ) "

(z —a)"™,

para algin £ entre a y z. Si r,(x) — 0 cuando n — oo para cada x del entorno, entonces
f(x) = Ty(x) alli.
Ejemplo

Ejemplo (condicién practica): Si existen K > 0 y un entorno donde |f(™(¢)] < K para todo
n, entonces por el término factorial en el denominador 7,(x) — 0 y f coincide con su serie de
Taylor (criterio de derivadas acotadas).

Ejemplo
Contraejemplo (funciéon C*° no analitica): La funcion

6*1/"’32, x #0,
0, z =0,

tiene todas las derivadas en 0 iguales a 0, luego su serie de Taylor en 0 es identicamente 0, pero
f(z) # 0 para x # 0. Asi f no es analitica en 0.
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16.4 Series de Taylor clasicas (presentadas claramente)

Series fundamentales (todas centradas en 0)

n
INE r eR
n=0
co 2n+1
» sinz = -1 z€R
ng()( ) (2n+1)
ce p2n
» cosz = )Y (=1)" , v€eR
nz:;) (2n)!
o
. = Zm”, lz] <1
n=0
oo
» In(1+2) Z ”+1 , zl <1, 2> —1.
ce p2n+l
» arctanx = T;)(_l)nQn 1 x| <1, = # +i.

Ejemplo

Notas practicas:
» Para exp,sin, cos el radio es R = 400 (series convergen en todo R).
» Para 1 y In(1 + ) el radio es R = 1.

» arctanz tiene radio R = 1 y converge condicionalmente en = +1 (puntos tratados con
alternancia).
Ejemplo
Ejemplo (usar series para aproximar): Para e”,
x2 3

Para x = 0,5 la suma de los primeros cuatro términos ya da excelente precision.

16.5 Propiedades ttiles y corolarios

» Linealidad: suma y multiplicacién por escalares funcionan término a término en intervalos
de convergencia comunes.
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= Producto Cauchy: el producto de dos series de potencias centradas en a se puede obtener
mediante la convolucién de sus coeficientes en el radio de convergencia comun.

£ (@)

n!

» Coeficientes y derivadas: si f(z) = > a,(x — a)™ entonces a, =

Ejercicios solucionados (detallados)

2
Ejercicio resuelto 1. Calcule el radio de convergencia de Z S—Rx"
n=0
Solucién. Usamos la raiz:
Jn2| n?m 1
3|3 nooeo 3

Entonces 1/R =1/3 y R = 3. (Alternativamente usar la razon: 2= — 1/3.)

Ejercicio resuelto 2. Determine la serie de Taylor de sinz centrada en 0 hasta orden 5 y estime
el error para |z| < 0,5.

Solucién. Derivadas en 0: sin(®(0) = 0, sin/(0) = 1, sin”(0) = 0, sin®(0) = —1, sin®(0) =
0, sin®(0) = 1.

La serie hasta orden 5:
3 5
T n x
sine ~ x a1 Tk

Resto en forma de Lagrange: para algin £ entre 0 y z,

ro(o) = 2 s
ol

Como |sin® ()] < 1, |r5(x)| < . Para |z]| < 0,5,

=2}

5
20

|rs(x)| < ~ 6,0 x 107,

Ejercicio resuelto 3. Exprese In(1 + ) como serie (justificacion breve).

Solucién. Para |z| < 1, considerar la derivada:

n:O

d
In(1
ar ( +x

Integrando término a término desde 0 hasta z,

o0

In(1+z)=> (-1)

n=0

[e9)
§ : n+lx

valido para || < 1 (y por extension condicional en = 1 con suma alternante).
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Ejercicios propuestos

o
1. Calcule el radio de convergencia de Z nlz™.

n=0

2. Determine la serie de Taylor de e” centrada en 0 hasta orden 6 y estime el error para |z| < 1.

3. Halle la expansion en serie de arctan x y determine su radio de convergencia.

4. Obtenga la serie de Taylor (centrada en 0) de 5- Discuta el radio de convergencia.

1
1+=z
X n
5. Indique para qué valores de x converge Z % (Es uniforme en R? ;En [—1,1]?

n=1

6. (Desafio) Sea f(x) = e 17 con f(0) = 0. Calcule las derivadas en 0 y explique por qué la
serie de Taylor en 0 no representa a f salvo en x = 0.

7. (Aplicacion) Usa las series truncadas (polinomios de Taylor) para aproximar sin(0,7) con error
menor a 1074, ;Qué orden necesitas?



