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.nas palabras de los autores

jBienvenido a la novena edicién de Cdlculo! Nos enorgullece ofrecerle una nueva version
revisada de nuestro libro de texto. Mucho ha cambiado desde que escribimos la primera
edicion hace mas de 35 afios. En cada edicion los hemos escuchado a ustedes, esto es,
nuestros usuarios, y hemos incorporado muchas de sus sugerencias para mejorar el libro.

A lo largo de los afios, nuestro objetivo ha sido siempre escribir con precision y de
manera legible conceptos fundamentales del calculo, claramente definidos y demostrados.
Al escribir para estudiantes, nos hemos esforzado en ofrecer caracteristicas y materiales que
desarrollen las habilidades de todos los tipos de estudiantes. En cuanto a los profesores, nos
enfocamos en proporcionar un instrumento de ensefianza amplio que emplea técnicas pe-
dagégicas probadas, y les damos libertad para que usen en forma mads eficiente el tiempo
en el sal6n de clase.

También hemos agregado en esta edicién una nueva caracteristica denominada ejercicios
Para discusion. Estos problemas conceptuales sintetizan los aspectos clave y proporcionan
alos estudiantes mejor comprension de cada uno de los conceptos de seccion. Los ejercicios
Para discusion son excelentes para esa actividad en el salén de clase o en la preparacién de
examenes, y a los profesores puede resultarles valioso integrar estos problemas dentro de su
repaso de la secci6n. Estas y otras nuevas caracteristicas se unen a nuestra pedagogia pro-
bada en el tiempo, con la meta de permitir a los estudiantes y profesores hacer el mejor uso
del libro.

Esperamos que disfrute la novena edicién de Cdlculo. Como siempre, serdn bienveni-
dos los comentarios y sugerencias para continuar mejorando la obra.

2 B Brune V.Elonts

Ron Larson Bruce H. Edwards
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.aracterl'sticas

H

— _PARA DISCUSION )

erramientas pedagoégicas

iNUEVO! Los ejercicios para discusion que aparecen
ahora en cada seccion sintetizan los conceptos
principales de cada una y muestran a los estudiantes
c6mo se relacionan los temas. A menudo constituyen
problemas de varias partes que contienen aspectos
conceptuales y no computacionales, y que pueden
utilizarse en discusiones de clase o en la preparacion
de exdmenes.

Para discusion

72.

Desarrollo de conceptos

11. Considerar la longitud de la gréfica de fix) = 5/x, desde

(1, 5) hasta (5, 1):

v
(1,5)

y
1,5

Bow R o,

Estimar la longitud de la curva mediante el cdlculo de
la distancia entre sus extremos, como se muestra en la
primera figura.

Estimar la longitud de la curva mediante el cdlculo de
las longitudes de los cuatro segmentos de recta, como
se muestra en la segunda figura.

Describir cémo se podria continuar con este proceso
a fin de obtener una aproximacion mds exacta de la
longitud de la curva.

)

Utilizar la grafica para responder a las siguientes pre-
guntas.

v

=

a) (Entre qué par de puntos consecutivos es mayor la razén
de cambio promedio de la funcién?

(Larazén de cambio promedio de f entre A y B es mayor
o menor que el la razén de cambio instantdneo en B?
Trazar una recta tangente a la grafica entre los puntos
Cy D cuya pendiente sea igual a la razén de cambio
promedio de la funcién entre C'y D.

b)

c)

DESARROLLO DE CONCEPTOS }

Los ejercicios de desarrollo de conceptos son preguntas
disefiadas para evaluar la comprensién de los estudian-
tes en torno a los conceptos bésicos de cada seccion.
Estos ejercicios animan a los estudiantes a verbalizar y
escribir respuestas, lo que promueve habilidades de
comunicacion técnica que serdn invaluables en sus
futuras carreras.

— AYUDAS DE ESTUDIO )

Las ayudas de estudio distinguen errores comunes, indican casos especiales
que pueden provocar confusion, y amplian a conceptos importantes. Estas
ayudas proporcionan a los estudiantes informacién puntual, similar a los

comentarios del profesor en clase.

Cuando se use la
definici6n para encontrar la derivada de
una funcién, la clave consiste en volver
a expresar el cociente incremental
(o cociente de diferencias), de manera

que Ax no aparezca ¢
denominador. El ejemplo 3 tam-
bién se puede resolver sin hacer uso de

la regla de la cadena, si se observa que

+3x' 4+ 32 + 1
Tener en cuenta

EJEMPLO | Levantamiento de un objeto

Determinar el trabajo realizado al levantar un objeto de 50 libras a 4 pies.

Solucién La magnitud de la fuerza requerida F es el peso del objeto, como se muestra en
la figura 7.48. Asi, el trabajo realizado al levantar el objeto 4 pies es

W = FD
= 50(4) Fuerza = 50 libras, distancia = 4 pies.

= 200 libras-pies.

Trabajo = (fuerza)(distancia).

que se puede comprobar la respuesta de
un problema de integracion al derivar la

EJEMPLOS )

A lo largo del texto, se trabajan ejemplos paso a
paso, que muestran los procedimientos y técnicas
para resolver problemas, y dan a los estudiantes
una comprension amplia de los conceptos del
calculo.




Caracteristicas xiii

— EJERCICIOS )

La practica hace al maestro. Los ejercicios BB eiercicios
son con frecuencia el primer lugar que e
consultan los estudiantes en un libro de e s o
texto. Los autores han dedicado mucho .

tiempo analizdndolos y revisandolos; el e e et oria s el canciones 17 {\

- "
L fl)=Vx y=0 x=0 x=3

resultado es un completo y sélido conjunto ugere

os 1y 2, utilizar el cjemplo 1 como modelo para  En los ejercicios 13 22, formular una integral definida que pro-

63.  Ciclo respiratorio El volumen Ven litros de aire en los pulmo-

ia: Sea ¢, = 3i%/n) " ¢ % ' "
& oy=0, x=0, x=1 nes durante un ciclo respiratorio de cinco segundos se aproxima

2.
de ejercicios de diferentes tipos y niveles de Gugerencia: Seac, = ) medianteelmodelo V = 017297 + 0.1522¢% — 0.03747 donde

o ., En los ejercicios 3 a 8, evaluar la integral definida mediante la tes el tiempo en segundos. Aproximar el volumen medio de aire
dificultad al final de cada seccién para defmicin de mic . los pulmones durante un ciclo.

g 3 g 3 g e 64. Promedio deventas Una compaiia ajusta un modelo a los datos
COHSlderar tOdOS IOS CStllos de aprendlzaje * L o * J‘T ' de ventas mensuales de un producto de temporada. El modelo es
de los estudiantes. < [ e o [aea s =L+ s +0ssen(Z) 0

7. [ (2 1 de 8. [ (20 +3) de donde S son las ventas (en miles) y 7 es el tiempo en meses.

1

| a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar

f(t) = 0.5 sen(mt/6) para 0 < 1 < 24. Emplear la grafica

para explicar por qué el valor medio de f(¢) es cero sobre
el intervalo.

_ A P L I c A c I 0 N E s b) Recurrir a una herramienta de graficacién para representar

) S(1) y la recta g(1) = 1/4 + 1.8 en la misma ventana de

observacion. Utilizar la gréfica y el resultado del apartado

a) para explicar por qué g recibe el nombre recta de ten-

“¢Cudndo usaré esto?”, los autores tratan de responder esta dencia.

: g e g H= 65. Modelado matemdtico ~Se prueba un vehiculo experimental en
pregunta de los estudiantes con ejercicios y ejemplos que se una pista recta. Parte del reposo y su velocidad v (metros por segun-
seleccionaron con todo cuidado. Las aplicaciones se toman de doj se regstra en I tabla cada 10 segundos durante un minuto.

t 0 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60

diversas fuentes: eventos actuales, datos de trabajo, tendencias

industriales, y se relacionan con una amplia gama de intereses.

E L o a) Emplear una herramienta de graficacién para determinar un
ntender donde se usa (o puede usarse) el cdlculo fomenta una modelo de la forma v = ar’ + b + ct + d para los datos.

comprension mas completa del material.

v 0 5 21|40 | 62| 78 | 83

318 CAPITULO4  Integracién EJERCICIOS DE RE PAS 0)

IR ciercicios de repaso Los ejercicios de repaso ubicados al final de cada capitulo

En los ejercicios 1y 2, utilizar la grifica de f para dibujar una
grifica de f.

cia de 264 pies. Encontrar la distancia en la cual

e e A wlocidad proporcionan a los estudiantes mas oportunidades para

de 30 millas por hora, suponiendo la misma desaceleracién

practicar. Estos conjuntos de ejercicios constituyen una

N f * f 15.  Velocidad y aceleracién Se lanza una pelota hacia arriba
, . e o st revisién completa de los conceptos del capitulo y son un
a) (Cudnto tardard la pelota en alcanzar su altura méxima? . .
\ ‘ e i i ' medio excelente para que los estudiantes preparen un examen.

) (Cuéndo la velocidad de la pelota es la mitad de la velocidad
inicial?

o iAquéalracs

A la pelota cuando su velocidad es la mitad
En los ejercicios 3 a 8, encontrar la integral indefinida. de la velocidad inicial?

16. Modelado matemdtico
. 2, millas por hora) de dos carros sobre una rampa d
g i carretera interestatal. El tiempo 7 estd en segundos.

a tabla muestra las velocidades (en
cceso

3. J‘l-’hl + x4+ 3)dy

¥ 48 X a1 ie
s f*,: dx 6. fig dx c ol s [wlis]a]2s]30 Iml Solucidn de problemas
7. f (2x — 9 sen 1) dx 8. j (5 cos x — 2 sec? ) dr M| 0257 (1629|4565 . ‘1 6. La aproximacién gaussiana de dos puntos para f¢s
L Seal) = | ~dt x>0
vl o2 |38 51|60 6|65 V ] . .
9. Encontrar la solucion particular de la ecuacion diferencial &) Encontrar (1), J ) de = (, )+ /(7)
pasa por el punto (1, ~2) ) Reeseribir las velocidades en pies por segundo b Encontrar L'x)y /(1) i v V3

B b)) Usartas

5

. Encontrar la solucién particular de la ecuacién diferencial des de regresién de una herramien P8¢ Utilizar una herramienta de graficacion para aproximar el va-

) Utilizar esta formula

1
2 ymxnmrf cos x dx. Encontrar
0 I

) = 6(x — 1) cuya grifica pasa por el punto (2, 1) y es eral ara encontrar los modelos cuadriticos par Tor de x (hasta tres lugares decimales) para el cual L(x) = el error de la aproxin
tangente a la recta 3x — y — en ese punto, datos en el apartado a). d) Demostrar que L(x, x,) = L(x,) + L(x,) para todos los oy
©) Aproximar la distancia recorrida por cada carro duranty valores positivos de x, y x, b) Utilizar esta formula para aproximar | —— dx.
H, § Entos ejerciios 115 1 » 30 segundos. Explicar la diferencia en las distancias. Y : SERES
de pend n yizsed o o )
diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar dos  En los ejercicios 17 y 18, utilizar Ia notacién sigma para esc 2. Sealy) = f sen s di. ©) Probar que la aproximacién gaussiana de dos puntos es
soluciones aproximadas de la ecuacién diferencial en el campo  la suma, @ Utilizar una herramienta de graficacicn para completar la exacta para todos los polinomios de grado 3 o menor
de pendiente, una de las cuales pase a través del punto indicado. (bl b 7. fmedes d 6 que el drea de un arco parabdl igual
) Utilizar la integracién para encontrar la solucién particular de 17, L L 1 1 a4 del producto de la base y la altura (ver la figura).
Ia ecuacién diferencial y utilizar una herramienta de graficacién 30 3 3(10) ‘ . ‘ 0 ‘ 10 ‘ 15 ‘ 19 ‘ 20 ‘
para representar la solucidn. 3\( 241y (3\(n+ 1V
w (2 B () o
. n " A
m L4 @-2 12 ) — - .
dx En los ejercicios 19 a 22, utilizar las propiedades de las sum x 21 | 25 | 30 | 40 | 50
B B el teorema 4.2 para calcular las sumas. ‘ Flx) ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
x
19. Y20 200 Y @i-1) 1 Lo
o o b SeaGl) = 5 Fl) = f sen 1 dr. Utilizar una b
21 ; @+ 12 22 herramienta de graficacdn para completar la tabla y estimar @ Graficar el arco parabélico delimitado por y = 9 — x° y

lim G(x), el eje x. Utilizar una integral apropiada para encontrar el
drea A
b) Encontrar la base y la altura del arco y verificar la f6rmula
de Arquimedes.
‘ ‘ ¢) Demostrar la formula de Arquimedes para una pardbola
general.

. 23, Escribir en notacién sigma ) la suma de los primeros die;
impares positivos, b) Ia suma de los cubos de los prim
1 enteros positivos y €) 6 + 10 + 14 + 18 + -+ + 42

G ‘ ‘ ‘ ‘
24, Caloular cada suma para x, = 2,%, = 1%, = 5. x, =

) Utilizar la definicion de la derivada para encontrar el valor
exacto del limite 1fm G(x),

*

. Galileo Galilei (1564-1642) enuncié la siguiente proposicion
relativa a los objetos en caida libre:

En los ejercicios 3 y 4, a) escribir el drea bajo la grifica de la Eltiempo en cualguier espacio que se recorre por un cuerpo

funcién dada definida sobre el intervalo indicado como un limite, acelerado uniformemente es igual al tiempo en el cual ese

SOLUCION DE PROBLEMAS ) Después ) caleular la suma del apartado ) y o) caleular el limite mismo espacio se recorreria por el misno cuerpo movién-

Estos conjuntos de ejercicios al final de cada capitulo prueban las habilidades
de los estudiantes con preguntas desafiantes que retan su pensamiento.




Xiv Caracteristicas

Calculos clasicos con relevancia contemporanea

— TEOREMAS )

Los teoremas proporcionan el
marco conceptual del cdlculo;

se enuncian claramente y se
distinguen del resto del texto
por medio de recuadros para
tener una rapida referencia
visual. Las demostraciones
mds importantes muchas
veces siguen al teorema, y se

proporcionan otras mas en un

apéndice.

TEOREMA 4.9 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Si una funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y F es una antiderivada de
fen el intervalo [a, b], entonces

J f(x) dx = F(b) — F(a).

DEFINICIONES

Al igual que con los

cydes

Similarmente, para una curva suave dada por x = g(y), la longitud de arco de g entre

d
s = f V1+ [g /(y)] 2 dy La regla de L’Hopital también puede aplicarse a los limites unilaterales, como se de-
¢

DEFINICION DE LONGITUD DE ARCO izuzies, s CENmIiones 62
enuncian claramente

Seala fl'mci(’)n dada por y = f{x) que represente una curva suave en el intervalo [a, b]. utilizando palabras sencillas

La longitud del arco de fentre a y b es y precisas; también se

separan del texto mediante

b
s = f V1 + [ f(x)]?dx. recuadros para tener una

rapida referencia visual.

muestra en los ejemplos 6y 7.

EJEMPLO 6 Forma indeterminada 0°

Encontrar 1im (sen x)*.
=0

Solucién  Porque la sustitucién directa produce la forma indeterminada 0°, proceder como
se muestra abajo. Para empezar, asumir que el limite existe y es igual a y.

diantes podrian omitir
involuntariamente. Al igual
que las ayudas de estudio,
las notas resultan invalua-
bles para los estudiantes.

— PROCEDIMIENTOS )
y = \liw‘ (sen x)* Forma indeterminada 0°.
Los procedimientos aparecen Iny = In[ lim_(sen x)] Tomar un logaritmo naturalde cada lado
separados del texto para brindar una = lim [n(sen x)] Continuidad
referencia facil. Estas lineas propor- = lim [x In(sen ] Forma indeterminada 0 - (o)
cionan a los estudiantes instruccio-  n(sen )
nes paso a paso que les ayudardn a R ="
resolver problemas de manera rapida -l =1 Fesla de LHopil
e y eficiente. = lim 1;1Xi Forma indeterminada 0/0.
—) = lim ;Czi =0 Regla de L' Hopital.
Las notas proporcionan detalles adicionales acerca de los
teoremas, definiciones y ejemplos. Ofrecen una profundiza- Ahora, porque In y = 0, concluir que y = ¢® = 1, y se sigue que
cién adicional o generalizaciones importantes que los estu- lim (sen 2 = 1. -

Al aplicar la férmula para la longitud de arco a una curva, hay que asegurarse de que la
curva se recorra una sola vez en el intervalo de integracion. Por ejemplo, el circulo dado por
X = costyy = sent,recorre una sola vez el intervalo 0 < ¢ < 27, pero recorre dos veces el inter-
valo 0 < 1 < 4. ||




Ampliar la experiencia del calculo

— ENTRADAS DE GAPI'TULOJ

Las entradas de capitulo proporcionan motivacion inicial
para el material que se abordard en el capitulo. Ademads de
los objetivos, en la entrada de cada capitulo un concepto
importante se relaciona con una aplicacién del mundo real.
Esto motiva a los estudiantes a que descubran la relevancia
del célculo en la vida.

Caracteristicas XV

aprenderd nuevos métodos para resolver
diferentes tipos de ecuaciones diferen-

s diferenciales en problemas
ion.

pitulo, se aprenderd

® C6mo generar un campo de
d

de una ecuacién
diferencial y encontrar una solucion
particular, (6.1)

® Como usar una funcién exponencial
para modelos de crecimiento y

EXPLORACION

Converso del teorema 4.4 ;Es verdadero el converso del teorema 4.4 ? Esto es, si
una funcién es integrable, gtiene que ser continua? Explicar el razonamiento y pro-
porcionar ejemplos.

Describir las relaciones entre continuidad, derivabilidad e integrabilidad. ;Cudl
es la condicién mds fuerte? ;Cudl es la mds débil? ;Qué condiciones implican otras
condiciones?

EXPLORACION

decrecimiento. (6.2)

® Como usar el método de separacién
de variables para resolver ecuaciones
diferenciales. (6.3)

® Como resolver ecuaciones
diferenciales lineales de primer
orden y la ecuaci6n diferencial de
Bernoulli. (6.4)

Suponer que se pide encontrar una
de las siguientes integrales. ; Cudl
elegirfa? Explicar la respuesta.

— _ EXPLORACIONES )

Las exploraciones proporcionan a los
estudiantes retos Unicos para estudiar [
conceptos que no se han cubierto
formalmente. Les permiten aprender
mediante el descubrimiento e introdu-
cen temas relacionados con los que
estan estudiando en el momento. Al
explorar temas de esta manera, se
estimula a que los estudiantes piensen
de manera més amplia.

a) fvx‘+ ldx o
PR

x2Jx + 1dx

b) fmn(Sx) sec2(3x) dx o

j tan(3x) dx

r DESAFI0S DEL EXAMEN PUTNAM )

Las preguntas del examen
Putnam aparecen en algunas
secciones y se toman de los
examenes Putnam reales.

Preparacién del examen Putnam

133. (Cuil es mayor
(VT o (aF)E
donde 1> 8?

134. Demostrar que si x es positivo, entonces

Ecuaciones
diferenciales

Segiin el tipo de bacteria, el tiempo que le toma duplicar su peso al cul-
tivo puede variar mucho, desde varios minutos hasta varios dias. ;C6mo
usaria ion di i imi

peso del cultivo de una bacteria? (Vea la seccién 6.3, ejercicio 84.)

Una funcién y = fix) es una solucion de una ecuacion diferencial, si la ecuacion se satisface cuando y y sus derivadas
se remplazan por fix) y sus derivadas. Una manera de resolver una ecuacion diferencial es mediante los campos de
pendientes, los cuales muestran la forma de todas las soluciones de una ecuacion diferencial. (Ver seccion 6.1)

NOTAS HISTORICAS Y BIDGRAFiAS)—

Las notas histéricas proporcionan a los estudiantes
informacion sobre los fundamentos del calculo; las
biografias les ayudan a
sensibilizar y a ensefarles
acerca de las personas que
contribuyeron a la creacién
formal del célculo.

[SUMA DE LOS PRIMEROS CIEN ENTEROS
tro de Carl Friedrich Gauss (1777-
idi6 a sus alumnos que sumaran

Jos enteros desde 1 hasta 100. Cuando
egresd con la respuesta correcta muy

0
o (1 +=
lom,(l K) >

Estos problemas fueron preparados por el Commitiee on the Putnam Prize Competi-

tion. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

. Estos ejercicios extenderan

los limites del entendimiento
de los estudiantes en relacion

empo después, el maestro no pudo
nirarle atonito. Lo siguiente fue lo

BLAISE PASCAL (1623-1662)

con el calculo y brindaran
desafios adicionales para
aquellos mas interesados.

— _PROYECTOS DE SECCION )

Los proyectos aparecen en algunas secciones y exploran a
mayor profundidad las aplicaciones relacionadas con los
temas que se estan estudiando. Proporcionan una forma
interesante y entretenida para que los estudiantes trabajen
e investiguen ideas de manera conjunta.

carente del rigor exigible en las matematicas
modernas, Pascal anticipd muchos generaliza por

resultados relevantes. nde

— 100(101)
2i=— -

b

0 Gauss:
Pascal es bien conocido por sus
contribuciones a diversas dreas de las 2k 3 100
matematicas y de la fisica, asi como por 9+ B/ + -+ 1
suinfluencia con Leibniz Aunque buena 100 + 101 + -+ + 101
parte de su obra en calculo fue intuitiva y 101 _ 5050

medio del teorema

5050.

[Froveoro e rmaswo]

Demostracién del teorema fundamental

Utilizar una herramienta de graficacion para representar la funcién
» = sen’t en el intervalo 0 < 1 < . Sea F(x) la siguiente funcién
dex

Flx) = f sentdt

) Completar la tabla. Explicar por qué los valores de f estin cre-
ciendo.

x ‘ 0 | /6 ‘ /3 ‘ w/2 21.—/3‘517/’6‘ w ‘

ol T T T T [ []

Utilizar las funciones de integracion de una herramienta de gra-
ara representar F.

e derivacion de una herramienta de gra-

n para hacer la gréfica de F'(x). ;Cémo se relaciona esta
grifica con la grifica de la parte b)?

d) Verificar que la derivada de y = (1/2)r = (sen 21)/4 es sen’r.

aficar y y escribir un pequefio pdrrafo acerca de como esta

gréfica se relaciona con las de los apartados b) y ).




Xvi Caracteristicas

Tecnologia integrada para el mundo actual

EJEMPLO 5 Cambio de variables INVESTIGACIONES CON SISTEMAS

— ALGEBRAICOS POR COMPUTADORA

Encontrar f x/2x = Ldx. Los ejemplos a lo largo del libro se
acompafian de investigaciones que

Solucion  Como en el ejemplo previo, considerar que u = 2x — 1 para obtener dx = p . g . q

du/2. Como el integrando contiene un factor de x, se tiene que despejar x en términos de emplean un sistema algebralco por

u, como se muestra. computadora (por ejemplo, Maple®)

para explorar de manera adicional un
ejemplo relacionado en el libro.
Permiten a los estudiantes explorar el

Wore= w1\ (du calculo manipulando funciones,
fx 2T o= f( 2 ) “r <7> gréficas, etc., y observar los resultados.

u=2x-1 > x= (u + 1)/2 Resolver para x en términos de u.

Después de esto, utilizando la sustitucién, se obtiene

= %f(uyz + u'/?) du

1<M5/2 u3/2
==+
4\5/2 " 32

>+c

o s g Yo - 132
10 (2x — 1) + 6 (2x — 1)32 + C.

|dF Razonamiento grdfico En los ejercicios 55 a 58, a) usar una
herramienta de graficacion para representar graficamente la
— EJERCICIOS CON HERRAMIENTAS DE GRAFICACION ) funcién, b) re]?l:esentar su fun.c10n lflVeI‘Sa,lltlllZandO la he.n:ra.mlen-
ta de graficacion y ¢) determinar si la grafica de la relacién inver-

sa es una funcion inversa. Explicar la respuesta.

La comprensién con frecuencia mejora utilizando
una grafica o visualizacion. Los ejercicios de 55 fl)=x*+x+4 56. h(x) = xJ/4 —x?
tecnologia de graficacion piden a los estudiantes
recurrir a una herramienta de graficacion para
ayudar a encontrar una solucién.

TECNOLOGIA )

A lo largo del libro, los recuadros
de tecnologia dan a los estudiantes

@D Campos de pendientes En los ejercicios 67 a 72, usar un sistema °82 4 2
algebrics po computadora para a) rasar a grificadelcampo una vision de como la tecnologia
de pendientes parala ecuacién di ial y b) trazar la grifica de
Ta solucidn que satisface Ia condicidn inicial especificada. @D En 1os efercicios 79 a 52, usar n sstema algebraico por compu- puede usarse para ayudar a resolver
tadora para encontrar la integral. Usar el sistema algebraico por
" computadora para hacer Ia grifica de dos antiderivadas. Describir problemas y explorar los conceptos
67. % =025y, y(0)=4 I relacién entre las graficas de las dos antiderivadas. K
o ) [ S L del célculo. No sélo proporcionan
St coae v discusiones acerca de dénde la
@ Do om0-y. 0 =2 8L J'Ii.rlﬂ 82. f Y g P Lo . 4
d [ send (=5-) tecnologia tiene €xito, sino también
dy
. =022 -y). ¥0) =9 4
Mg m0R0 0 sobre dénde puede fracasar.
dy
I e R R U g e ra———
&l m ra para determinar la primitiva que atraviesa el punto dado. Usar
2. = Er"”‘ sen 25 y(0) = el sistema para hacer la grifica de la antiderivada resultante. TECNOLOGIA La regla de Simpson puede usarse para dar una buena aproximacién
. 2 del valor de la integral en el ejemplo 2 (para n = 10, la aproximacién es 1.839). Al usar
Sx 6% + 1
3. fx: ot 5 6 0) 34. f (- 1p dr, (2,1) la integracién numérica, sin embargo, se debe estar consciente de que la regla de Simp-
2txt2 son no siempre da buenas aproximaciones cuando algunos de los limites de integracién
35. 5 Tdx, (0,1) 36 f 5 sdv. (3.4) . . R .
(% +2) (2 = 4)? estdn cercanos a una asintota vertical. Por ejemplo, usando el teorema fundamental del
cdlculo, se obtiene
1.99 X+ 3
EJERCICIOS CON SISTEMAS T dv= 6213,
— N —
ALGEBRAICOS POR COMPUTADORA
plicando la regla de Simpson (con n = para esta integral se produce una aproxi-
Aplicando I la de Si ( 10) i 1 d i
macién de 6.889.
iNUEVO! De igual manera que los ejercicios con

herramientas de graficacion, algunos ejercicios
pueden resolverse mejor utilizando un sistema
algebraico por computadora. Estos ejercicios son
nuevos en esta edicion.




P 1C
|ﬂ pard el calculo
En este capitulo se revisan varios concep-
tos que lo ayudardn a prepararse para el
estudio del cdlculo. Estos conceptos in-
cluyen el dibujo de graficas y funciones
asi como el ajuste de modelos matemati-
cos a conjuntos de datos. Es importante

repasar estos conceptos antes de adentrar-
se en el calculo.

En este capitulo, se aprendera:

B Como identificar las caracteristicas de
las ecuaciones y dibujar sus graficas.
(P.1)

B Como encontrar y graficar ecuaciones
de rectas, incluidas rectas paralelas y
perpendiculares, utilizando el concep-
to de pendiente. (P.2)

B Coémo evaluar y graficar funciones y
sus diferentes transformaciones. (P.3)

B Como ajustar modelos mateméticos a
conjuntos de datos encontrados en la
vida real. (P.4)

Jeremy Walker/Getty Images

En 2006, China rebasd a Estados Unidos como el mayor emisor de didxido de
carbono del mundo, el principal gas del efecto invernadero. Dadas las concen-
— traciones de didxido de carbono en la atmadsfera durante varios afios, ;pueden
los viejos modelos matematicos predecir con exactitud las futuras concentra-
ciones atmosféricas en comparacion con modelos mas recientes? (Ver la seccion
P.1, ejemplo 6.)

Los modelos matematicos se usan generalmente para describir conjuntos de datos y pueden representarse por diferen-
tes tipos de funciones tales como las lineales, cuadraticas, cubicas, racionales y trigonométricas. (Ver la seccién P.4.)




2 CAPITULO P

Preparacion para el cédlculo

Iml Graficas y modelos

Archive Photos

RENE DESCARTES (1596-1650)

Descartes hizo numerosas

contribuciones a

la filosofia, la ciencia y las matematicas. En
su libro La Géométrie, publicado en 1637,
describi6 la idea de representar los puntos
del plano por medio de pares de nimeros
reales y las curvas en el plano mediante

ecuaciones.

y
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Procedimiento grafico: 3
Figura P.1
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La parabola y = x> — 2
Figura P.2
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B Trazar la gréfica de una ecuacion.

= Encontrar las intersecciones de una grafica con los ejes.

B Analizar las posibles simetrias de una grafica con respecto a un eje y el origen.
= Encontrar los puntos de interseccion de dos graficas.

B Interpretar modelos matematicos con datos de la vida real.

La grafica de una ecuacion

En 1637, el matematico francés René Descartes revoluciond las matematicas al unir sus dos
ramas principales: dlgebra y geometria. Con ayuda del plano coordenado de Descartes, los
conceptos geométricos se pudieron formular de manera analitica y los algebraicos visuali-
zarse de forma gréfica. La potencia de este método es tal que durante un siglo se consiguid
desarrollar la mayor parte del cdlculo.

Las posibilidades de éxito en el cdlculo aumentardn siguiendo el mismo método. Es
decir, realizar el cdlculo desde multiples perspectivas —grdfica, analitica y numérica—
incrementard la comprension de los conceptos fundamentales.

Considerar la ecuacién 3x + y = 7. El punto (2, 1) es un punto solucion de la ecuacién
puesto que esta ultima se satisface (es verdadera) cuando se sustituye x por 2y y por 1. Esta
ecuacién tiene muchas otras soluciones, como (1, 4) y (0, 7). Para encontrarlas de manera
sistematica, despejar y de la ecuacidn inicial.

Meétodo analitico.

y=7—3x

Ahora, elaboramos una tabla de valores dando valores de x.

xlol1l2) 3| 4
y 7141 2] =5

Método numérico.

A partir de la tabla, puede verse que (0, 7), (1, 4), (2, 1), (3, —2) y (4, —5) son soluciones
de la ecuacion inicial 3x +y = 7. Al igual que muchas ecuaciones, ésta tiene una cantidad
infinita de soluciones. El conjunto de todos los puntos solucién constituye la grafica de la
ecuacion, como ilustra la figura P.1.

Aunque se mencione el dibujo de la figura P.1 como la grafica de 3x +y = 7, en realidad s6lo
representa una porcion de la misma. La grafica completa se extenderia fuera de la pagina. |

En este curso se estudiardn varias técnicas para la representacion grafica. La mds simple
consiste en dibujar puntos hasta que la forma esencial de la grafica se haga evidente.

EJEMPLO | Dibujo de una grafica mediante el trazado de puntos

Dibujar la grafica de y = x* — 2.

Solucién  Primero construimos una tabla de valores. A continuacion, marcamos los puntos
dados en la tabla.

x| -2, -1} 0 | 1 |23
-2 —-12|7

y| 2 —1

Por tltimo, unir los puntos con una curva suave, como se muestra en la figura P.2. Esta gréfica
es una parabola. Se trata de una de las conicas que se estudiardn en el capitulo 10.



EXPLORACION

Comparacion de los métodos
grdfico y analitico Utilizar una
herramienta de graficacion para
representar cada una de las siguientes
ecuaciones. En cada caso, encontrar
una ventana de representacion que
muestre las principales caracteristicas
de la gréfica.

a) y=x -3 +2x+5

b) y=x—3x*+2x+25
) y=—x—-32+20x+5
d) y=3x"— 402 + 50x — 45
e) y=—(x+ 12y

H y=Gx=2&—=4)x—-06)

Resolver este problema usando

s6lo métodos gréficos conllevaria
una estrategia simple de “intuicion,
comprobacién y revisién”. ;Qué
tipo de aspectos podria involucrar
un planteamiento analitico? Por
ejemplo, ;tiene simetrias la grafica?,
(tiene inflexiones? Si es asfi, (dénde
estan?

A medida que se avance por los
capitulos 1, 2 y 3 de este texto, se
estudiardn muchas herramientas
analiticas nuevas que serdn de ayuda
para analizar graficas de ecuaciones
como éstas.

SECCION P.1 Grificas y modelos 3

Uno de los inconvenientes de la representacion mediante el trazado de puntos radica en

que la obtencién de una idea confiable de la forma de una grafica puede exigir que se marque

un

gran numero de puntos. Utilizando s6lo unos pocos, se corre el riesgo de obtener una

visién deformada de la gréfica. Por ejemplo, suponiendo que para dibujar la grafica de

N

y = 30x(39 — 102 + x%)

han marcado sélo cinco puntos: (—3, —3), (—1, —1), (0, 0), (1, 1) y (3, 3), como se

muestra en la figura P.3a. A partir de estos cinco puntos, se podria concluir que la gréfica es
una recta. Sin embargo, esto no es correcto. Trazando varios puntos mas puede verse que
la grafica es mas complicada, como se observa en la figura P.3b.

, y y=.%0x(39— 10x2 + x%)
3+ (3,3) 0 ‘
’ 3+
2+ s
s
z 2T
1+ A1
©0,0)| 7 1+
1 1 1 1 1 1 x
-3 =2 -1 , 4 1 2 3 ; ; ; ; ; ; X
-1, _9’ ~IT  Sise marcan S A bz
, pocos puntos, -
’ 27T puede obtenerse )
4 una gréfica —“T
, #3337 jncorrecta Sl

b)

Figura P.3

TECNOLOGIA La tecnologia moderna ha simplificado el dibujo de grificas. No
obstante, incluso recurriendo a ella, es posible desfigurar una grafica. Por ejemplo, las
pantallas de una herramienta de graficacién de la figura P.4 muestran una porcién de la
grafica de

y=x —x—25.

La pantalla de la izquierda puede inducir a pensar que la gréifica es una recta. Sin embar-
20, la de la derecha muestra que no es asi. Entonces, cuando se dibuja una gréfica ya sea
a mano o mediante una herramienta de graficacion, debe tenerse en cuenta que las dife-
rentes ventanas de representacion pueden dar lugar a imagenes muy distintas de la gra-
fica. Al elegir una ventana, la clave estd en mostrar una imagen de la grafica que se
adecue al contexto del problema.

10 5

-

-35

-10

Visualizaciones en la pantalla de una herramienta de graficacion de y = x* — x* — 25
Figura P4

1/ En este libro, el término herramienta de graficacion se refiere a una calculadora graficadora

Ooa

un programa graficador como Maple, Mathematica o a la calculadora TI-89. |
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y

Una interseccion con el eje y
Figura P.5

Intersecciones de una grafica
Figura P.6

] =0

No hay intersecciones con el eje x

Preparacién para el célculo

Intersecciones de una grafica con los ejes

Dos tipos de puntos solucién ttiles al representar graficamente una ecuacién son aquellos
en los que la coordenada x o y es cero. Tales puntos se denominan intersecciones con los
ejes porque son los puntos en que la gréfica corta (hace interseccién con) el eje x o el eje y.
Un punto del tipo (a, 0) es una interseccién en x de la grafica de una ecuacién si es un
punto solucién de ésta. Para determinar las intersecciones en x de una grafica, igualar y a
cero y despejar x de la ecuacién resultante. De manera andloga, un punto del tipo (0, b) es
una interseccion en y de la grafica de una ecuacion si es un punto solucién de la misma.
Para encontrar las intersecciones en y de una grafica, igualar x a cero y despejar y de la
ecuacion resultante.

\[1J/'W En algunos textos se denomina x interseccion a la coordenada x del punto (a, 0) en lugar
del propio punto. Salvo que sea necesario distinguirlos, se usard el término interseccion para denotar

tanto al punto de interseccidn con el eje x como a su abscisa. |

Es posible que una gréfica carezca de intersecciones con los ejes, o que presente varias
de ellas. Por ejemplo, considerar las cuatro gréficas de la figura P.5.

y

Tres intersecciones con el eje x Una interseccion con el eje x No hay intersecciones
Una interseccion con el eje y Dos intersecciones con el eje y

EJEMPLO 2 Determinacion de las intersecciones con los ejes xy y

Encontrar las intersecciones con los ejes en la grafica de y = x* — 4x.

Soluciéon Para determinar las intersecciones en x, hacer y igual a cero y despejar x.

X—4x=0 y se iguala a cero.
x(x—2)(x+2)=0 Factorizar.
x=0,20-2 Despejar x.

Puesto que esta ecuacién admite tres soluciones, se puede concluir que la gréfica tiene tres
intersecciones en x:

0,0),(2,0) y (—2,0) Intersecciones en x.

Para encontrar las intersecciones en y, igualar x a cero. Resulta entonces y = 0. Por tanto,
la interseccién en y es

0,0) Interseccion en y.

(Ver la figura P.6.) —

TECNOLOGIA En el ejemplo 2 se utiliza un método analitico para determinar las
intersecciones con los ejes. Cuando no es posible tal enfoque analitico, se puede recu-
rrir a métodos graficos, buscando los puntos donde la gréfica toca los ejes. Utilizar una
herramienta de graficacion para aproximar las intersecciones.
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Simetria con
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y y = 2x3 — X
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1+ (1, D
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Simetria con respecto al origen

Figura P.8

SECCION P.1 Griéficas y modelos 5

Simetrias de una grafica

Es util conocer la simetria de una grafica antes de intentar trazarla, puesto que sélo se ne-
cesitaran la mitad de los puntos para hacerlo. Los tres tipos siguientes de simetrias pueden
servir de ayuda para dibujar la grafica de una ecuacion (ver la figura P.7).

1. Una grifica es simétrica respecto al eje y si, para cada punto (x, y) de la gréfica, el punto
(—x, y) también pertenece a la grafica. Esto significa que la porcion de la grafica situada
a la izquierda del eje y es la imagen especular de la situada a la derecha de dicho eje.

2. Una grifica es simétrica respecto al eje x si, para cada punto (x, y) de la grafica,
el punto (x, —y) también pertenece a la grafica. Esto quiere decir que la porcién de
la gréfica situada sobre el eje x es la imagen especular de la situada bajo el mismo eje.

3. Una gréfica es simétrica respecto al origen si, para cada punto (x, y) de la grifica, el
punto (—x, —y) también pertenece a la grafica. Esto significa que la grafica permanece
inalterada si se efectda una rotacién de 180° respecto al origen.

CRITERIOS DE SIMETRIA

1. La grifica de una ecuacion en x y y es simétrica respecto al eje y si al sustituir x
por —x en la ecuacidn se obtiene una ecuacién equivalente.

2. La grafica de una ecuacién en x y y es simétrica respecto al eje x si al sustituir y
por —y en la ecuacidn resulta una ecuacién equivalente.

3. La gréfica de una ecuacién en x y y es simétrica respecto al origen si al sustituir
xpor —xy ypor —yen la ecuacion se obtiene una ecuacién equivalente.

La grafica de un polinomio es simétrica respecto al eje y si cada uno de los términos
tiene exponente par (o es una constante). Por ejemplo, la grifica de y = 2x* — x> + 2 es
simétrica respecto al eje y. La gréafica de un polinomio es simétrica respecto al origen si cada
uno de los términos tiene exponente impar, como se ilustra en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Comprobacion de la simetria

Verificar si la grafica de y = 2x° — x es simétrica respecto al eje y y respecto al origen.

Solucion

Simetria respecto al eje y:

y = 2 —x Escribir ecuacion original.
y = 2(—)()3 —(—x) Sustituir x por —x.
y = —2x* + x Simplificar. No es una ecuacion equivalente.

Simetria respecto al origen:

y= 2% — x Escribir ecuacién original.
-y = 2(—)C)3 —(—x) Sustituir x por —xy y por —y.
—y=-2x+x Simplificar.

y= 2% — x Ecuacion equivalente.

Puesto que la sustitucién x por —x y y por —y produce una ecuacién equivalente, se con-
cluye que la gréfica de y = 2x* —x es simétrica con respecto al origen, como se muestra en
la figura P.8.
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x—y*=1 (5,2)

Interseccién
en x

-2+

Figura P.9

x2—y=3

Dos puntos de interseccion
Figura P.10

Verificar los
puntos de interseccion del ejemplo 5

sustituyéndolos en la ecuacién original

o usando la funcién de interseccion
de su herramienta de graficacién o
computadora.

EJEMPLO 4 Uso de las intersecciones y de las simetrias
para representar una grafica

Dibujar la grifica de x — y* = 1.

Soluciéon La grafica es simétrica respecto al eje x porque al sustituir y por —y se obtiene
una ecuacién equivalente.

X — y2 =1 Escribir ecuacién original.
x—(=y’=1 Sustituir y por —y.
X — y2 =1 Ecuacion equivalente.

Esto significa que la porcién de la grafica situada bajo el eje x es una imagen especular de
la porcion situada sobre el eje. Para dibujar la grafica, graficar primero la interseccién con
el eje x y la porcidn sobre el eje x. Después, reflejar el dibujo en el eje x y obtener la grafi-
ca completa, como se muestra en la figura P.9. ——

TECNOLOGIA Lasherramientas de graficacién estdn disefiadas para dibujar con mayor
facilidad ecuaciones en las que y estd en funcion de x (ver la definicién de funcién en la
seccién P.3). Para representar otro tipo de ecuaciones, es necesario dividir la grafica en
dos o mds partes, o bien, utilizar un modo grafico diferente. Por ejemplo, la grafica de la
ecuacion del ejemplo 4, puede dividirse en dos partes:

V= \/X -1 Porcidn superior de la gréfica.

v, =—x-1 Porcioén inferior de la grafica.

Puntos de interseccion

Se llama punto de interseccién de las gréificas de dos ecuaciones a todo punto que satisfa-
ga ambas ecuaciones. Los puntos de interseccién de dos graficas se determinan al resolver
sus ecuaciones de manera simultdnea.

EJEMPLO 5 Determinacion de los puntos de interseccion

Calcular los puntos de interseccién de las grficasde x> —y=3yx—y = 1.

Solucién Comenzar por representar las graficas de ambas ecuaciones en el mismo sistema
de coordenadas rectangulares, como se muestra en la figura P.10. Hecho esto, resulta evi-
dente que las gréficas tienen dos puntos de interseccion. Para determinarlos, se puede
proceder como sigue.

y = x2—3 Despejar y de la primera ecuacion.
y=x— 1 Despejar y de la segunda ecuacion.
x2=3=x—-1 [gualar los valores obtenidos de y.
x2=—x—2=0 Escribir la ecuacion en la forma general.
x—2)x+1)=0 Factorizar.
x=20-—1 Despejar x.
Los valores correspondientes de y se obtienen sustituyendo x = 2 y x = — 1 en cualquiera

de las ecuaciones originales. Resultan asi los dos puntos de interseccién:

2,1 y (-1, -2) Puntos de interseccion.
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El observatorio de Mauna Loa en
Hawai ha medido el incremento en la
concentracion de dioxido de carbono
en la atmosfera terrestre desde 1958.
El dioxido de carbono es el principal
gas causante del efecto invernadero
responsable directo del calentamiento
global.

Los modelos del ejemplo 6 se
han elaborado usando un método
denominado ajuste por minimos
cuadrados (ver la seccién 13.9). El
modelo lineal tiene una correlacién dada
por 72 = 0.997 y el modelo cuadrético
por 72 = 0.994. Cuanto mas préximo es
r*a 1, “mejor” es el modelo. [ |

SECCION P.1  Grificas y modelos 7

Modelos matematicos

Al aplicar las matemadticas en la vida real con frecuencia se usan ecuaciones como modelos
matematicos. Si se desarrolla un modelo matemadtico con el fin de representar datos reales,
debe esforzarse por alcanzar dos objetivos a menudo contradictorios: precision y sencillez.
Es decir, el modelo debera ser lo bastante sencillo como para poder manejarlo, pero también
preciso como para producir resultados significativos. En la seccién P.4 se tratan estos obje-
tivos con mas detalle.

EJEMPLO 6 El aumento de diéxido de carbono atmosférico

El observatorio de Mauna Loa, Hawai, registra la concentraciéon de diéxido de carbono (en
partes por millén) en la atmédsfera terrestre. En la figura P.11 se muestran los registros co-
rrespondientes al mes de enero de varios afios. En el nimero de julio de 1990 de Scientific
American, se utilizaron esos datos para pronosticar el nivel de diéxido de carbono en la
atmosfera terrestre en el afio 2035, utilizando el modelo cuadréatico:

y=316.2 + 0.70¢ + 0.018# Modelo cuadrdtico para los datos de 1960 a 1990.

donde ¢t = O representa a 1960, como se muestra en la figura P.11a.
Los datos que se muestran en la figura P.115 representan los afios 1980 a 2007, y pueden
modelarse mediante

y = 304.1 + 1.64¢ Modelo lineal para los datos de 1980 a 2007.

donde r = 0 representa a 1960. ;Cudl fue el prondstico dado en el articulo de Scientific
American de 19907 Dados los datos mds recientes de los afios 1990 a 2007, ;parece exacta
esa prediccion para el afio 20357

y y

385 / 385 /
= 380 /- = 380 o
£ 375 / £ 375 2
= 37 -/ = 37 o
E 365 E 365 &
5 360 // 5 360 .
S 355 > £ 355 P
% 350 8 350 -
Z 385 s’ 5 345 f
& 340 r g & 340 P
5 335 rd 5 335 7
=330 ” =, 330 -/
S st S35 7
O 3204 SRR

315 & 3155/

D e e e e B e e L —t— 111
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Aifio (0 <> 1960) Afio (0 < 1960)

a) b)
Figura P.11

Solucién Para responder a la primera pregunta, se sustituye ¢ = 75 (para el afio 2035) en
el modelo cuadritico.

y =316.2 + 0.70(75) + 0.018(75)2 = 469.95 Modelo cuadratico.

De tal manera, el prondstico establecido en el articulo de Scientific American decia que la
concentracion de didxido de carbono en la atmdsfera terrestre alcanzaria alrededor de 470
partes por millén en el aio 2035. Utilizando el modelo lineal con los datos de los afios 1980
a 2007, el prondstico para el afio 2035 es

y =304.1 + 1.64(75) = 427.1 Modelo lineal.

Por tanto, de acuerdo con el modelo lineal para los afios 1980 a 2007, parece que el pronds-
tico de 1990 fue demasiado elevado. —
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En los ejercicios 1 a 4, relacionar cada ecuacion con su grafica.

Preparacién para el célculo

Ejercicios

a)

c) y d) y

2.y=V9 —x

4. y=x—x

L y=-3x+3
3. y=3—x?

En los ejercicios 5 a 14, elaborar la grafica de la ecuacién mediante

En los ejercicios 19 a 28, encontrar todas las intersecciones con
los ejes.

19. y=2x—5 20. y =4x*>+ 3

2l. y=x>+x—-2 22. y2 =x3 — 4x
23. y = x/16 — x? 24, y=(x— 1)V + 1

2 — Ux x2 + 3x

25, y=—"7""— 26, y="—"—""—

YT s YT Bx 12
27. x>y — x>+ 4y =0 28. y=2x — Jx? +1

En los ejercicios 29 a 40, buscar si existe simetria respecto a cada
uno de los ejes y respecto al origen.

29. y=x>—-6 30. y=x>—x

31. y2=x3 — 8 32. y=x>+x

3. xy=4 34. xy2 = —10

35.y=4—-Ux+3 36. xy — V4 —x>=0
2

37‘y=x2%1 38'y=x2xT1

39. y =[x + x| 40. |[y] —x=3

En los ejercicios 41 a 58, trazar la grafica de la ecuacion. Iden-
tificar todas las intersecciones con los ejes y determinar si existe
simetria.

el trazado de puntos.

5.y=%x+2 6. y=5—2x

7.y=4—x? 8. y=(x—3)?

9. y=|x+ 2] 10. y = |x|] — 1

1. y=/x—6 12. y= Jx+2
3 1

13. y == 14. y =

3. X M)

fﬂF En los ejercicios 15 y 16, describir las ventanas de la figura.

15.
y=x+4x>—-3

AL

[\f

16.
y =[xl + |x = 16]

_/

41. y =2 — 3x 42. y=—3x+6
43.y=%x—4 44.y=_%x+1
45.y =9 — x? 46. y = x2 + 3
47. y = (x + 3)? 48. y = 2x2 + x
49. y = x> + 2 50. y = x* — 4x
5.y=xJx+5 52,y =25 -
53. x =3 54. x=y>— 4
55.y=§ 56. y = 10

X x>+ 1
57. y =6 — |« 58. y =16 — x]

HF En los ejercicios 59 a 62, utilizar una herramienta de graficaciéon
para dibujar la grafica de la ecuacion. Identificar toda intersec-
cion con los ejes y determinar si existe simetria.

59. y2—x=9
61. x +3y2 =6

60. x> + 4y? =
62. 3x — 4y? =

de En los ejercicios 17 y 18, utilizar una herramienta de graficacion

para representar la ecuacion. Desplazar el cursor a lo largo de
la curva para determinar de manera aproximada la coordenada
desconocida de cada punto solucién, con una exactitud de dos
decimales.

17. y=5—x a) (2,y) b) (x,3)
18. y =45 — 5x a) (—05,y) b (x,—4)

En los ejercicios 63 a 70, encontrar los puntos de interseccion de

las graficas del par de ecuaciones.

63. x+ty=38 64. 3x — 2y = —4
4x —y =17 4x + 2y = —10

65. x>+ y=6 66. x =3 — y?
xt+ty=4 y=x—1

67. x>+ y2 =15 68. x>+ y>=25
x—y=1 —3x+y=15

El simbolo Pi: sefiala los ejercicios donde se pide utilizar tecnologia grdfica o un sistema de dlgebra
computacional. La resolucion de los demads ejercicios también puede simplificarse mediante el uso
de la tecnologia adecuada.



69. y = x*
y=x

70. y = x> — 4x
y=—-(+2)
Fl? En los ejercicios 71 a 74, utilizar una herramienta de graficacion

para encontrar los puntos de interseccion de las grificas. Verificar
los resultados de manera analitica.

TL.y=x—2x>+x—1

y=—x>+3x—1 y=1-x2
73.y=Jx+6 4.y = —|2x — 3| + 6
y=V—x—4x y=6—x

H? 75. Modelado matemdtico En la tabla se muestra el Indice de
Precios al Consumidor (IPC) para una seleccion de varios afios.
(Fuente: Bureau of Labor Statistics.)

1975 |1 1980 | 1985 | 1990 | 1995 | 2000 | 2005

53.8 | 824 | 107.6 | 130.7 | 152.4 | 172.2 | 1953

a) Utilizar una herramienta de graficacién para el cdlculo de
regresion con el fin de encontrar un modelo matemadtico de
la forma y = ar* + bt + c para los datos. En este modelo,
y representa el IPC y ¢ representa el afio, donde r = 5 co-
rresponde a 1975.

b) Representar el modelo en la calculadora y comparar los
datos.

¢) Utilizar el modelo para predecir el IPC del afio 2010.

EE 7.

Modelo matemdtico La siguiente tabla muestra el nimero de
usuarios de teléfonos méviles (en millones) en Estados Unidos
en los afios mostrados. (Fuente: Cellular Telecommunications
and Internet Association.)

Ano 1990 | 1993 | 1996 | 1999 | 2002 | 2005

Nuamero 5 16 44 86 141 208

a) Utilizar la funcién de regresion de una herramienta de gra-
ficacion y encontrar asi un modelo matematico de la forma
y = at® + bt + ¢ de los datos. En este modelo, y representa
el nimero de usuarios y ¢ representa el afio, donde t = 0
corresponde a 1990.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para colocar los datos
y graficar el modelo. Comparar los datos con el modelo.

¢) Utilizar el modelo para predecir el nimero de usuarios de
teléfonos moviles en Estados Unidos en el aio 2015.

77. Punto de equilibrio Calcular las ventas necesarias para alcan-
zar el punto de equilibrio (R = C), si el costo* C de producir x
unidades es:
C=5.5x+10000
y los ingresos R por vender x unidades son:
R =3.29x.
Alambre de cobre La resistencia y en ohms** de 1 000 pies
de alambre de cobre a 77° F admite el modelo matemaético

10770
y = 2
X

Ecuacién de costo.

Ecuacién de ingresos.

BE 7.

—0.37, 5<x <100

*En Espana se le denomina coste.
**En Espaiia las siguientes unidades de medicién se denominan: volts =
voltios; amperes = amperios; ohms = ohmios; henrys = henrios; decibeles
= decibelios; watts = watios.
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donde x es el didmetro en milésimas de pulgada. Representar el
modelo en la herramienta de graficacion. Si se duplica el didme-
tro del hilo, jen qué factor aproximado varia la resistencia?

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 79 y 80, escribir una ecuacion cuya grafica
tenga la propiedad que se indica (puede existir mas de una
respuesta correcta).

79.
80.
81.

La gréfica tiene interseccionesen x = —4, x =3y x = 8.
P L . 3 5
La gréfica tiene interseccionesen x = —3,x =4 y x = 3.

a) Comprobar que si una grafica es simétrica con respecto
al eje x y al eje y, entonces es simétrica con respecto al
origen. Dar un ejemplo que muestre que lo contrario no
es cierto.

b) Comprobar que si una grafica es simétrica con respecto
acualquiera de los ejes y al origen, entonces es simétrica
con respecto al otro eje.

Para discusion

82. Relacionar la ecuacién o ecuaciones con las caracteristicas

dadas.
D) y=32—-3x i)y=(x+3)? ii) y=3x—-3
vy y=3x WY=32+3 ) y=Vx+3
a) Simétrica con respecto al eje y
b) Tres intersecciones con el eje x
¢) Simétrica con respecto al eje x
d) (—2,1)esun punto de la grifica
e) Simétrica con respecto al origen
) La gréfica pasa por el origen

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 83 a 86, determinar cuando

la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que demuestre que es falsa.

83.

84.

85S.

86.

Si(—4, —5) es el punto de una grafica simétrica con respecto al
eje x, entonces (4, —5) también es un punto de dicha gréfica.

Si(—4, —5) es el punto de una gréfica simétrica con respecto al
eje y, entonces (4, —5) también es un punto de dicha gréfica.

Si b* — 4ac > 0y a # 0, entonces la grifica de y = ax® + bx
+ ¢ tiene dos intersecciones con Xx.

Si b* — 4ac = 0y a # 0, entonces la grifica de y = ax* + bx
+ ¢ sélo tiene una interseccion con x.

En los ejercicios 87 y 88, encontrar una ecuacion de la grafica
que se compone de todos los puntos (x, y) que tienen la distancia
dada respecto al origen (repasar la formula de la distancia en el
apéndice C).

87.

88.

La distancia respecto al origen es el doble de la distancia que
hay desde (0, 3).

La distancia respecto al origen se obtiene al multiplicar la dis-
tancia que hay desde el punto (2, 0) por K (K # 1).
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Im Modelos lineales y ritmos o velocidades de cambio

Ay =y, — y, = cambio en y
Ax = x, — x, = cambio en x
Figura P.12

1 —
(<2,0) /
—_—
-2 -1 1 2 3
_1 —

Si m es positiva, la recta sube
de izquierda a derecha
Figura P.13

Encontrar la pendiente de una recta que pasa por dos puntos.

Escribir la ecuacién de una recta dados un punto y su pendiente.

Interpretar la pendiente como razén o ritmo en aplicaciones cotidianas.

Trazar la grafica de una ecuacioén lineal en la forma pendiente-interseccion.

Escribir las ecuaciones de rectas que son paralelas o perpendiculares a una recta dada.

La pendiente de una recta

La pendiente de una recta no vertical es una medida del nimero de unidades que la recta
asciende (o desciende) verticalmente por cada unidad de variacién horizontal de izquierda
a derecha. Considerar los dos puntos (x;, ¥,) y (x,, y,) de la recta de la figura P.12. Al des-
plazarse de izquierda a derecha por la recta, se produce una variacién vertical de

Ay =y, =y Cambio en y.
unidades por cada variacién horizontal de
Ax = x, — x, Cambio en x.

unidades. (A es la letra griega delta mayuscula y los simbolos Ay y Ax se leen “delta de y”
y “delta de x™.)

DEFINICION DE LA PENDIENTE DE UNA RECTA

La pendiente 2 de una recta no vertical que pasa por los puntos (x,, y,) y (x,, ¥,) €s

A —
m=2Y _Y2"Nh

, X, £ X,
Ax  x,—x,

La pendiente no esta definida por rectas verticales.

Al aplicar la férmula de la pendiente, observar que

o=V _ -y =) _ Yi— )

n=x —(x-x) x-x .

Por tanto, no importa el orden en que se reste, siempre que sea coherente y las dos “coordenadas
restadas” provengan del mismo punto. |

En la figura P.13 se muestran cuatro rectas con pendiente: una positiva, otra cero, otra
negativa y otra “indefinida”. En general, cuanto mayor sea el valor absoluto de la pendiente
de una recta, mayor es su inclinacién. Por ejemplo, en la figura P.13, la recta con pendiente
—5 estd mas inclinada que la de pendiente %

y y y
4L 44 0,4 4 3.4
m,=0 m,=-5
3l 3 37 3+ p
~ m, esta
(-1,2) 2,2) 5 5| indefinida

1+ 1 1 3, 1)

-

f f f f x f f f f f X f f f
2 -1 1 2 3 -1 2 3 4 -1 12 4
-1+ -1 (1,-1) -1
Si m es cero, la recta es hori- Si m es negativa, la recta baja Si m es indefinida, la recta es
zontal de izquierda a derecha vertical



EXPLORACION

Estudio de ecuaciones de rectas
Utilizar una herramienta de grafi-

cacidn para dibujar cada una de las
siguientes ecuaciones lineales. ;Qué

punto es comun a las siete rectas?

(Qué nimero determina la pendien-

te de la recta en cada ecuacion?

a) y—4=-2x+1)

b) y—4=—-1(x+1)

c) y—4=—%(x+l)

d) y—4=0(x+ 1)

O y—4=x+1
Dy—a=1x+1)

8 y—4=2x+1)

Utilizar los resultados para
construir la ecuacién de una recta

que pase por (—1, 4) con una
pendiente de m.

Y y=3x-5
1 | /
R LT
L3 4
-1+ (Ay=3
Pyl AXE 1
N
1,-2)
—4
-5
/
La recta de pendiente 3 que pasa por el
punto (1, —2)
Figura P.15
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Ecuaciones de las rectas

Para calcular la pendiente de una recta pueden utilizarse dos de sus puntos cualesquiera. Esto
puede verificarse con ayuda de los tridngulos semejantes de la figura P.14. (Recordar que los
cocientes de los lados correspondientes de dos tridngulos semejantes son todos iguales.)

(%, v,)

¥y oy —
TN HTh

Cualquier par de puntos de una
recta determina su pendiente
Figura P.14

Se puede escribir la ecuacion de una recta si se conocen su pendiente y las coordenadas
de uno de sus puntos. Dada la pendiente m y un punto (x,, y,). Si (x, y) denota cualquier otro
punto de la recta, entonces

Y—N
X=X

=m.

Esta ecuacidn, que involucra las dos variables x y y, se puede escribir de la formay — y, =
m(x — x,), la cual es conocida como ecuacién punto-pendiente de una recta.

ECUACION PUNTO-PENDIENTE DE UNA RECTA

La ecuacién de la recta con pendiente m que pasa por el punto (x;, y,) estd dada
por

Yy =y = mx = xp).

EJEMPLO I Determinacion de la ecuacién de una recta

Encontrar la ecuacion de la recta con pendiente 3 que pasa por el punto (1, -2).
Solucién
y =y =mx—x)

y—(=2) =3x—-1

Forma punto-pendiente.

Sustituir y, por —2, x, por 1 y m por 3.

y+2=3x—-3 Simplificar.
y = 3x — 5 Despejar y.
(Ver la figura P.15.) ——

(W Recordar que la pendiente puede usarse s6lo para describir una recta no vertical. De tal ma-
nera, las rectas verticales no pueden expresarse mediante ecuaciones punto-pendiente. Por ejemplo,
la ecuacion de la recta vertical que pasa por el punto (1, —2) esx = 1. |
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6
g .
5
= -y
E 4 .__,:___:J 838 000
8
‘c’ 3 10
A=)
g 2
2
Al
—AN\— } }
1995 2005 2015
Ao

Poblacion de Colorado en el censo
Figura P.16

Razones y ritmos o velocidades de cambio

La pendiente de una recta puede interpretarse ya sea como una razdn 0 COmo una propor-
cion, o bien como una fasa, ritmo o velocidad de cambio. Si los ejes x y y tienen la misma
unidad de medida, la pendiente no tiene unidades y es una razon o proporcion. Si los ejes
x y y tienen distintas unidades de medida, la pendiente es una tasa, ritmo o velocidad de
cambio. Al estudiar célculo, se encontrardn aplicaciones relativas a ambas interpretaciones
de la pendiente.

EJEMPLO 2 Crecimiento de poblaciones y disefio técnico

a) Lapoblacién de Colorado era de 3 827000 habitantes en 1995 y de 4665000 en 2005.
Durante este periodo de 10 afios, el ritmo o velocidad de cambio promedio de la po-
blacioén fue:

cambio en poblacién

Ritmo o velocidad de cambio = - —
cambio en afios

_4665000-3827000
2005-1995

=83 800 personas por afio.

Si la poblacién de Colorado continda creciendo a este ritmo durante los préximos 10
afios, en 2015 alcanzard 5503 000 habitantes (ver la figura P.16). (Fuente: U.S. Census
Bureau.)

b) En un torneo de saltos de esqui acudtico, la rampa se eleva hasta una altura de 6 pies
sobre una balsa de 21 pies de largo, como se ilustra en la figura P.17. La pendiente
de la rampa de esqui es el cociente entre su altura (ascenso) y la longitud de su base
(avance).

. ascenso . .
Pendiente de la rampa = ———— Ascenso es el cambio vertical,

avance avance es el cambio horizontal.
_ 6 pies
21 pies

[ 21 pies |

Dimensiones de una rampa de esqui acuatico
Figura P.17 —

El ritmo o velocidad de cambio calculado en el ejemplo 2a es un ritmo o velocidad de
cambio medio. Un ritmo o velocidad de cambio medio siempre se calcula con respecto a un
intervalo que en este caso es [1995, 2005]. En el capitulo 2 se estudiard otro tipo de ritmo o
velocidad de cambio, denominado ritmo o velocidad de cambio instantdnea.



y=2x+1
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Representacion grafica de modelos lineales

Muchos de los problemas de geometria analitica pueden clasificarse en dos categorias bésicas:
1) dada una gréfica, ;cudl es su ecuacion?, y 2) dada una ecuacién, ;cudl es su grafica? La
ecuacién punto-pendiente de una recta puede emplearse para resolver ciertos problemas de
la primera categoria. No obstante, esta forma no resulta util para resolver problemas de la
segunda categoria. La forma que mejor se adapta al trazado de la grafica de una recta es la
forma pendiente-interseccion de la ecuacion de una recta.

ECUACION PENDIENTE-INTERSECCION DE UNA RECTA

a) m = 2;larecta sube

Figura P.18

La gréfica de la ecuacién lineal
y=mx+b

es una recta que tiene pendiente m y una interseccion con el eje y en (0, b).

EJEMPLO 3 Trazado de rectas en el plano

Dibujar la gréifica de cada una de las siguientes ecuaciones.

a) y=2x+1 b) y=2 ¢) 3y+tx—6=0

Solucion

a) Puesto que b = 1, la interseccién en y es (0, 1). Como la pendiente es m = 2, se sabe
que la recta asciende dos unidades por cada unidad que se mueve hacia la derecha,
como se muestra en la figura P.18a.

b) Dado que b = 2, la interseccién en y es (0, 2). Como la pendiente es m = 0, se sabe
que es horizontal, como se ilustra en la figura P.18b.

¢) Comenzar por escribir la ecuacion en forma pendiente-interseccion.

3y+x—6=0 Ecuacién original.
3y =—x+ 6 Despejar el término en y.
1
y=-—=x+ 2 Forma pendiente-interseccion.
3
De esta forma, puede verse que la interseccién en y es (0, 2) y la pendiente m = — 1. Esto

quiere decir que la recta desciende una unidad por cada tres unidades que se mueve hacia
la derecha, como se muestra en la figura P.18c.

y y
3+ 3+
y=2
~
0,2)
14 1
} } } x
1 2 3
b) m = 0;larecta es horizontal ¢) m=— %; la recta baja
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En matematicas, la
expresion “si'y s6lo si” es una manera
de establecer dos implicaciones en una
misma afirmacién. Por ejemplo, la pri-
mera afirmacion de la derecha equivale
a las dos implicaciones siguientes:

a) Si dos rectas no verticales distintas
son paralelas, entonces sus pen-
dientes son iguales.

b) Si dos rectas no verticales distintas
tienen pendientes iguales, entonces
son paralelas.

Dado que la pendiente de una recta vertical no estd definida, su ecuacién no puede
escribirse con la forma pendiente-interseccion. Sin embargo, la ecuacién de cualquier recta
puede escribirse en la forma general:

Ax +By+ C=0 Forma general de la ecuacion de una recta.

donde A y B no son ambos cero. Por ejemplo, la recta vertical dada por x = a puede repre-
sentarse por la ecuacién general x — a = 0.

Resumen de ecuaciones de las rectas

1. Forma general: Ax+By+C=0, (A,B#0)
2. Recta vertical: xX=a

3. Recta horizontal: y=5>b

4. Forma punto-pendiente: y—y, = mx— x)

S. Forma pendiente-interseccion: y=mx+b

Rectas paralelas y perpendiculares

La pendiente de una recta es util para determinar si dos rectas son paralelas o perpendi-
culares, como se muestra en la figura P.19. En especifico, dos rectas no verticales con la
misma pendiente son paralelas, y dos rectas no verticales cuyas pendientes son reciprocas
negativas son perpendiculares.

/ )
Rectas paralelas Rectas perpendiculares
Figura P.19

RECTAS PARALELAS Y RECTAS PERPENDICULARES

1. Dos rectas no verticales distintas son paralelas si y sé6lo si sus pendientes son
iguales, es decir, si y s6lo si m, = m,.

2. Dos rectas no verticales son perpendiculares si y s6lo si sus pendientes son
reciprocas negativas, es decir, si y s6lo si

m=—-——-:

n,
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EJEMPLO 4 Rectas paralelas y rectas perpendiculares

Hallar la forma general de las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (2, —1) y
son

a) paralelaalarecta2x — 3y =135 b) perpendicular a la recta 2x — 3y = 5.
Y (Ver la figura P.20.)

Solucion Al escribir la ecuacién lineal 2x — 3y = 5 en forma punto-pendiente, y = §x - %,
se ve que la recta dada tiene pendiente m = .

| | | / x a) La recta que pasa por (2, —1) y es paralela a la recta dada tiene también pendiente
4 de 2.

3

] y =y =mx— x) Forma punto-pendiente.
y—(—1)= % x—2) Sustituir.

2x-3y=7 3+ 1) =2(x — 2) Simplificar.

Rectas paralela y perpendicular a 2x—=3y—-7=0 Forma general.

2x—3y=35

Figura P.20 Observar la similitud con la ecuacion original.

b) Calculando el reciproco negativo de la pendiente de la recta dada, se determina que la

pendiente de toda recta perpendicular a la inicial es — 3. Por tanto, la recta que pasa

por el punto (2, —1) y es perpendicular a la recta dada tiene la siguiente ecuacion.

y—y =mx—x) Forma punto-pendiente.
y—(—1)=-— % x—2) Sustituir.
20+ 1) = =3(x — 2) Simplificar.
3x+2y—4=0 Forma general. ——

CONFUSION TECNOLOGICA La pendiente de una recta aparece distorsionada si se
utilizan diferentes escalas en los ejes x y y. Por ejemplo, las dos pantallas decalculadora
grifica de las figuras P21a y P21b muestran las rectas dadas pory = 2xy y = —3x + 3.
Puesto que las pendientes de estas rectas son una el negativo del inverso de la otra, las
rectas son perpendiculares. Sin embargo, en la figura P.21a no lo parecen, debido a que
la escala del eje x no es la misma que la escala del eje y. En la figura P.215 aparecen
perpendiculares debido a que la escala utilizada del eje x es igual a la empleada para el
eje y. Este tipo de ventanas se denominan ventanas cuadradas.

10 6
-10 10 O n s ] 9
-10 -6
a) Laescala del eje x no es la misma b) Laescala del eje x es la misma
que la del eje y que la del eje y

Figura P.21
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En los ejercicios 1 a 6, calcular la pendiente de la recta a partir
de su grafica.

Preparacion para el célculo

Ejercicios

1. 2.
y y
7 7 /
6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
X X
1234567 1234567
3. 4
y y
7
6 6
5 5
4
3 3
2 2
1 1
X X
1234567 123456
S. 6
y y
28 -\ 70 /.
241\ 60 /
20 50
16 40 /
12 \ 30 /
8 20 -/
4 10
\ X / X
123\567 1234567

En los ejercicios 7 y 8, trazar las rectas que pasan por el punto
dado con la pendiente indicada. Dibujar en un mismo sistema de
coordenadas.

Punto Pendientes
7. (3,4) a) 1 b) —2 ¢) —3 d) indefinida
8. (—2,5) a) 3 b) —3 c) 3 d) 0

En los ejercicios 9 a 14, dibujar el par de puntos y calcular la
pendiente de la recta que pasa por ellos.
9. (3,-4),(5,2) 10. (1,1),(—=2,7)
11. (4,6),(4, 1) 12. (3,-5),(5 -5
12 31 73) (5 _1
3. (-33).(-3.3) 4. (53,6 -3)
En los ejercicios 15 a 18, utilizar el punto de la recta y su pendiente

para determinar otros tres puntos por los que pase la recta (hay
mas de una respuesta correcta).

Punto Pendiente Punto Pendiente
15. 6,2) m=0 16. (—4,3) m indefinida
17. 1,7) m=-3 18. (-2,-2) m=2

19. Diseiio de una cinta Se estd construyendo una cinta trans-
portadora de manera que se eleve 1 metro por cada 3 metros de
avance horizontal.

a) Calcular la pendiente de la cinta.

b) Suponer que la cinta corre entre dos pisos de una fébrica.
Calcular la longitud de la cinta si la distancia vertical entre
ambos pisos es de 10 pies.

20. Ritmo de cambio Cada uno de los siguientes datos es la pen-
diente de una recta que representa los ingresos diarios y en tér-
minos del tiempo x en dfas. Utilizar la pendiente para interpretar
la variacién en los ingresos correspondiente a un incremento de
un dia.

a) m = 800 b) m = 250 c) m=0

21. Modelo matemdtico Lasiguiente tabla muestra las poblaciones
y (en millones) de Estados Unidos durante 2000-2005. La va-
riable 7 representa el tiempo en afios, r = 0 corresponde a 2000.
(Fuente: U.S. Bureau of the Census.)

t 0 1 2 3 4 5

y | 2824 | 2853 | 2882 | 291.1 | 293.9 | 296.6

a) Dibujar los datos a mano y unir los puntos adyacentes con
un segmento de linea.

b) Utilizar la pendiente de cada segmento de linea con objeto
de determinar en qué afio se increment6 la poblacién con
menor rapidez.

22. Modelo matemdtico La siguiente tabla muestra el ritmo o
velocidad » (en millas por hora) al que se estd moviendo un
vehiculo transcurridos ¢ segundos.

t | 5 |10 | 15|20 | 25| 30

r | 57748 | 84 | 61 | 43

a) Dibujar la grafica a mano y unir los puntos adyacentes con
un segmento de linea.

b) Utilizar la pendiente de cada segmento de linea con objeto
de determinar en qué intervalo cambi6 mds rdpidamente el
ritmo o velocidad del vehiculo. ;Cémo cambié el ritmo o
velocidad?

En los ejercicios 23 a 28, calcular la pendiente y la interseccion en
y (si es posible) de la recta.

23. y=4x-3 24, —x+y=1
25. x+5y=20 26. 6x—5y=15
27. x=4 28. y= -1

En los ejercicios 29 a 34, encontrar la ecuacion de la recta que pasa
por el punto y tiene la pendiente indicada. Trazar la recta.

Punto Pendiente Punto Pendiente
29. (0,3) m = % 30. (-5,-2) m indefinida
3. (0,0) m=3 32, (0,4) m=0
3. (3,-2) m=3 4. (-2,4) m=—3



SECCION P.2

En los ejercicios 35 a 44, encontrar la ecuacion de la recta que
pasa por los puntos y trazar la recta.

35. (0,0), (4,8) 36. (0,0),(—1,5)

37. (2,1),(0,-3) 38. (-2,-2),(1,7)

39. (2,8),(5,0) 40. (-3,6),(1,2)

41. (6, 3),(6,8) 42. (1,-2),(3,-2)

43. (59).(0.3) 4. 53.G.-9)

45. Determinar la ecuacion de la recta vertical con interseccién en
xen 3.

46. Demostrar que la recta con intersecciones con los ejes en (a, 0)
y (0, b) tiene la siguiente ecuacién.

f+%=1, a#z0,b#0

a

En los ejercicios 47 a 50, utilizar el resultado del ejercicio 46 para
escribir la ecuacion de la recta.

47. interseccion en x: (2, 0) 48. interseccion en x: (—%, 0)
interseccion en y: (0, 3) interseccion en y: (0, —2)
49. Punto de la recta: (1, 2) 50. Punto de larecta: (—3,4)
interseccion en x: (a, 0) interseccion en x: (a, 0)
interseccion en y: (0, a)

(a #0)

interseccion en y: (0, a)
(a#0)

En los ejercicios 51 a 58, trazar la grafica de la ecuacion.
51. y=-3 52, x=4

53. y=-2x+1 54. y:%x—l

55. y—2=3x-1) 56. y—1=3(x+4)
57. 2x—y—-3=0 58. x+2y+6=0

HF 59. Configuracion cuadrada Utilizar una herramienta de gra-

ficacion para dibujar ambas rectas en cada ventana de visor.
Comparar las graficas. ;Las rectas aparecen perpendiculares?
Lo son? Explicar la respuesta.

a) Xmin = =5 b) Xmin = —6
Xmax =5 Xmax =6
Xscl =1 Xscl =1
Ymin = —5 Ymin = —4
Ymax =5 Ymax =4
Yscl=1 Yscl=1

Para discusion

60. Una recta esta representada por la ecuacion ax + by = 4.

a) (Cudndo la recta es paralela al eje x?

b) (Cudndo la recta es paralela al eje y?

¢) Dar valores para a y b de manera que la recta tenga una
pendiente de 3.

d) Dar valores para a y b de manera que la recta sea per-
pendicular a larectay = #x + 3.

e) Dar valores para a y b de manera que la recta coincida
con la grafica de 5x + 6y = 8.

Modelos lineales y ritmos o velocidades de cambio 17

En los ejercicios 61 a 66, escribir la ecuacion de la recta que pase
por el punto y que sea: a) paralela a la recta dada, y b) perpen-
dicular a la recta dada.

Punto Recta Punto Recta
61. (-7,-2) «x=1 62. (—1,0) y=-3
63. (2,1) 4x—2y=3 64 (—3,2) x+y=7
65. (3,3 Sx—3y=0 66.(4 -5 3x+4y=7

Ritmo o velocidad de cambio En los ejercicios 67 a 70, se da el
valor de un producto, en délares, durante 2004 y el ritmo o velo-
cidad al que se espera que varie su valor durante los préximos 5
aios. Utilizar esta informacion para escribir una ecuacion lineal
que proporcione el valor en dolares V del producto en términos
del afio z. (Sea ¢t = 0 representativo del aiio 2000.)

Valor en 2008 Ritmo o velocidad
67. $13850 $250 aumento anual
68. $156 $4.50 aumento anual
69. $17200 $1600 reduccién anual
70. $245 000 $5 600 reduccién anual

HF En los ejercicios 71 y 72, utilizar una herramienta de grafica-

cion para representar las parabolas y encontrar sus puntos de
interseccion. Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por los
puntos de interseccion y dibujar su grafica en la misma ventana
de representacién.

71. y = x?

y = 4x — x?

72. y= x*?—4x+3
y=-—x>+2x+3
En los ejercicios 73 y 74, determinar si los puntos son colineales.

(Se dice que tres puntos son colineales si pertenecen a una misma
recta.)

73. (=2,1),(=1,0),(2,-2) 74. (0,4),(7,—6),(=5,11)

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 75 a 77, encontrar las coordenadas del punto
de interseccion de los segmentos dados. Explicar el razona-
miento.

75. (b, ¢) 76. (b, ¢
(-a,0) (@,0) (-a, 0) (a,0)
Bisectrices perpendiculares Medianas

77. (b, c)

(=a, 0) (a, 0)
Alturas

78. Demostrar que los puntos de interseccion en los ejercicios
75,76y 77 son colineales.

79. Conversion de temperaturas Encontrar la ecuacion lineal que
exprese la relacién que existe entre la temperatura en grados
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80.

A 81

82.

83.

FlFb)

A sa.

CAPITULOP  Preparacién para el cilculo

Celsius C y la temperatura en grados Fahrenheit F. Utilizar
el hecho de que el agua se congelaa 0° C (32° F) y hierve a 100°
C (212° F) para convertir 72° F a grados Celsius.

Reembolso de gastos Una compaiiia reembolsa a sus repre-
sentantes de ventas $175 diarios por alojamiento y comidas mds
48¢ por milla recorrida. Escribir una ecuacion lineal que exprese
el costo diario C para la compaiifa en términos de x, el nimero
de millas recorridas. ;Cudnto le costard a la empresa que uno
de sus representantes de ventas recorra 137 millas?

Eleccion profesional Un empleado tiene dos opciones a pues-
tos en una gran corporacién. En un puesto le pagan $14.50 por
hora mds un bono de $0.75 por unidad producida. En el otro,
$11.20 por hora mds un bono de $1.30.

a) Representar graficamente las ecuaciones lineales corres-
pondientes a los salarios por hora W en términos de x, el
ntimero de unidades producidas por hora, para cada una de
las opciones.

b) Representar con una heramienta de graficacion las ecua-
ciones lineales y encontrar el punto de interseccidn.

¢) Interpretar el significado del punto de interseccién de las
gréficas del apartado b). {Como usaria esta informacién
para seleccionar la opcién correcta si su objetivo fuera
obtener el mayor sueldo por hora?

Depreciacion lineal Un pequeno negocio adquiere un equipo

de $875. Transcurridos 5 afios el equipo serd obsoleto, carente

de valor.

a) Escribir una ecuacion lineal que proporcione el valor y del
equipo en términos del tiempo x, 0 =< x = 5.

b) Encontrar el valor del equipo cuando x = 2.

¢) Calcular el momento en que el valor del equipo es $200
(con una precision de dos cifras decimales).

Alquiler de apartamentos Una agencia inmobiliaria maneja
un complejo de 50 apartamentos. Cuando el alquiler es de $780
mensuales, los 50 apartamentos estdn ocupados. Sin embargo,
cuando el alquiler es de $825, el nimero promedio de aparta-
mentos ocupados desciende a 47. Suponer que la relacién entre
el alquiler mensual p y la demanda x es lineal. (Nota: Aqui se usa
el término demanda para referirse al nimero de apartamentos
ocupados.)

a) Escribir una ecuacién lineal que proporcione la demanda

x en términos del alquiler p.

Extrapolacion lineal Utilizar una herramienta de grafica-

cion para representar la ecuacion de la demanda y emplear

la funcién trace para pronosticar el nimero de apartamentos
ocupados si el alquiler aumenta a $855.

¢) Interpolacion lineal Pronosticar el niimero de apartamentos
ocupados si el alquiler baja a $795. Verificar el resultado
graficamente.

Modelo matemdtico Un profesor pone cuestionarios de 20

puntos y exdmenes de 100 puntos a lo largo de un curso de ma-

temadticas. Las calificaciones promedio de seis estudiantes, dadas
como pares ordenados (x, ), donde x es la calificaciéon media en
los cuestionarios y y la calificacién media en los exdmenes, son

(18, 87), (10, 55), (19, 96), (16, 79), (13,76) y (15, 82).

a) Empleando una herramienta de graficacién con programa
para el célculo de regresiones, encontrar la recta de regre-
sién, por minimos cuadrados, para los datos.

b) Utilizar una herramienta de graficacién para trazar los pun-
tos y graficar la recta de regresién en una misma ventana.

85.

86.

¢) Utilizar la recta de regresion para pronosticar la calificacion
promedio en los exdmenes de un estudiante cuya califica-
cién promedio en los cuestionarios es 17.

d) Interpretar el significado de la pendiente de la recta de
regresion.

e) Si el profesor afiade 4 puntos a la calificaciéon promedio
en los examenes de cada alumno, describir el cambio de
posicién de los puntos trazados y la modificacion de la
ecuacion de la recta.

Recta tangente Encontrar la ecuacién de la recta tangente al
cfrculo x* + y* = 169 en el punto (5, 12).

Recta tangente  Encontrar la ecuacién de la recta tangente al
circulo (x — 1)> 4+ (y — 1)*> = 25 en el punto (4, —3).

Distancia En los ejercicios 87 a 92, calcular la distancia que exis-
te entre el punto y la recta o entre las rectas, utilizando la férmula
para la distancia entre el punto (x,,y,) y larectaAx + By + C = 0.

Distancia = M
JAT+ B?

87. Punto: (0, 0) 88. Punto: (2, 3)

Recta: 4x + 3y = 10 Recta: 4x + 3y = 10

89. Punto: (=2, 1) 90. Punto: (6, 2)
Recta:x —y —2=0 Recta:x = —1

91. Recta:x +y =1 92. Recta:3x —4y =1
Recta:x +y =135 Recta: 3x — 4y = 10

93. Demostrar que la distancia que existe entre el punto (x;, y,) y la
rectaAx + By + C =0es
Distancia = w

VAT + B?

94. Escribir la distancia d entre el punto (3, 1) y larectay = mx + 4
en términos de m. Emplear una herramienta de graficacion para
representar la ecuacién. (Cuando es 0O la distancia? Explicar el
resultado de manera geométrica.

95. Demostrar que las diagonales de un rombo se cortan perpen-
dicularmente. (Un rombo es un cuadrildtero con lados de igual
longitud.)

96. Demostrar que la figura que se obtiene uniendo los puntos me-
dios de los lados consecutivos de cualquier cuadrildtero es un
paralelogramo.

97. Demostrar que si los puntos (x,, y,) y (x,, ¥,) pertenecen a la
misma recta que (x%, y%) y (x%, y%), entonces:

Vo= Vi _ Y=
XX XX
Suponer que x, # x, y xT # x%.
98. Demostrar que si las pendientes de dos rectas son reciprocas

negativas de la otra, entonces las rectas son perpendiculares.

¢(Verdadero o falso? En los ejercicios 99 y 100, determinar si la
afirmacion es verdadera o falsa. Si no lo es, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que muestre su falsedad.

99.

100.

Las rectas de ecuaciones ax + by = ¢, y bx — ay = ¢, son
perpendiculares. Suponer que a # 0y b # 0.

Dos rectas con pendientes positivas pueden ser perpendiculares
entre si.
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Iml Funciones y sus graficas

Una funcion real f de una variable real
Figura P.22

NOTACION DE FUNCIONES

Gottfried Wilhelm Leibniz fue el primero
que utilizo la palabra funcion, en 1694, para
denotar cualquier cantidad relacionada

con una curva, como las coordenadas de

uno de sus puntos o su pendiente. Cuarenta
afios mas tarde, Leonhard Euler empled la
palabra“funcion”para describir cualquier
expresion construida con una variable y
varias constantes. Fue ¢l quien introdujo la
notacion y = f(x).

Usar la notacién de funcién para representar y evaluar funciones.
Encontrar el dominio y recorrido o rango de una funcién.

Trazar la gréfica de una funcién.

Identificar los diferentes tipos de transformaciones de las funciones.
Clasificar funciones y reconocer combinaciones de ellas.

Funciones y notacion de funciones

Una relacién entre dos conjuntos X y Y es un conjunto de pares ordenados, cada uno de la
forma (x, y), donde x es un elemento de X y y un elemento de Y. Una funcion de X a Y es
una relacion entre X y Y con la propiedad de que si dos pares ordenados tienen el mismo
valor de x, entonces también tienen el mismo valor de y. La variable x se denomina variable
independiente, mientras que la variable y se denomina variable dependiente.

Muchas situaciones de la vida real pueden describirse mediante funciones. Por ejemplo,
el drea A de un circulo es una funcién de su radio r.

A=mr? A es una funcién de r.

En este caso, r es la variable independiente y A, la variable dependiente.

DEFINICION DE FUNCION REAL DE UNA VARIABLE REAL

Sean X y Y conjuntos de ndimeros reales. Una funcién real f de una variable real x de
X a Y es una regla de correspondencia que asigna a cada nlimero x de X exactamente
un nimero y de Y.

El dominio de fes el conjunto X. El nimero y es la imagen de x por f'y se denota
mediante f(x), a lo cual se le llama el valor de f en x. El recorrido o rango de f se
define como el subconjunto de Y formado por todas las imigenes de los nimeros de
X (ver la figura P.22).

Las funciones pueden especificarse de muchas formas. No obstante, este texto se
concentra fundamentalmente en funciones dadas por ecuaciones que contienen variables
dependientes e independientes. Por ejemplo, la ecuacién

xX*+2y=1 Ecuacién en forma implicita.

define y, la variable dependiente, como funcién de x, la variable independiente. Para evaluar
esta funcién (esto es, para encontrar el valor de y correspondiente a un valor de x dado)
resulta conveniente despejar y en el lado izquierdo de la ecuacion.

1 2 . L.
y= 5(1 -x°) Ecuacién en forma explicita.
Utilizando f como nombre de la funcidn, esta ecuacién puede escribirse como:
1 2
f(x) = E(l - x2). Notacién de funciones.

La ecuacién original x* + 2y = 1 define implicitamente a y como funcién de x. Cuando se
despeja y, se obtiene la ecuacion en forma explicita.

La notacidn de funciones tiene la ventaja de que permite identificar claramente la variable
dependiente como f{x), informando al mismo tiempo que la variable independiente es x y
que la funcién se denota por “f”. El simbolo f(x) se lee “f de x”. La notacién de funciones
permite ahorrar palabras. En lugar de preguntar “;cudl es el valor de y que corresponde a
x = 37" se puede preguntar “;cudnto vale f(3)?”
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En célculo, es
importante especificar con claridad el
dominio de una funcién o expresion.
Por ejemplo, en el ejemplo 1c, las
expresiones

fle+ Ax) — f(x)
Ax
Ax #0

son equivalentes, ya que Ax = 0 se
excluye del dominio de la funcién o
expresion. Si no se estableciera esa
restriccion del dominio, las dos expre-
siones no serfan equivalentes.

2x + Ax,

Preparacion para el cdlculo

En una ecuacién que define a una funcion, el papel de la variable x es simplemente el
de un hueco a llenar. Por ejemplo, la funcién dada por

flx) =2x —4x + 1
puede describirse como

I

donde se usan paréntesis en lugar de x. Para evaluar f{—2), basta con colocar —2 dentro de
cada paréntesis.

)+ 1

f(=2)=2(=2y —4(-2) + 1
=24)+8+1
=17

Sustituir x por —2.
Simplificar.

Simplificar.

(17 Aunque es frecuente usar f como un simbolo adecuado para denotar una funcién y x para la
variable independiente, se pueden utilizar otros simbolos. Por ejemplo, todas las ecuaciones siguientes
definen la misma funcién.

fx)y=x*—4x+17
fiy=0—4+7
gls)y=s>—4s+7

El nombre de la funcion es f, el de la variable independiente es x.
El nombre de la funcién es f, el de la variable independiente es .

El nombre de la funcion es g, el de la variable independiente es s.

|
EJEMPLO |I Evaluacion de una funcion
Para la funcion f definida por f{x) = x> + 7, calcular:
Q) fBay b fo-1 o IEHAOTIW L
Ax
Solucién
a) f(Ba) = (Ba)?+7 Sustituir x por 3a.
=9a> + 7 Simplificar.
by fb—-1)=bB-1)2>+7 Sustituir x por b — 1.
=p>-20+1+7 Desarrollar el binomio.
=p—-2b+38 Simplificar.
0 flx + Ax) — f(x) _ [(x+Ax)2+ 7] — (x2+ 7)
Ax Ax
X2+ A+ (A2 + T —x2 =7
- Ax
_ 2xAx + (Ax)?
- Ax
_ AF(2x + Ax)
A
= 2x + Ax, Ax # 0

(017 La expresion del ejemplo 1c se llama cociente incremental o de diferencias y tiene un sig-
nificado especial en el cdlculo. Se verd mds acerca de esto en el capitulo 2. |
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Dominio
b) Eldominio de f1o constituyen
todos los valores reales de x tales que
x # g + nar y el recorrido o rango
es (—oo, o0)
Figura P.23

y f(x):{l_x’ x<1

Vx-=1,x2>1

] ]
T T

Recorrido: y >0

]
T

1 2 3 4

Dominio: todos los x reales

El dominio de f'es (—oo, o0) y el recorrido
es [0, o)
Figura P.24
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Dominio y recorrido o rango de una funcién

El dominio de una funcién puede describirse de manera explicita, o bien de manera im-
plicita mediante la ecuacién empleada para definir la funcién. El dominio implicito es el
conjunto de todos los nimeros reales para los que esta definida la ecuacién, mientras que
un dominio definido explicitamente es el que se da junto con la funcién. Por ejemplo, la
funcién dada por

4<x<5

f)=

x*—4

tiene un dominio definido de manera explicita dado por {x: 4 = x = 5}. Por otra parte, la
funcién dada por

g =——

tiene un dominio implicito: es el conjunto {x: x # *=2}.

EJEMPLO 2 Calculo del dominio y del recorrido de una funcién

a) El dominio de la funcién
f@)=+x-1

es el conjunto de los valores de x tales que x — 1 = 0; es decir, el intervalo [1, o). Para
encontrar el recorrido o rango, se observa que f(x) =+/x — I nunca es negativo. Por ende,
el recorrido o rango es el intervalo [0, «), como se sefiala en la figura P.23a.

b) Como se muestra en la figura P.23b, el dominio de la funcién tangente

fix) = tan x

es el conjunto de los valores de x tales que

T
X # E +nm, con n entero. Dominio de la funcién tangente.

El recorrido o rango de esta funcién es el conjunto de todos los nimeros reales. Para
repasar las caracteristicas de ésta y otras funciones trigonométricas, ver el apéndice C.

EJEMPLO 3 Una funcién definida por mas de una ecuacién

Determinar el dominio y el recorrido o rango de la funcién

1-x, six<l
f(x)={

x—1, six=>1

Solucion Puesto que festa definida para x < 1 y x = 1, su dominio es todo el conjunto
de los ntimeros reales. En la parte del dominio donde x = 1, la funcién se comporta como
en el ejemplo 2a. Para x < 1, todos los valores de 1 — x son positivos. Por consiguiente, el
recorrido de la funcién es el intervalo [0, «). (Ver la figura P.24.) ——

Una funcién de X a Y es inyectiva (o uno a uno) si a cada valor de y perteneciente al
recorrido o rango le corresponde exactamente un valor x del dominio. Por ejemplo, la funcién
dada en el ejemplo 2a es inyectiva, mientras que las de los ejemplos 2b 'y 3 no lo son. Se dice
que una funcién de X a Y es suprayectiva (o sobreyectiva) si su recorrido es todo Y.
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y y=f@®
(x, f(x))

BACY)

1
1
1
1
1
1
L

-
X

Grafica de una funcion
Figura P.25

Y fo=x

S =|x]

Grafica de una funcion

La gréfica de una funcién y = f(x) estd formada por todos los puntos (x, f{(x)), donde x per-
tenece al dominio de f. En la figura P.25, puede observarse que

x = distancia dirigida desde el eje y

fix) = distancia dirigida desde el eje x.

Una recta vertical puede cortar la grafica de una funcién de x como maximo una vez. Esta
observacién proporciona un criterio visual adecuado, llamado criterio de la recta vertical,
para funciones de x. Es decir, una grafica en el plano de coordenadas es la grafica de una
funcidn x si y sélo si ninguna recta vertical hace interseccién con ella en mas de un punto.
Por ejemplo, en la figura P.26a puede verse que la grafica no define a y como funcién de x,
ya que hay una recta vertical que corta a la grafica dos veces, mientras que en las figuras
P.26b y ¢ las gréficas si definen a y como funcién de x.

a) No es una funcion de x b) Una funcion de x ¢) Una funcion de x

Figura P.26

En la figura P.27 se muestran las graficas de ocho funciones bdsicas, las cuales hay que
conocer bien. (Las graficas de las otras cuatro funciones trigonométricas basicas se encuen-
tran en el apéndice C.)

fo =2 y ’

3 f@=x

f(x)=cos x

|
T

1

Funcion valor absoluto

Graficas de ocho funciones basicas
Figura P.27

Funcién racional

Funcién seno

Funcidn coseno



EXPLORACION

Escritura de ecuaciones de funcio-
nes Cada una de las pantallas

de la herramienta de graficacién
mostradas abajo exhibe la gréifica de
una de las ocho funciones bésicas
de la pagina anterior. Cada pantalla
muestra también una transformacion
de la gréfica. Describir esta transfor-
macién y usar su descripcion para
escribir la ecuacion de la transfor-
macion.

a)

-9 9

b)

c)
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Transformaciones de funciones

Algunas familias de graficas tienen la misma forma bdsica. Por ejemplo, vamos a comparar
la grafica de y = x? con las graficas de las otras cuatro funciones cuadréticas de la figura

P.28.

y=x2+2

y=(x+2) y=x

o -

-3 -2 -1 1

b) Traslacion horizontal (a la izquierda)

y y

2+ 4T

7 3T

1L y=1-(x+3) Pl
y:x2 y:xz

1,,

f f f f x
-2 -1 1 2 1 /1\ f —t—>x
3 5/ 3 \-l 12

-1+ y:—x -

_2,,

-2+ |

¢) Reflexion

Figura P.28

d) Traslacion a la izquierda, reflexion y
traslacion hacia arriba

Cada una de las grificas de la figura P.28 es una transformacion de la grificade y = x°.
Los tres tipos basicos de transformaciones ilustrados por estas graficas son las traslaciones
verticales, las traslaciones horizontales y las reflexiones. La notacién de funciones es ade-
cuada para describir transformaciones de graficas en el plano. Por ejemplo, si se considera
que f{x) = x*es la funcién original en la figura P.28, las transformaciones mostradas pueden
representarse por medio de las siguientes ecuaciones.

y=fx)+2
y=flx +2)
y=—flx)

y=—fix+3)+1

Traslacién vertical de 2 unidades hacia arriba.
Traslacién horizontal de 2 unidades a la izquierda.
Reflexion respecto al eje x.

Traslacion de 3 unidades a la izquierda, reflexion respecto al eje x y
traslacion de 1 unidad hacia arriba.

TIPOS BASICOS DE TRANSFORMACIONES (¢ > 0)

Grifica original: y = flx)
Traslacién horizontal de ¢ unidades a la derecha: y=flx —c¢)
Traslacion horizontal de ¢ unidades a la izquierda: y=flx+c¢)
Traslacion vertical de ¢ unidades hacia abajo: y=fix)—¢c
Traslacion vertical de ¢ unidades hacia arriba: y=fx)+c
Reflexion (respecto al eje x): y = —fx)
Reflexion (respecto al eje y): y =f(—x)
Reflexion (respecto al origen): y=—f(—x)
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Bettmann/Corbis

LeonnArD EuLER (1707-1783)
Ademas de sus contribuciones esenciales
a casi todas las ramas de las matematicas,
Euler fue uno de los primeros en aplicar el
calculo a problemas reales de la fisica. Sus
numerosas publicaciones incluyen temas
como construccion de barcos, acustica,
Optica, astronomia, mecanica y
magnetismo.

PARA MAYOR INFORMACION
Puede encontrarse mas informacién
sobre la historia del concepto de
funcién en el articulo “Evolution of
the Function Concept: A Brief
Survey”, de Israel Kleiner, en The
College Mathematics Journal.
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Graficas de funciones polinomiales de grado par

Preparacion para el cdlculo

Clasificaciones y combinaciones de funciones

Lanocién moderna de funcién es fruto de los esfuerzos de muchos matematicos de los siglos
xviy xviL. Mencién especial merece Leonhard Euler, a quien debemos la notacién y = f(x).
Hacia finales del siglo xvi, los matematicos y cientificos habian llegado a la conclusién de
que un gran nimero de fenémenos de la vida real podian representarse mediante modelos
matematicos, construidos a partir de una coleccién de funciones denominadas funciones
elementales. Estas funciones se dividen en tres categorias.

1. Funciones algebraicas (polinémicas, radicales, racionales).
2. Funciones trigonométricas (seno, coseno, tangente, etc.).
3. Funciones exponenciales y logaritmicas.

En el apéndice C se encuentra un repaso de las funciones trigonométricas. El resto de las
funciones no algebraicas, como las funciones trigonométricas inversas y las funciones ex-
ponenciales y logaritmicas, se presentan en el capitulo 5.
El tipo mas comtn de funcion algebraica es una funcién polinomial
= =il 4. o g 2
f) =ax"+a,_ x" '+ + ayx? + a;x + a,
donde n es un entero no negativo. Las constantes @, son coeficientes siendo a, el coeficiente
dominante y a el término constante de la funcién polinomial. Si a, 7 0, entonces n es el
grado de la funcién polinomial. La funcién polinomial cero f(x) = 0 no se considera grado.
Aunque se suelen utilizar subindices para los coeficientes de funciones polinomiales en

general, para las de grados mds bajos se utilizan con frecuencia las siguientes formas mas
sencillas. (Notar que a # 0.)

Grado cero: f(x) =a Funcién constante.
Grado uno: fix) =ax + b
Grado dos:  f(x) = ax> + bx + ¢

Grado tres:  f(x) = ax® + bx> + cx + d  Funcién cibica.

Funcion lineal.

Funcién cuadratica.

Aunque la gréafica de una funcién polinomial no constante puede presentar varias
inflexiones, en algin momento ascenderd o descenderd sin limite al moverse x hacia la
izquierda o hacia la derecha. Se puede determinar qué ocurre en la grafica de

f&)=ax"+a, x"" '+ +ax?+ax+ta,

eventualmente crece o decrece a partir del grado de la funcién (par o impar) y del coeficiente
dominante a , como se indica en la figura P.29. Observar que las regiones punteadas muestran
que la prueba o el criterio del coeficiente dominante sé/o determina el comportamiento
ala derecha y a la izquierda de la grafica.

a <0 a,>0 a <0
n n

Crece f \ Crece a
1

la izquierda

RN ala K \
R derecha \
1 1} 1 )
" \‘ "\ Il ‘\"\;“‘
, Decrece |, Decrece ! . ’ !

v
~
" ala “ ala , Decrece = Decrece a “

izquierda | derecha [ |alaizquierda la derecha \

' \ o ) v

Graficas de funciones polinomiales de grado impar

Prueba del coeficiente dominante para funciones polinomiales

Figura P.29



Dominio de g

X
&)

)

Dominio de f

El dominio de la funcion compuesta fo g
Figura P.30
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Del mismo modo que un nimero racional puede escribirse como el cociente de dos
enteros, una funcién racional puede expresarse como el cociente de dos polinomios. De
manera especifica, una funcion f es racional si tiene la forma

f<x>=%, 4(x) %0

donde p(x) y g(x) son polinomiales.

Las funciones polinomiales y las racionales son ejemplos de funciones algebraicas.
Se llama funcién algebraica de x a aquella que puede expresarse mediante un nimero
finito de sumas, diferencias, productos, cocientes y raices que contengan x". Por ejemplo,
f(x)=+/x+1 es algebraica. Las funciones no algebraicas se denominan trascendentes.
Por ejemplo, las funciones trigonométricas son trascendentes.

Es posible combinar dos funciones de varias formas para crear nuevas funciones. Por
ejemplo, dadas fix) = 2x — 3y g(x) = x> + 1, se pueden construir las siguientes funciones.

(f+ 2) =flx) + gx) = 2x = 3) + > + 1) Suma.
(f_ g)(x) :f(x) - g(x) = (2X - 3) - (Xz + 1) Diferencia.
(fe)(x) = f)g(x) = 2x — 3)(x* + 1) Producto.
ity _2x -3 -
(f/g)(x) = g(x) 211 Cociente.

Atn hay otra manera de combinar dos funciones, llamada compeosicién. La funcion
resultante recibe el nombre de funcién compuesta.

DEFINICION DE FUNCION COMPUESTA

Sean f'y g dos funciones. La funcién dada por (f o g)(x) = f(g(x)) se llama funcién
compuesta de f con g. El dominio de fo g es el conjunto de todas las x del dominio
de g tales que g(x) esté en el dominio de f (ver la figura P.30).

La funcién compuesta de f con g puede no ser igual a la funcién compuesta de g con f.

EJEMPLO 4 Composicion de funciones

Dadas fix) = 2x — 3y g(x) = cos x, encontrar cada una de las funciones compuestas:

a) feg b) gof

Solucién

a) (feg)x) = flgk) Definicion de fo g.
= f(COS x) Sustituir g(x) = cos x.
= 2(cosx) — 3 Definicién de f(x).
=2cosx — 3 Simplificar.

b) (g-f)x) = g(f(x) Definicién de g o f.
= g(2x - 3) Sustituir flx) = 2x — 3.
= cos(2x — 3) Definicién de g(x).

Observar que (£ g)(x) # (g = f)(x).
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En la seccién P.1 se defini6 la interseccion en x de una gréafica como todo punto (a, 0)
en el que la grafica corta al eje x. Si la grafica representa una funcién f, el nimero a es un
Utilice una herramienta de grafica- cero de f. En otras palabras, los ceros de una funcion f son las soluciones de la ecuacion
S S ot .Cada funci6n. fx) = 0. Por ejemplo, la funcién f{x) = x — 4 tiene un cero en x = 4 porque f(4) = 0.
Determinar si la funci6n es par, En la seccién P.1 también se estudiaron diferentes tipos de simetrias. En la termi-
impar, o ninguna de las dos. . . . . . L ..

nologia de funciones, se dice que una funcién es par si su grafica es simétrica respecto

EXPLORACION

flx) = x> —x* al eje y, y se dice que es impar si su gréifica es simétrica con respecto al origen. Los
gx) =2x% + 1 criterios de simetria de la seccion P.1 conducen a la siguiente prueba para las funciones
h(x) = x5 — 203 + x pares e impares.

) =2 =58 = &

k(x) =x> — 2x* +x—2 PRUEBA PARA LAS FUNCIONES PARES E IMPARES

Do) =% 3> =3
La funcién y = f(x) es par si f{—x) = f(x).
La funcién y = f(x) es impar si f{—x) = —f(x).

Describir una manera de identifi-
car una funcién como par o impar
mediante un analisis visual de la
ecuacion.

\[1J/:'W Con excepcidn de la funcién constante, por ejemplo fix) = 0, la grafica de una funcién de x
no puede ser simétrica con respecto al eje x, puesto que entonces violaria la prueba de la recta vertical
para la grafica de una funcion. |

EJEMPLO 5 Funciones pares o impares y ceros de funciones

Determinar si cada una de las siguientes funciones es par, impar o ninguna de ambas. Des-
pués, calcular los ceros de la funcién.

a) flx)y=x—x b) gx) =1+ cosx
Solucién
a) La funcién es impar, porque

fE) = (2P = () =~ +x=—(F —x) = =fl).

Los ceros de f se calculan como sigue.

X*=—x=0 Hacer f{x) = 0.
xx2 -1 =xx-1Dx+1)=0 Factorizar.
’ x=0,1,—1 Ceros de f.
3T gx)=1+cosx Ver la figura P.3la.
b) La funcién es par, porque
2
/ g(—=x) =1+ cos(—x) =1 + cosx = g(x).  cos(—x) = cos (x).
1 =+
Los ceros de g se calculan como sigue.
y o am an I +cosx=0 Hacer g(x) = 0.
1k cosx = —1 Restar 1 en ambos miembros.
x = (2n + 1)m, con n entero Ceros de g.
b) Funcion par
Figura P.31 Ver la figura P.31b. —

[\1l'W Cada una de las funciones del ejemplo 5 es par o impar. Sin embargo, muchas funciones,
como f(x) = x> + x + 1 no son pares ni impares. |



Iml Ejercicios

En los ejercicios 1y 2, utilizar las graficas de fy g para resolver
lo siguiente:

a) Identificar los dominios y los recorridos o rangos de f'y g.
b) Identificar f(—2) y g(3).

¢) ¢Para qué valor(es) de x es f(x) = g(x)?

d) Calcular la(s) solucion(es) de f(x) = 2.

e) Calcular las soluciones de g(x) = 0.

En los ejercicios 3 a 12, evaluar (si es posible) la funcién en los
valores dados de la variable independiente. Simplificar los resul-
tados.
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19. () :% 20. g(x) = ﬁ

En los ejercicios 21 a 26, encontrar el dominio de la funcion.

21, f(x) = Vx+ V1 —x 22, fx)=Vx2—=3x+2

2 1
23. glx) = T cosx 24. h(x) —Sen 1
2
1 1
25. f(x) = m 26. g(x) = m

En los ejercicios 27 a 30, evaluar la funcion como se indica. De-
terminar su dominio y su recorrido o rango.

2x+1, x<0

2. f(x)_{2x+2, x>0
a) f(=1) by f0) o [ d f(2+1)

x2+2, x<1

28. f(x)_[2x2+2, x> 1
a) f(=2) b) f(0) o f(1) d) f(s* +2)

2 f(x):{|x|+1,x<1

) —x+1, x=>1
a) f(=3) by f(1) o fB3) d f(b*+1)

_ Vx+4 x<5

30. f(x)_{(x—S)z,x>5

a) f(=3) by f(0) o f(5) d) f(10)

En los ejercicios 31 a 38, trazar la grafica de la funcién y encon-
trar su dominio y su recorrido o rango. Utilizar una herramienta
graficadora para comprobar las graficas.

3. fx)=7x—4 4. flx)=Vx+5
a) f(0) a) f(=4)
b) f(=3) b) f(11)
o f(b) o) f(=8)
d flx—1) d) flx+ Ax)
5 glx) =5—x? 6. g(x) = x2(x — 4)
a) g(0) a) g(4)
b (V5) b 503)
) g(=2) o) gl
d) glt—1) d) glt+4)
7. f(x) = cos 2x f(x) = senx
a) f(0) a) f(m)
by f(—m/4) b) f(5m/4)
o flw/3) o f@2m/3)
9. flx) =x° flx) =3x—1
flx + Ax) — fx) ) —f(1)
Ax x—1
11. f(x) = — flx) =x—x
f) — f2) ) —f(1)
x—2 x—1

En los ejercicios 13 a 20, encontrar el dominio y el recorrido o

rango de la funcion.

13. f(x) = 42
15. g(x) = J6x

17. f(r) = sec%t

14. g(x) = x> -5
16. h(x) = —V/x+ 3

18. A1) = cott

3. flx) =4 —x 32. glx) = i

33 Ax)=Vx—6 4. f) =33 +3

35. flx) = V9 —x? 36. f(x) =x+ V4 —x2
37. g(r) = 3senmt 38. n(h) = -5 Cosg

Desarrollo de conceptos

hacia la escuela.

0,00 2 4 6 8 10

Tiempo (en minutos)

39. En la figura se muestra la s
gréifica de la distancia que E 10+
recorre un estudiante en su  E gL
camino de 10 minutos ala 5 ¢ L L @)
escuela. Dar una descripcion E a1
verbal de las caracteristicas % oL (4,2)
del recorrido del estudiante g (6,2) ,
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Desarrollo de conceptos (continuacién)

40. Tras unos minutos de recorrido, un estudiante que conduce 27
millas para ir a la universidad recuerda que olvidé en casa el
trabajo que tiene que entregar ese dia. Conduciendo a mayor
velocidad de la que acostumbra, regresa a casa, recoge su
trabajo y reemprende su camino a la universidad. Trazar la
posible grafica de la distancia de la casa del estudiante como
funcién del tiempo.

En los ejercicios 41 a 44, aplicar la prueba de la recta vertical para
determinar siy es una funcion de x.

41. x—y2=0 2. Jx*—4—-y=0
¥ y
2 4T
3Ak
1 i
x 1+

X

-3-2-1 | 1 2 3

_2Ak
x+ 1, x<0

43. y= 4. > +y>=4

En los ejercicios 45 a 48, determinar si y es una funcion de x.

45. x> +y?> =16
47. y2=x>-1

46. x> +y =16
48. x2y —x2+4y=0

En los ejercicios 49 a 54, utilizar la grafica de y = f(x) para rela-
cionar la funcién con su grafica.

49. y=f(x+5)
5. y=—f(—x)—2
53 y=f(x+6)+2

50. y=f(x)—5
52. y=—f(x—4)
54, y=f(x—-1)+3

55. Utilizar la gréfica de f que se muestra en la figura para dibujar
la gréfica de cada funcién.

@) fx+3) b fe=1) 3
O f)+2  d) f) -4 |
0¥ p W - i ?

-7

56. Utilizar la gréifica de f que se muestra en la figura para dibujar
la gréfica de cada funcion.

a) fx—4) b flx+2) 2 o5
O f)+4 D flo) -1 " —,
9 AW W i
G53)
-5

57. Utilizar la grafica de fix) = +/x para dibujar la grafica de cada
funcion. En todos los casos, describa la transformacion.

a)y=Jx+2 dy=-Jx o y=Jx-2

58. Especificar una secuencia de transformaciones que tenga como
resultado cada gréfica de & a partir de la gréafica de la funcién
fix) = sen x.

a) h(x) = sen(x + g) +1 b)) h(x) = —sen(x — 1)
59. Dadas flx) = Vx y g(x) = x> — 1, evaluar cada expresion.

a) f(g(1) b) g(f(1)) ) g(f(0)
d) flg(=4) o f(gk) hH 8(fx)

60. Dadas f(x) = sen x y g(x) = mx, evaluar cada expresion.

» s{el3)

o o(1(5)) o s

a) f(g(2) o) g(f(0))

H s(fx)

En los ejercicios 61 a 64, encontrar las funciones compuestas
(fog)y (g of). (Cudl es el dominio de cada funcién compuesta?
¢Son iguales ambas funciones compuestas?

61. f(x) =x2 62. f(x) =x>—-1

gx) = Vx glx) = cosx
63. fl0)="> 64. f() =1

X X

gx)y =x>—-1 glx) = Vx+2
65. Utilizar las gréficas de fy de g para evaluar cada expresion.

Si el resultado es indefinido, explicar y

por qué.

a) (f-8)03) b) g(f(2))

) g(f(5) d) (f-8)(=3)

e) (gN)=1) p flg(=1)




66. Ondas Se deja caer una roca en un estanque tranquilo, pro-
vocando ondas en forma de circulos concéntricos. El radio (en
pies) de la onda exterior estd dado por r(f) = 0.6t, donde 7 es el
tiempo, en segundos, transcurrido desde que la roca golpea el
agua. El drea del circulo estd dada por la funcién A(r) = mr2
Calcular e interpretar (A ° r)(?).

Para pensar En los ejercicios 67 y 68, F(x) = f o g o h. Identificar las
funciones para f, g y k. (Existen muchas respuestas correctas.)

67. F(x)=+2x-2

68. F(x) = —4sen(l —x)

En los ejercicios 69 a 72, determinar si la funcién es par, impar o
ninguna de las dos. Utilizar una herramienta de graficacion para
verificar su resultado.
69. flx) =x*(4 — X%
71. fix) = xcosx

70. f(x)=¥x
72. flx) = sen’*x

Parapensar Enlos ejercicios 73 y 74, encontrar las coordenadas
de un segundo punto de la grafica de una funcionf, si el punto dado
forma parte de la grafica y la funcion es: a) par y b) impar.

73. (3,4 74. (4,9)

75. En la figura se muestran las graficas de f, g y h. Determinar si
cada funcién es par, impar o ninguna de las dos.

6 -+
f AT
Pl
N
-6 -4 -2 T 2 4 6
T
6T
Figura para 75 Figura para 76

76. El dominio de la funcién f que se muestra en la figura es
—-6=x=60.

a) Completar la gréfica de f dado que fes par.
b) Completar la gréfica de fdado que fes impar.

Escritura de funciones En los ejercicios 77 a 80, escribir la ecua-
ciéon para una funcién que tiene la grafica dada.

77. Segmento de recta que une (—2,4)y (0, —6)

78. Segmento de recta que une (3, 1) y (5, 8)

79. La mitad inferior de la pardbola x + y*> = 0

80. La mitad inferior del circulo x> + y* = 36
En los ejercicios 81 a 84 trazar una posible grifica de la situacion.
81. Lavelocidad de un aeroplano en una funcién del tiempo durante

un vuelo de 5 horas.

82. La altura de una pelota de beisbol en funcién de la distancia
horizontal durante un cuadrangular.

83. Lacantidad de cierta marca de un zapato vendida por una tienda
de deportes en una funcién del precio del articulo.
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84. El valor de un auto nuevo en funcién del tiempo en un periodo
de 8 afos.

85. Determinar el valor de ¢ de manera que el dominio de la funcién

fx) = Ve — x?
sea [—5, 5].

86. Determinar todos los valores de ¢ de manera que el dominio de
la funcién

x+3
f(x)_x2+3cx+6

sea el conjunto de todos los nimeros reales.

87. Razonamiento grdfico Un termostato controlado de manera
electrénica estd programado para reducir la temperatura auto-
madticamente durante la noche (ver la figura). La temperatura 7,
en grados Celsius, estd dada en términos de ¢, el tiempo en horas
de un reloj de 24 horas.

T

] % ] ] ] ] t

T T T T

T
| —
{369121518212

a) Calcular 7(4) y T(15).

b) Siel termostato se reprograma para producir una temperatu-
ra H(t) = T(t — 1), {qué cambios habrd en la temperatura?
Explicar.

¢) Siel termostato se reprograma para producir una temperatu-
ra H(t) = T(t) — 1, ;qué cambios habrd en la temperatura?
Explicar.

Para discusion

88. El agua fluye a una vasija de 30 centimetros de altura a
velocidad constante, llendndola en 5 segundos. Utilizar
esta informacién y la forma de la vasija que se muestra en
la figura para responder a las siguientes preguntas, si d
es la profundidad del agua en centimetros y 7 es el tiem-
po en segundos (ver la figura).

30'cm
) |
d
' 1A
a) Explicar por qué d es una funcién de ¢.
b) Determinar el dominio y el recorrido o rango de dicha
funcién.
¢) Trazar una posible grafica de la funcion.

d) Usar la gréfica del inciso ¢) para calcular d(4) ;Qué
representa esto?
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89.

90.

b)

91.

fE 9.

93.
9.

95.

96.

F o7.
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Modelado matemdtico En la tabla se muestra el nimero pro-
medio de acres por granja en Estados Unidos para ciertos afios.
(Fuente: U.S. Department of Agriculture.)

Afio 1955 | 1965 | 1975 | 1985 | 1995 | 2005
Superficie| s | 340 | 420 | 441 | 438 | 444
€en acres

a) Representar graficamente los datos, donde A es la superficie
en acres y ¢ es el tiempo en afios, donde ¢ = 5 corresponde
a 1955. Trazar a mano una curva que aproxime los datos.
b) Utilizar la curva del inciso a) para calcular A(20).

Aerodindmica automotriz La potencia H, en caballos de
fuerza, que requiere cierto automovil para vencer la resistencia
del viento estd dada aproximadamente por

H(x) = 0.002x* + 0.005x — 0.029, 10 = x = 100

donde x es la velocidad del automdvil en millas por hora.
Representar H con una herramienta de graficacion.

Reescribir la funcién de potencia de tal modo que x represente
la velocidad en kilémetros por hora. [Encontrar H(x/1.6).]

Para pensar Escribir la funcién

S = |x| + |x — 2]

sin utilizar los signos de valor absoluto (para repasar el valor
absoluto en el apéndice C).

Desarrollo  Utilizar una herramienta de graficacién para re-
presentar las funciones polinomiales p (x) = x* — x + Ly p(x)
= x* — x. ;{Cudntos ceros tiene cada una de estas funciones?

(Existe algin polinomio cibico que no tenga ceros? Explicar
la respuesta.

Demostrar que la siguiente funcién es impar.

fx) = ag, X+ 4 ax® Foagx

Demostrar que la siguiente funcion es par.

F&) = apx? + ay, x4 -+ ayx? + g

Demostrar que el producto de dos funciones pares (o impares)
es una funcién par.

Demostrar que el producto de una funcién impar y una par es
una funcién impar.

Volumen Se va a construir una caja abierta (sin tapa) de vo-
lumen méximo con una pieza cuadrada de material de 24 cen-
timetros de lado, recortando cuadrados iguales en las esquinas
y doblando los lados hacia arriba (ver la figura).

FXA—— 24 — Dx —>+ XA

a) Expresar el volumen V como funcién de x, que es la lon-
gitud de las esquinas cuadradas. ;Cudl es el dominio de la
funcién?

b) Utilizar una herramienta de graficacién para representar la
funcién volumen y aproximar las dimensiones de la caja
que producen el volumen maximo.

¢) Utilizar la funcién tabla de la herramienta de graficacién
para verificar su respuesta del apartado b). (Se muestran
los dos primeros renglones de la tabla.)

Longitud
Altura, x y altura Volumen, V
1 24 —2(1) 1[24 — 2(1)]? = 484
2 24 —2(2) 2[24 — 2(2)]> = 800

98. Longitud Unarectaque pasa por el punto (3, 2) forma con los
ejes x y y un tridngulo rectangulo en el primer cuadrante (ver la
figura). Expresar la longitud L de la hipotenusa como funcién
de x.

¢Verdadero o falso?

En los ejercicios 99 a 102, determinar si la

afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

99.
100.

101.

102.

Si fla) = f(b), entonces a = b.

Unarecta vertical puede cortar la grafica de una funcién una vez
como maximo.

Sifix) = f{—x) para todo x perteneciente al dominio de f, entonces
la grafica de fes simétrica con respecto al eje y.

Si fes una funcién, entonces flax) = af(x).

Preparacion del examen Putnam®*

103. Sea R la regién constituida por los puntos (x, y) del pla-

104. Considerar un polinomio f{x) con coeficientes reales que

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize
Competition.© The Mathematical Association of America. Todos los derechos
reservados.

no cartesiano que satisfacen tanto |x| — |y| < 1 como
|v] £ 1. Trazar la regién R y calcular su drea.

tienen la propiedad f{g(x)) = g(f(x)) para todo polinomio
g(x) con coeficientes reales. Determinar y demostrar la
naturaleza de f(x).

*El William Lowell Putnam Mathematical Competition (Concurso de Matematicas William
Lowell Putnam) es un concurso anual para estudiantes universitarios de Estados Unidos
y Canadd, establecido en 1938.
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Iml Ajuste de modelos a colecciones de datos

Dibujo realizado por computadora,
basado en la ilustracion a tinta del famoso
estudio de Leonardo da Vinci sobre las
proporciones humanas, titulado EI hombre
de Vitruvio.

76
74
72
70
68
66
64
62
60

Envergadura (en pulgadas)

] ] ] ] ] ] ] ] ] X

T T T T T T T T T

60 62 64 66 68 70 72 74 76
Altura (en pulgadas)

Datos y su modelo lineal
Figura P.32

B Ajustar un modelo lineal a una coleccién de datos de la vida cotidiana.
B Ajustar un modelo cuadrético a una coleccién de datos de la vida cotidiana.
B Ajustar un modelo trigonométrico a una colecciéon de datos de la vida cotidiana.

Ajuste de un modelo lineal a los datos

Una de las premisas bdsicas de la ciencia es que gran parte de la realidad fisica puede
describirse matematicamente y que muchos de los fendmenos fisicos son predecibles. Esta
perspectiva cientifica constituyé parte de la revolucion cientifica que tuvo lugar en Europa
a finales del siglo xvI1. Dos de las primeras publicaciones ligadas a esta revolucién fueron
On the Revolutions of the Heavenly Spheres, del astrénomo polaco Nicolaus Copernicus,
y On the Structure of the Human Body, del anatomista belga Andreas Vesalius. Publicados
ambos en 1543, rompian con la tradicién al sugerir el uso de un método cientifico en lugar
de la confianza ciega en la autoridad.

Una técnica fundamental de la ciencia moderna consiste en recopilar datos y luego
describirlos por medio de un modelo matematico. Por ejemplo, los datos del ejemplo 1
estan inspirados en el famoso dibujo de Leonardo da Vinci que indica que la altura de una
persona y su envergadura son iguales.

EJEMPLO I Ajuste de un modelo lineal a los datos
Un grupo de 28 alumnos recopil6 los siguientes datos, que representan sus estaturas x y sus
envergaduras y (redondear a la pulgada mds cercana):

(60, 61), (65, 65), (68, 67), (72, 73), (61, 62), (63, 63), (70, 71),
(75, 74), (71, 72), (62, 60), (65, 65), (66, 68), (62, 62), (72, 73),
(70, 70), (69, 68), (69, 70), (60, 61), (63, 63), (64, 64), (71, 71),
(68, 67), (69, 70), (70, 72), (65, 65), (64, 63), (71, 70), (67, 67).

Encontrar un modelo lineal que represente estos datos.

Soluciéon Existen varias maneras de representar estos datos mediante una ecuacién. La
mds sencilla serfa observar que x y y son casi iguales y tomar como modelo y = x. Un ané-
lisis més cuidadoso consistiria en recurrir a un procedimiento de la estadistica denominado
regresion lineal. (Procedimiento que se estudiard en la seccion 13.9.) La recta de regresion
de minimos cuadrados para estos datos es

y = 1.006x — 0.23.

Recta de regresién de minimos cuadrados.

En la figura P.32 se muestra la grafica del modelo y los datos. A partir de este modelo, se
puede observar que la envergadura de una persona tiende a ser aproximadamente igual a su

estatura. —

TECNOLOGIA Muchas herramientas de graficacién tienen incorporados progra-
mas de regresiéon de minimos cuadrados. Por lo general, se introducen los datos y
después se ejecuta el programa. El programa suele mostrar como resultado la pen-
diente y la interseccién en y de la recta que mejor se ajusta a los datos y el coeficien-
te de correlacion r. El coeficiente de correlacion mide cudn bien se ajusta el modelo
a los datos. Cuanto mas proximo a 1 es |r|, mejor es el ajuste. Por ejemplo, el co-
eficiente de correlacién para el modelo del ejemplo 1 es r = 0.97, lo que indica que
el modelo se ajusta bien a los datos. Si el valor de r es positivo, las variables tienen
una correlacién positiva, como ocurre en el ejemplo 1. Si el valor de r es negativo,
las variables tienen una correlacién negativa.
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T T T T T
0.1 02 03 04 05
Tiempo (en segundos)

Representacion grafica de los datos
Figura P.33

1

Preparacion para el cdlculo

Ajuste de un modelo cuadratico a los datos

Una funcién que define la altura s de un objeto que cae en términos del tiempo ¢ se llama
funcién de posicion. Si no se considera la resistencia del aire, la posicién de un objeto que
cae admite el modelo

s(t)=+gt* + vt +5,

donde g denota la aceleracién de la gravedad, v, la velocidad inicial y s, la altura inicial.
El valor de g depende de dénde se deja caer el objeto. En la Tierra, g vale —32 pies/s?, o
—9.8 m/s2.

Para descubrir el valor de g experimental, se pueden registrar en varios instantes las
alturas de un objeto cayendo, como se muestra en el ejemplo 2.

EJEMPLO 2 Ajuste de un modelo cuadratico a los datos

Se deja caer un baldn de basquetbol desde una altura de 5% pies. Se mide la altura del ba-
16n 23 veces, a intervalos de aproximadamente 0.02 s.* Los resultados se muestran en la
siguiente tabla.

Tiempo 0.0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.099996
Altura | 5.23594 | 5.20353 | 5.16031 5.0991 5.02707 | 4.95146
Tiempo | 0.119996 | 0.139992 | 0.159988 | 0.179988 | 0.199984 | 0.219984
Altura | 4.85062 | 4.74979 | 4.63096 | 4.50132 | 4.35728 | 4.19523
Tiempo | 0.23998 | 0.25993 | 0.27998 | 0.299976 | 0.319972 | 0.339961
Altura | 4.02958 | 3.84593 3.65507 3.44981 3.23375 3.01048
Tiempo | 0.359961 | 0.379951 | 0.399941 | 0.419941 | 0.439941

Altura | 2.76921 2.52074 | 2.25786 1.98058 1.63488

Encontrar un modelo que se ajuste a estos datos y utilizarlo para pronosticar el instante en
el que el bal6n golpeara el suelo.

Solucién Comenzar dibujando la nube de puntos o diagrama de dispersion que representa
los datos, como se muestra en la figura P.33. En la nube de puntos o diagrama de dispersién
se observa que los datos no parecen seguir un modelo lineal. Sin embargo, parece que obe-
decen a un modelo cuadratico. Para comprobarlo, introducir los datos en una herramienta
de graficacién con un programa para regresiones cuadraticas. Se debe obtener el modelo

s = —15.45¢2 — 1.302¢ + 5.2340.

Pardbola de regresion de minimos cuadrados.

Al usar este modelo, se puede pronosticar en qué instante el balén golpea el suelo, sustitu-
yendo s por 0 y despejando ¢ de la ecuacién resultante.

0= —15.452 — 1.302r + 5.2340

L 1302 £ (ZT302)7 = 4(=15.45)(5.2340)
2(—15.45)

Hacer s = 0.

Férmula cuadratica.

t=0.54

Escoger la solucién positiva.

La solucién aproximada es 0.54 s. En otras palabras, el balén continuard cayendo durante

0.1 s mas antes de tocar el suelo. ——

* Datos recabados con un Texas Instruments CBL (Calculator-Based Laboratory) System.
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Ajuste de un modelo trigonométrico a los datos

. Qué es el modelado matemdtico? Esta es una de las preguntas que se plantean en la obra
Guide to Mathematical Modelling. A continuacién se transcribe parte de la respuesta.™®

1. El modelado matematico consiste en aplicar las habilidades matemadticas para obtener
respuestas ttiles a problemas reales.

2. Aprender a aplicar las habilidades matematicas es muy distinto del aprendizaje de las
propias matematicas.

3. Seutilizan modelos en una gran variedad de aplicaciones, algunas de las cuales parecen,

El plano de la orbita terrestre alrededor
del Sol y el eje de rotacion de la Tierra no

son perpendiculares. Por el contrario, este en principio, carecer de naturaleza matematica.

tiltimo esta inclinado con respecto a su 4. Con frecuencia, los modelos permiten una evaluacion rdpida y econémica de las al-
orbita. En consecuencia, la cantidad de luz ternativas, lo que conduce hacia soluciones ptimas que de otra manera no resultarian
diurna que reciben los distintos lugares obvias.

de laTierra varia de acuerdo con la época S. En la elaboracién de modelos matemdticos, no existen reglas precisas ni respuestas
del afio; en otras palabras, varia con la “correctas”.

posicion de la Tierra en su orbita. 6. El modelado matemético sélo se puede aprender haciéndolo.

EJEMPLO 3 Ajuste de un modelo trigonométrico a los datos

En la Tierra, el niimero de horas de luz solar en un dia cualquiera depende de la latitud y la
época del afio. Este es el nimero de minutos de luz solar diarios en una latitud de 20 grados
norte durante los dias mds largos y mds cortos del afio fueron: 801 minutos el 21 de junio
y 655 minutos el 22 de diciembre. Utilizar estos datos para elaborar un modelo correspon-
diente a la cantidad de luz solar d (en minutos) para cada dia del afio en un lugar ubicado a
20 grados de latitud norte. ; Cémo podria verificarse la exactitud del modelo?

d
Solucién Esta es una manera de elegir cémo elaborar un modelo. Se puede establecer la
830 365 hipétesis de que el modelo es una funcién seno con un periodo de 365 dias. Utilizando los
800 > datos, se puede concluir que la amplitud de la gréfica es (801 — 655)/2, o sea, 73. De tal
/ \ L73 modo, un posible modelo es

750 | -/ ------- \ L {728
700 d=728-73 sen(@ + 1).
365 2

< En este modelo, ¢ representa el nimero del dia del afio, donde ¢+ = 0 corresponde al 22 de
t——t—+—+—+—+—++—++>* diciembre. En la figura P.34 se muestra una grafica de este modelo. Para verificar la exac-

Luz solar (en minutos)

650

UL DL DL L L
40 120 200 280 360 440

. . titud del modelo, se consulta en un almanaque el nimero de minutos de luz diurna en dife-
Dia (0 > diciembre 22) 7 A
rentes dias del afio en una latitud de 20 grados norte.
1?: ;ﬁiid;‘l;z()delo Fecha Valordet  Horas de luz reales  Horas de luz que pronostica el modelo
Dic 22 0 655 min. 655 min.
Ene 1 10 657 min. 656 min.
Feb 1 41 676 min. 672 min.
Mar 1 69 705 min. 701 min.
Abr 1 100 740 min. 739 min.
Puede encontrar un repaso May 1 130 772 min. 773 min.
de las funciones trigonométricas en el Jun 1 161 796 min. 796 min.
apéndice C. ] Jun 21 181 801 min. 801 min.
Jul 1 191 799 min. 800 min.
Ago 1 222 782 min. 785 min.
Sep 1 253 752 min. 754 min.
Oct 1 283 718 min. 716 min.
Nov 1 314 685 min. 681 min.
Dic 1 344 661 min. 660 min.
Como se puede observar, el modelo es bastante preciso. ——

* Texto tomado de Guide to Mathematical Modelling, de Dilwyn Edwards y Mike Hamson (Boca Raton: CRC
Press, 1990). Utilizado con autorizacion de los autores.
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4 se proporciona una grafica de puntos. De-
terminar si los datos pueden modelarse por medio de una funcién
lineal, cuadratica o trigonométrica, o si no parece existir relacion
entrexyy.

Preparacion para el célculo

1.

y 2. y

Cancerigenos Los siguientes pares ordenados representan el
indice de exposicién a una sustancia cancerigena x y lamortalidad
por cancer y por cada 100 000 personas de una poblacion.

(3.50, 150.1), (3.58, 133.1), (4.42, 132.9),
(2.26, 116.7), (2.63, 140.7), (4.85, 165.5),
(12.65, 210.7), (7.42, 181.0), (9.35, 213.4)

a) Representar graficamente los datos. De la observacion
de esta grafica, ;parece que los datos siguen un modelo
aproximadamente lineal?

b) Descubrir de manera visual un modelo lineal para los datos
y representarlo graficamente.

¢) Utilizar el modelo para calcular el valor aproximado de y
six = 3.

Calificaciones en cuestionarios Los siguientes pares ordena-

dos son las calificaciones de dos cuestionarios consecutivos de

15 puntos aplicados a una clase de 18 alumnos.

(7,13), (9, 7), (14, 14), (15, 15), (10, 15), (9, 7),

(14, 11), (14, 15), (8, 10), (15, 9), (10, 11), (9, 10),

(11, 14), (7, 14), (11, 10), (14, 11), (10, 15), (9, 6)

a) Representar graficamente los datos. A la vista de esta grafi-
ca, ;parece que la relacion entre calificaciones consecutivas
sea aproximadamente lineal?

b) Si los datos parecen aproximadamente lineales, construir
un modelo lineal para ellos. Si no, encontrar alguna posible
explicacion.

Ley de Hooke 1.aley de Hooke establece que la fuerza F ne-

cesaria para comprimir o estirar un resorte (dentro de sus limites

elasticos) es proporcional a la variacién de longitud d que expe-
rimenta. Esto es, F' = kd, donde k es una medida de la resistencia
del resorte a la deformacién y se denomina constante eldstica.

La siguiente tabla muestra el alargamiento d, en centimetros, de

un resorte cuando se le aplica una fuerza de F newtons.

F | 20 | 40 | 60 | 80 | 100
d | 14| 25| 40| 53| 6.6
a) Encontrar la funcién de regresion en la herramienta de

FE s.

o

graficacion, usando un modelo lineal para los datos.

b) Utilizar la herramienta de graficacion para representar los
datos y el modelo. ;Qué tanto se ajusta el modelo a los
datos? Explicar el razonamiento.

¢) Utilizar el modelo para estimar el alargamiento del resorte
cuando se le aplica una fuerza de 55 newtons.

Objeto en caida  En un experimento, unos estudiantes midieron

la velocidad s (en metros por segundo) de un objeto en caida, ¢

segundos después de dejarlo caer. Los resultados se presentan
en la siguiente tabla.

t 0 1 2 3 4

s 0 11.0 | 194 | 292 | 394

a) Usando la funcién de regresion en la herramienta de gra-
ficacién, encontrar un modelo lineal para los datos.

b) Utilizar la herramienta de graficacién para representar los
datos y el modelo. ;De qué manera se ajusta el modelo a
los datos? Explicar el razonamiento.

¢) Utilice el modelo para estimar la velocidad del objeto
transcurridos 2.5 segundos.

Consumo de energia y producto interno bruto* Los siguientes

datos muestran el consumo de electricidad per capita (en millones

de Btu) y el producto interno bruto per capita (en miles de ddla-
res) en 2001, en varios paises. (Fuente: U.S. Census Bureau.)

Argentina (71, 12.53) Bangladesh (5,1.97)
Chile (75, 10.61) Ecuador (29, 3.77)
Grecia (136, 22.23) | |Hong Kong (159, 31.56)
Hungria (106, 15.8) India (15, 3.12)
México (63, 9.64) Polonia (95, 12.73)
Portugal (106, 19.24) | |Corea del Sur| (186, 20.53)
Espaia (159, 24.75) | | Turquia (51, 7.72)
Reino Unido (167, 31.43) Venezuela (115, 5.83)

a) Utilizar la funcién de regresion en la herramienta de gra-
ficacién, encontrar un modelo lineal para los datos. ;Cudl
es el coeficiente de correlacién?

b) Utilizar la herramienta de graficacién para representar los
datos y el modelo.

¢) Interpretarla grafica del apartado b). Utilizar la grafica para
identificar los cuatro paises que mas difieren del modelo
lineal.

d) Borrarlos datos correspondientes a los cuatro paises identifi-
cados en el apartado c). Ajustar un modelo lineal para el resto
de los datos y encontrar su coeficiente de correlacion.

* En Espaiia se le denomina producto interior bruto.
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HF 11.

HF 12.

Dureza de Brinell Los datos de la tabla muestran la dureza
de Brinell H del acero al carbon del 0.35 cuando se endurece y
templa a temperatura ¢ (en grados Fahrenheit). (Fuente: Standard
Handbook for Mechanical Engineers.)

t | 200 | 400 | 600 | 800 | 1000 1200

H | 534 | 495 | 415 | 352 | 269 217

a) Utilizar las funciones de regresion lineal de su herramienta de
graficacion para encontrar un modelo lineal para los datos.

b) Utilizar la herramienta de graficacién para representar
los datos y el modelo. ;Qué tanto se ajusta el modelo a los
datos? Explicar el razonamiento.

¢) Utilizar el modelo para estimar la dureza cuando t =
500°F.

Costos de automaviles Los datos de la tabla muestran los gas-
tos variables de operacién de un automdvil en Estados Unidos
durante varios afios. Las funciones y,, y, y y; representan los gas-
tos, en centavos por milla, de gasolina y aceite, mantenimiento y
neumaticos, respectivamente. (Fuente: Bureau of Transportation
Statistics.)

Ao M1 Y2 Y3
0 5.60 | 3.30 | 1.70
1 6.90 | 3.60 | 1.70
2 7.90 | 3.90 | 1.80
3 590 | 4.10 | 1.80
4 7.20 | 4.10 | 1.80
5 6.50 | 5.40 | 0.70
6 9.50 | 4.90 | 0.70
7 890 | 490 | 0.70

a) Utilizar las funciones de regresién de la herramienta de
graficacion para encontrar un modelo cuadritico para y, y
y3 y un modelo lineal para y,.

b) Utilizar la herramienta de graficacion para hacer la gréfica y,,
V2, Y3 Y ¥, + ¥, + y; en la misma ventana. Utilizar el modelo
para estimar el costo total variable por milla durante el aflo 12.

Resistencia de una viga Los estudiantes de un laboratorio
midieron la fuerza de ruptura S (en libras) de una pieza de madera
de 2 pulgadas de espesor, con x de altura y 12 de longitud. Los
resultados se muestran en la siguiente tabla.

x 4 6 8 10 12

S 12370 | 5460 | 10310 | 16250 | 23 860

a) Utilizar una herramienta de graficacién para ajustar un
modelo cuadritico a los datos.

b) Utilizar la herramienta de graficacién para representar los
datos y el modelo.

¢) Utilizar el modelo para estimar la fuerza de ruptura cuando
x=2.

SECCION P4
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Ajuste de modelos a colecciones de datos

Desempeiio automotriz  La siguiente tabla muestra el tiempo ¢
(en segundos) que necesita un automévil Honda Accord Hybrid
para alcanzar una velocidad de s millas por hora partiendo del
reposo. (Fuente: Car & Driver.)

s 30 | 40 | 50 | 60 | 70 80 90

t 25355067 |87 115 144

a) Utilizar las funciones de regresion de la herramienta de gra-
ficacion para encontrar un modelo cuadrtico para los datos.

b) Utilizar la herramienta de graficacién para representar los
datos y el modelo.

¢) Utilizar la grafica del apartado b) para establecer por qué el
modelo no es apropiado para determinar el tiempo necesario
para alcanzar velocidades inferiores a 20 millas por hora.

d) Puesto que en las pruebas se partia del reposo, agregar el
punto (0, 0) a los datos. Ajustar y representar graficamente
un modelo cuadrdtico a los nuevos datos.

e) Elmodelo cuadratico, ; modela con mayor precisioén el com-
portamiento del automdvil a bajas velocidades? Explicar
la respuesta.

Para discusion

14. Organizaciones de asistencia sanitaria La siguiente grafica

e

de barras muestra el nimero de personas N (en millones) que
recibieron atencién en organizaciones de asistencia sanitaria
de 1990 a 2004. (Fuente: HealthLeaders-InterStudy.)

Internamiento en organizaciones de asistencia sanitaria
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Ao (0 < 1990)

a) Seatel tiempo en afios, t = 0 corresponde a 1990. Uti-
lizar las funciones de regresion de una herramienta de
graficacion para encontrar los modelos lineal y ctibico
para los datos.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
los datos y los modelos lineal y cubico.

¢) Utilizar la grifica anterior para determinar qué modelo
es mejor.

d) Utilizar una herramienta de graficacion para encontrar
la grafica del modelo cuadrdtico de los datos.

e) Utilizar los modelos lineal y cubico para estimar el
nimero de personas que recibieron atencién en las
organizaciones de asistencia sanitaria durante 2007.

) Utilizar una herramienta de graficacién para encontrar
otros modelos para los datos. ; Qué modelos se considera
que representan mejor los datos? Explicar la respuesta.
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CAPITULO P Preparacion para el calculo

Desempeiio de un automovil Se acopla un dinamémetro a un
motor de automovil V8 y se mide su potencia en caballos y a
diferentes velocidades x (en miles de revoluciones por minuto).
En la siguiente tabla se muestran los resultados.

x |1 2 3 4 5 6

y | 40 | 85 | 140 | 200 | 225 | 245

a) Utilizar las funciones de célculo de regresion de una he-
rramienta de graficacién para encontrar el modelo ctibico
para los datos.

b) Utilizar la herramienta de graficacién para representar los
datos y el modelo.

¢) Utilizar el modelo para estimar la potencia cuando el motor
gira a 4 500 revoluciones por minuto.

Temperatura de ebullicion La siguiente tabla muestra la tem-

peratura de ebullicién del agua T (°F) a diferentes presiones p

(en libras/pulg?). (Fuente: Standard Handbook for Mechanical

Engineers.)

5 10 14.696 (1 atmosfera) 20
162.24° | 193.21° 212.00° 227.96°

30 40 60 80 100
250.33° | 267.25° | 292.71° | 312.03° | 327.81°

17.

a) Utilizar las funciones de regresion de una herramienta de gra-
ficacion para encontrar un modelo ctibico para los datos.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar los
datos y el modelo.

¢) Utilizar la gréfica para calcular la presion necesaria para
que el punto de ebullicién del agua exceda los 300°F.

d) Explicar por qué el modelo no serfa adecuado para presiones
superiores a 100 libras por pulgada al cuadrado.

Movimiento arménico Un detector de movimiento mide el des-
plazamiento oscilatorio de un peso suspendido de un resorte. En
la figura se muestran los datos recabados y los desplazamientos
maximos (positivo y negativo) aproximados a partir del punto
de equilibrio. El desplazamiento y se mide en centimetros y el
tiempo ¢ en segundos.

a) (Esy funcién de #? Explicar la respuesta.

b) Calcular la amplitud y el periodo de las oscilaciones.
Encontrar un modelo para los datos.

9]
FI? d) Representar el modelo del apartado ¢) en una herramienta

de graficacién y comparar el resultado con los datos de la
figura.

y
31 (0.125,2.35)
[

HE' 18. Temperatura Lasiguiente tabla muestralas temperaturas maxi-

mas diarias en Miami M y Syracuse S (en grados Fahrenheit),
donde ¢t = 1 corresponde a enero. (Fuente: NOAA.)

t 1 2 3 4 5 6

M | 765 | 77.7 | 80.7 | 83.8 | 87.2 | 89.5

S | 314 | 335 | 43.1 | 557 | 685 | 77.0

t 7 8 9 10 11 12

M | 909 | 90.6 | 89.0 | 854 | 812 | 775

S | 81.7 | 79.6 | 71.4 | 598 | 474 | 363

a) Siun modelo para Miami es
M(t) = 83.70 + 7.46 sen(0.4912¢ — 1.95).

Encontrar un modelo para Syracuse.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar los
datos y el modelo correspondientes a las temperaturas en
Miami. (Es bueno el ajuste?

¢) Utilizar una herramienta de graficacién para representar los
datos y el modelo correspondientes a las temperaturas en
Syracuse. (Es bueno el ajuste?

d) Utilizar los modelos para estimar la temperatura promedio
anual en cada ciudad. ;Qué término del modelo se utiliz6?
Explicar la respuesta.

e) (Cudles el periodo en cada modelo? ; Es el que se esperaba?
Explicar las respuestas.

) (Qué ciudad presenta una mayor variacion de temperaturas
alolargo del afo? ; Qué factor de los modelos lo determina?
Explicar las respuestas.

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 19 y 20 describir una situacién real factible
para cada conjunto de datos. Luego, explicar cémo puede
utilizar un modelo en un entorno real.

19. v 20. ¥

Preparacion del examen Putnam

21. Parai =1, 2, sea T; un tridngulo con lados de longitud a;,
b;, c;y drea A;. Supongaque a; < a,, by < b,, ¢; = ¢,y
que T, es un tridngulo agudo. ;Se cumple que A; < A,?

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize

Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos
reservados.




Inl Ejercicios de repaso

En los ejercicios 1 a 4, encontrar las intersecciones con los ejes
(si existe alguna).

1. y=5x—38 2. y=x—2)(x—6)
x=3

3. y= 4. xy=+4
x—4 v

En los ejercicios 5 y 6, verificar si existe simetria con respecto a
cada eje y al origen.
5. Xy—x*+4y=0 6. y=x"—x+3

En los ejercicios 7 a 14, dibujar la grafica de la ecuacion.

7. y=3(—x+3) 8. 6x—3y=12

9. —ix+iy=1 10. 0.02x + 0.15y = 0.25
11. y=9—8x—x? 12. y=6x—x*

13, y=2J4-x 4. y=|x—4/-4

F‘L‘ En los ejercicios 15 y 16, describir la ventana de calculadora que
produce la figura.

15. y=4x>—-25 16. y=8ix-6

\ /

V| =

F‘L' En los ejercicios 17 y 18, utilizar una herramienta de graficacién
para encontrar el o los puntos de interseccion de las graficas de
las ecuaciones.

17. 5x+3y=-—1
x—y=-5

18. x—y+1=0
y—xt=7
19. Para pensar Escribir una ecuacién cuya grafica corte en
x =—4yx =4y seasimétrica con respecto al origen.

20. Para pensar [Para qué valor de k la gréifica de y = kx® pasa
por el punto indicado?

a (L4 b (=21 ¢ 0,0 & (-1,-D

En los ejercicios 21 y 22, dibujar los puntos y calcular la pendiente
de la recta que pasa por ellos.

21, (3, 1.5 %) 22. (=7,8),(=1,8)

En los ejercicios 23 y 24, utilizar el concepto de pendiente para de-
terminar el valor de ¢ para el que los tres puntos son colineales.
23. (=8,5),(0,0,(2, -1 24. (=3,3), (1, —1),(8,6)

En los ejercicios 25 a 28, encontrar la ecuacion de la recta

que pasa por el punto y tiene la pendiente sefialada. Trazar la
recta.

25. (3,-5),m=1% 26. (—8, 1), mes indefinida.

Ejercicios de repaso 37

27. (=3,0),m= —3 28. (5,4),m=0

29. Encontrar las ecuaciones de las rectas que pasan por (—3,5) y
tienen las siguientes caracteristicas.
a) Pendiente 15
b) Es paralelaalarectaSx — 3y =3
¢) Pasa por el origen
d) Esparalelaal ejey

30. Encontrar las ecuaciones de las rectas que pasan por (2, 4) y
poseen las siguientes caracteristicas.

a) Pendiente —%

b) Es perpendicularalarectax +y =0
¢) Pasa por el punto (6, 1)

d) Es paralela al eje x

31. Ritmo o velocidad de cambio El precio de adquisicién de
una maquina nueva es $12 500, y su valor decrecerd $850 por
afio. Utilizar esta informacién para escribir una ecuacién lineal
que determine el valor V de la mdquina ¢ afios después de su
adquisicion. Calcular su valor transcurridos 3 afios.

32. Punto de equilibrio Un contratista adquiere un equipo en
$36 500 cuyo costo de combustible y mantenimiento es de $9.25
por hora. Al operario que lo maneja se le pagan $13.50 por hora
y a los clientes se les cargan $30 por hora.

a) Escribir una ecuacién para el costo C que supone hacer
funcionar el equipo durante ¢ horas.

b) Escribir una ecuacién para los ingresos R derivados de ¢
horas de uso del equipo.

¢) Determinar el punto de equilibrio, calculando el instante
enelque R = C.

En los ejercicios 33 a 36, trazar la grafica de la ecuacion y utilizar el
criterio de la recta vertical para determinar si la ecuacion expresa
ay como una funcion de x.

33. x—y'=6 4. ¥*—-y=0
35 yo2 36. x=9—y
x—=2

37. Evaluar (si es posible) la funcién f(x) = 1/x en los valores
especificados de la variable independiente y simplificar los

resultados.
SfA+Ax) - f)

0 by ———=

a) f0) ) Ax
38. Evaluar (si es posible) la funcion para cada valor de la variable
independiente.
) x24+2,x<0
X) =

' [x =2, x20
a) f(=4) b f0) o f(1)

39. Determinar el dominio y el recorrido o rango de cada funcidn.

{xz, x<0

7
a) y= 36— x? byy=5_"7 9= x50
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40.

41.

B 4.

BB 4.

Iq’ 44.

FH 4.

46.

CAPITULO P Preparacion para el cdlculo

Dadas flx) = 1 — x* y g(x) = 2x + 1, evaluar las expresiones.
a) fix) —gx)  b) fix)gx) o) g(fx)

Trazar (en un mismo sistema de coordenadas) las graficas de f
parac = —2,0y 2.

a) fx)=x*+c
o) fy=x—-2P%+c¢

b) fx)=(x—c)
d) fix)=cx

Utilizar una herramienta de graficaciéon para representar
fix) = x* — 3x%. Empleando la gréfica, escribir una férmula para
la funcién g de la figura.

a) 6 b) 2

8 \.' (,fm" 1
40,1 \

Conjetura

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
las funciones f, g y 4 en una misma ventana. Hacer una
descripcién por escrito de las similitudes y diferencias
observadas entre las graficas.

Potencias impares: fix) = x, g(x) = x3, h(x) = x°
Potencias pares: f{x) = x%, g(x) = x*, h(x) = x°

b) Utilizar el resultado del apartado @) para hacer una conje-
tura con respecto a las graficas de las funciones y = x7 'y
y = x% Comprobar la conjetura con ayuda de una herra-
mienta de graficacion.

Para pensar Utilizando el resultado del ejercicio 43, tratar
de vaticinar las formas de las gréficas de f, g y h. Después,
representar las funciones con una herramienta de graficacién y
comparar el resultado con su estimacion.

a) flx) = x(x — 6) b) g =x(x—6)
¢) hx) =x(x—6)

Area Se va a cortar un alambre de 24 pulgadas de longitud
en cuatro trozos para formar un rectdngulo cuyo lado més corto
mida x.

a) Expresar el drea A del rectdngulo en funcién de x.

b) Determinar el dominio de la funcién y representar la funcién
de ese dominio en una herramienta de graficacion.

¢) Utilizar la gréfica de la funcién para estimar el drea mdxima
del rectangulo. Hacer una suposicién con respecto a las
dimensiones que producen el drea maxima.

Redaccion Las siguientes graficas exhiben los beneficios P
de dos pequeias empresas durante un periodo p de dos afios.
Inventar una historia que explique el comportamiento de cada
funcién de beneficios para un hipotético producto elaborado por
la empresa.

a) b)

200 000 100 000

100 000 50 000

47.

A as.

49.

0
fE o

Para pensar [Cudl es el menor grado posible de la funcién
polinomial cuya grafica se aproxima a la que se muestra en cada
apartado? ; Qué signo debe tener el coeficiente dominante?

a) y b) y

9]

Prueba de esfuerzo Se somete a prueba una pieza de maqui-
naria dobldndola x centimetros, 10 veces por minuto, hasta el
instante y (en horas) en el que falla. Los resultados se muestran
en la siguiente tabla.

x |3 6 9 |12 |15 18 | 21 | 24 | 27 | 30

44 | 23

y | 61 | 56 | 53 | 55|48 | 35| 36 | 33

a) Utilizar las funciones de regresion de una herramienta de
graficacién para encontrar un modelo lineal para los datos.

b) Utilizar una herramienta de graficacién para representar
los datos y el modelo.

¢) Utilizar la gréfica para determinar si se cometié un error
al realizar una de las pruebas o al registrar los resultados.
Si es asi, suprimir el punto erréneo y encontrar el modelo
lineal para los datos revisados.

Movimiento arménico Un detector de movimiento mide el des-
plazamiento oscilatorio de un peso suspendido de un resorte. En
la figura se muestran los datos recabados y los desplazamientos
maximos (positivo y negativo) aproximados a partir del punto
de equilibrio. El desplazamiento y se mide en centimetros y el
tiempo 7 en segundos.

a) (Esy funcion de ¢? Explicar.

b) Calcular la amplitud y el periodo de las oscilaciones.
Encontrar un modelo para los datos.

Representar el modelo del apartado ¢) en una herramienta
de graficacién y comparar el resultado con los datos de la
figura.

y

0.50 -
(/1.1, 0.25)

0.25 e, ®

025+ oo o

(0.5,-0.25)
—-0.50 -+




IEI Solucion de problemas

1.

Considerando el circulo x*> + y* — 6x — 8y = 0 que se muestra
en la figura.

a) Encontrar el centro y el radio del circulo.

b) Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la circunferen-
cia en el punto (0, 0).

c) Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la circunferen-
cia en el punto (6, 0).

d) (En qué punto se cortan dichas tangentes?

Figura para 1

2.

Figura para 2

Sean dos rectas tangentes que van del punto (0, 1) al circulo
X2+ (y + 1)> = 1 (ver la figura). Encontrar las ecuaciones de
ambas rectas, valiéndose del hecho de que cada tangente hace
interseccion con el circulo exactamente en un solo punto.

La funcién de Heaviside H(x) se utiliza ampliamente en aplica-
ciones ingenieriles.
1, x>0

H(x)z{o x<0

Trazar a mano la gréafica de la funcion de Heaviside y las gréficas
de las siguientes funciones.

a) Hx)—2  b) Hix—2)
d) H(—x) e) 3H(x)

c) —H(x)
f —Hx—2)+2

Institute of Electrical Engineers, London

P, ol

Ouiver Heavisipe (1850-1925)

Heaviside fue un fisico-matematico britanico que contribuyo al campo

de las matematicas aplicadas, sobre todo en la ingenieria eléctrica. La
funcion de Heaviside es un tipo clasico de funcion “encendido-apagado”con
aplicaciones en la electricidad y la computacion.

Solucién de problemas 39

Tomando en cuenta la grafica de la funcion que se muestra a con-
tinuacion, construir las graficas de las siguientes funciones.

a) fix+1) b) fix)y+1

y
O 2A® &) f—x) N
o v 1wl 1
g filxD

El propietario de un rancho planea cercar un potrero rectangular
adyacente a un rfo. Ya tiene 100 metros de cerca y no es nece-
sario cercar el lado que se encuentra a lo largo del rio (ver la
figura).

a) Escribir el drea A del potrero en funcion de x, que es la lon-
gitud del lado paralelo al rio. ;Cudl es el dominio de A?

b) Representar graficamente la funcion drea A(x) y estimar las
dimensiones que producen la mayor cantidad de drea para
el potrero.

¢) Encontrar las dimensiones que producen la mayor cantidad
de drea del potrero completando el cuadrildtero.

2 y

Figura para 5 Figura para 6

El propietario de un rancho cuenta con 300 metros de cerca para
enrejar dos potreros contiguos.

a) Escribir el area total A de ambos potreros como una funcién
de x (ver la figura). ;Cuadl es el dominio de A?

b) Representar grificamente la funcién drea y estimar las
dimensiones que producen la mayor 4rea de los potreros.

¢) Encontrar las dimensiones que producen la mayor cantidad
de drea del potrero completando el cuadrado.

Una persona se encuentra en una lancha a 2 millas del punto
mds cercano a la costa y se dirige a un punto Q, ubicado sobre
la costa a 3 millas de dicho punto y 1 milla tierra adentro (ver
la figura). Puede navegar a 2 millas por hora y caminar a 4
millas por hora. Escribir el tiempo total 7" del recorrido en fun-
cién de x.

2millasi '\

o ool Killa
‘_ Ny e‘

r<~—3 millas—>1 @ )
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10.

11.

12.

CAPITULO P Preparacion para el cdlculo

Conduzca por la playaa 120 kilémetros por hora. En el recorri-
do de regreso, conduzca a 60 kilémetros por hora. ;Cual es
la velocidad promedio en todo el viaje? Explicar el razona-
miento.

Uno de los temas fundamentales del cdlculo consiste en encontrar
la pendiente de una recta tangente en un punto a una curva. Para
ver como puede hacerse esto, considerar el punto (2, 4) de la
grafica de f{x) = x? (ver la figura).

| | |
T T T
-6 —4 -2

a) Calcular la pendiente de la recta que une (2,4) y (3,9). La
pendiente de la recta tangente en (2, 4) ;es mayor 0 menor
que este nimero?

b) Calcular la pendiente de la recta que une (2,4)y (1, 1). La
pendiente de la recta tangente en (2, 4) ;es mayor 0 menor
que este nimero?

¢) Calcular la pendiente de larectaque une (2,4)y (2.1,4.41).
La pendiente de la recta tangente en (2, 4) ;es mayor o
menor que este nimero?

d) Calcular la pendiente de la recta que une (2,4)y (2 + A,
A2+ h)),parah # 0. Verificarque s = 1, —1y 0.1 generen
las soluciones de los apartados a) a ¢).

e) (Cudleslapendiente de la recta tangente en (2, 4)? Explicar
de qué manera obtuvo la respuesta.

Trazar graficamente la funcién f(x)=+/x y anotar el punto
(4, 2) sobre ella.

a) Calcular la pendiente de la recta que une (4, 2) y (9, 3). La
pendiente de la recta tangente en (4, 2) ;es mayor 0 menor
que este nimero?

b) Calcular la pendiente de la recta que une (4,2)y (1, 1). La
pendiente de la recta tangente en (4, 2) ;es mayor o menor
que este nimero?

¢) Calcular la pendiente de la recta que une (4, 2) y (4.41,
2.1). La pendiente de la recta tangente en (4, 2) (es mayor
0 menor que este nimero?

d) Calcular la pendiente de la recta que une (4,2) y (4 + h,
fi4 + h)),parah # 0.

e) (Cudleslapendiente de lalinea tangente en (4, 2)? Explicar
de qué manera obtuvo la respuesta.

Explicar cémo se grafica la ecuacién y + |y| = x + |x|. Trace
la gréfica.

En una enorme habitacion se encuentran dos bocinas, con 3
metros de separacion entre si. La intensidad del sonido / de una
bocina es del doble de la otra, como se muestra en la figura.
Suponer que el escucha se encuentra en libertad de moverse por
la habitacidn hasta encontrar la posicion en la que recibe igual

13.

14.

15.

cantidad de sonido de ambas bocinas. Dicho lugar satisface
dos condiciones: 1) la intensidad del sonido en la posicién del
escucha es directamente proporcional al nivel de sonido de la
fuente, y 2) la intensidad del sonido es inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia de la fuente.

a) Encontrar los puntos sobre el eje x que reciben la misma
cantidad de sonido de ambas bocinas.

b) Encontrar y representar graficamente la ecuacion de todas
las posiciones (x, y) donde se reciben cantidades de sonido
iguales de ambas bocinas.

¥ y
3+ 4T
3,,
2,,
PN 2+ 0N
1+ 7/ N / N
/I AN L // \\\
1/ N2 1/ K
‘¢ e T e e
1 2 3 1 2 3 4
Figura para 12 Figura para 13

Suponer que las bocinas del ejercicio 12 se encuentran separadas
por 4 metros y la intensidad del sonido de una de ellas es de k
veces la de la otra, como se muestra en la figura.

a) Encontrar la ecuacién para todas las posiciones (x, y)
donde se reciben cantidades de sonido iguales de ambas
bocinas.

b) Representar graficamente la ecuacién para el caso donde
k= 3.

¢) Describir el conjunto de posiciones con igual cantidad de
sonido a medida que k se vuelve muy grande.

Sean d, y d, las distancias entre el punto (x, y) y los puntos
(—1,0)y (1, 0), respectivamente, como se muestra en la figura.
Demostrar que la ecuacion de la gréfica de todos los puntos
(x, y) que satisfacen d d, = 1 es (x> + y*)> = 2(x*> — ¥?). Esta
curva se conoce como lemniscata. Trazar la lemniscata e iden-
tificar tres puntos sobre la grafica.

Sea f(x)= ! .

1-x

a) (Cudles son el dominio y el recorrido o rango de f?

b) Encontrar la composicién de f{(f(x)); ;cudl es el domino de
esta funcién?

¢) Encontrar f(f(f(x))); (cudl es el dominio de esta funcién?

d) Representar graficamente f{f(f(x))). La gréfica ;es unarecta?
Explicar por qué.



El limite de una funcion es el concepto
principal que distingue al cdlculo del
dlgebra y de la geometria analitica. La
nocion de un limite es fundamental para
el estudio del cdlculo. De esta manera,
es importante adquirir un buen concepto

de limite antes de incursionar en otros
tépicos de célculo.

En este capitulo, se aprendera:

B Cdémo comparar el cdlculo con el
precalculo. (1.1)

B Como encontrar limites grafica y
numéricamente. (1.2)

B Como evaluar de forma analitica un
limite. (1.3)

B Cémo determinar la continuidad
en un punto y sobre un intervalo B—

abierto, y como determinar limites
laterales. (1.4)
B Coémo determinar limites infinitos y
coémo encontrar las asintotas verti-
cales. (1.5)
+
. -
European Space Agency/NASA
De acuerdo con la NASA, el lugar mas frio del universo esta en la néhula de
Boomerang. La nébula se localiza a cinco mil afios luz de la Tierra y tiene
_m Unatemperatura de —272°C. Esta temperatura es inicamente 1° mas caliente
que el cero absoluto, la temperatura mas fria posible. ;Como determinaron los
cientificos que el cero absoluto es el “limite inferior” de la temperatura de la
materia? (Ver la seccion 1.4, ejemplo 5.)
y y y
2+ / a/fa
N indefinido
enx=0.
1 —
- )= ——2— fo)=——E—
0= T Vel
; | x ; ; x 1 1 x
-1 1 -1 1 -1 1
El proceso de un limite es un concepto fundamental del calculo. Una técnica que se puede utilizar para estimar
un Iimite consiste en trazar la funcién y luego determinar el comportamiento de la grafica a medida que la variable
independiente se aproxima a un valor especifico. (Ver la seccion 1.2.)

41
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CAPITULO 1

Limites y sus propiedades

Iml Una mirada previa al calculo

A medida que

vayamos progresando en este curso,
conviene recordar que el aprendizaje
del cdlculo es sélo uno de sus fines.

Su

objetivo mds importante es aprender

a utilizar el calculo para modelar y
resolver problemas reales. En seguida
se presentan algunas estrategias de
resolucién de problemas que pueden
ayudar.

Cerciorarse de entender la pregunta.
(Cudles son los datos? ;Qué se le
pide encontrar?

Concebir un plan. Existen muchos
métodos que se pueden utilizar:
hacer un esquema, resolver un pro-
blema sencillo, trabajar hacia atrds,
dibujar un diagrama, usar recursos
tecnoldgicos y muchos otros.
Ejecutar el plan. Asegurarse de que
responde la pregunta. Enunciar la
respuesta en palabras. Por ejem-
plo, en vez de escribir la respuesta
como x = 4.6, seria mejor escribir
“El drea de la zona es 4.6 metros
cuadrados”.

Revisar el trabajo. ; Tiene sentido la
respuesta? jExiste alguna forma de
contrastarla?

® Comprender qué es el calculo y cémo se compara con el precédlculo.
® Comprender que el problema de la recta tangente es basico para el calculo.
® Comprender que el problema del area también es basico para el calculo.

{Qué es el calculo?

El célculo es la matemética de los cambios (velocidades y aceleraciones). También son objeto
del cédlculo rectas tangentes, pendientes, dreas, volimenes, longitudes de arco, centroides,
curvaturas y una gran variedad de conceptos que han permitido a cientificos, ingenieros y
economistas elaborar modelos para situaciones de la vida real.

Aunque las matemdticas previas al cdlculo también tratan con velocidades, acelera-
ciones, rectas tangentes, pendientes y demds, existe una diferencia fundamental entre ellas
y el cdlculo. Mientras que las primeras son més estaticas, el cdlculo es mas dindmico. He
aqui algunos ejemplos.

e Las matemadticas previas al cdlculo permiten analizar un objeto que se mueve con
velocidad constante. Sin embargo, para analizar la velocidad de un objeto sometido a
aceleracion es necesario recurrir al calculo.

e Las matemadticas previas al cdlculo permiten analizar la pendiente de una recta, pero
para analizar la pendiente de una curva es necesario el calculo.

e Lasmatematicas previas al cdlculo permiten analizar la curvatura constante de un circulo,
pero para analizar la curvatura variable de una curva general es necesario el célculo.

e Las matemadticas previas al cdlculo permiten analizar el drea de un rectingulo, pero
para analizar el drea bajo una curva general es necesario el cdlculo.

Cada una de estas situaciones implica la misma estrategia general: la reformulacion de
las matematicas previas al cdlculo a través de un proceso de limite. De tal modo, una manera
de responder a la pregunta “;qué es el cdlculo?” consiste en decir que el cdlculo es una
“madquina de limites” que funciona en tres etapas. La primera la constituyen las matemadticas
previas al cédlculo, con nociones como la pendiente de una recta o el drea de un rectdngulo.
La segunda es el proceso de limite, y la tercera es la nueva formulacién propia del célculo,
en términos de derivadas e integrales.

Proceso
de limite

Matemadticas
previas al calculo

>

Calculo

>

Por desgracia, algunos estudiantes tratan de aprender calculo como si se tratara de una
simple recopilacién de férmulas nuevas. Si se reduce el estudio del célculo a la memorizacién
de las férmulas de derivacién y de integracion, su comprension serd deficiente, el estudiante
perdera confianza en si mismo y no obtendr4 satisfaccion.

En las dos paginas siguientes se presentan algunos conceptos familiares del precalculo,
listados junto con sus contrapartes del cdlculo. A lo largo del texto se debe recordar que
el objetivo es aprender a utilizar las férmulas y técnicas del precdlculo como fundamento
para producir las férmulas y técnicas mds generales del calculo. Quizds algunas de las
“viejas formulas™ de las paginas siguientes no resulten familiares para algunos estudiantes;
repasaremos todas ellas.

A medida que se avance en el texto, se sugiere volver a leer estos comentarios repetidas
veces. Es importante saber en cudl de las tres etapas del estudio del calculo se encuentra el
estudiante. Por ejemplo, los tres primeros capitulos se desglosan como sigue.

Capitulo P: Preparacion para el calculo Matematicas previas al cdlculo o precélculo

Capitulo 1: Limites y sus propiedades Proceso de limite

Capitulo 2: Derivacién Cilculo
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Sin calculo

Con calculo diferencial

Valor de f(x)
cuando x = ¢

Limite de f{(x) cuando
x tiende a ¢

Pendiente de una recta

Pendiente de una curva

Recta secante
a una curva

Recta tangente
a una curva

Ritmo o velocidad de
cambio promedio entre
t=ayt=b

Ritmo o velocidad de
cambio instantaneo
ent=c

Curvatura
del circulo

Curvatura
de una curva

Altura de una
curva en
x=c

Altura maxima de
una curva dentro q
de un intervalo '

=

Plano tangente
a una esfera

Plano tangente
a una superficie -.L 1

Direccién del
movimiento a lo
largo de una recta

Direccién del
movimiento a lo
largo de una curva
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Sin célculo Con célculo integral

Area de un
rectangulo

Area bajo
una curva

Trabajo realizado por
una fuerza constante

Trabajo realizado por
una fuerza variable

Centro de un

Centroide de una

y

rectangulo PRI region
Longitud de un Longitud
segmento de recta de un arco

Area superficial
de un cilindro

Area superficial
de un solido de revolucion

Masa de un sélido
con densidad constante

Masa de un s6lido
con densidad variable

Volumen de un
s6lido rectangular

—

Volumen de la regién
bajo una superficie

Suma de un nimero
finito de términos

ata,+ -+a =35

Suma de un nimero
infinito de términos

a ta,+a+-=S§




y=f()

Recta tangente

Recta tangente de la grafica de fen P
Figura 1.1

The Mistress Fellows, Girton College, Cambridge

Grace CrisHoLM YounG (1868-1944)

Grace Chisholm Young obtuvo su titulo

en matematicas en el Girton College de
Cambridge, Inglaterra. Sus primeros
trabajos se publicaron bajo el nombre de
William Young, su marido. Entre 1914

y 1916, Grace Young publico trabajos
relativos a los fundamentos del calculo que la
hicieron merecedora del premio Gamble del
Girton College.
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El problema de la recta tangente

La nocién de limite es fundamental en el estudio del célculo. A continuacién se dan breves
descripciones de dos problemas clasicos del cdlculo —el problema de la recta tangente y el
problema del drea— que muestran la forma en que intervienen los limites en el cédlculo.

En el problema de la recta tangente, se tiene una funcién fy un punto P de su gréfica
y se trata de encontrar la ecuacién de la recta tangente a la grafica en el punto P, como se
muestra en la figura 1.1.

Exceptuando los casos en que la recta tangente es vertical, el problema de encontrar la
recta tangente en el punto P equivale al de determinar la pendiente de la recta tangente en
P. Se puede calcular aproximadamente esta pendiente trazando una recta por el punto de
tangencia y por otro punto sobre la curva, como se muestra en la figura 1.2a. Tal recta se
llama recta secante. Si P(c, f(c)) es el punto de tangencia y

O(c + Ax, f(c + Ax))

es un segundo punto de la grafica de f, la pendiente de la recta secante que pasa por estos
dos puntos puede encontrarse al utilizar precalculo y estd dada por

_ flet A = fle) _ fle + A9 = fle)

m
see c+Ax—c¢ Ax

Q(c+Ax, f(c+Ax))
Rectas
secantes

P(c, f(0)

Recta tangente

a) Larecta secante que pasa por (¢, f(c)) y
(c + Ax, flc + Ax))
Figura 1.2

b) Cuando Q tiende a P, las rectas secantes se aproxi-
man a la recta tangente

A medida que el punto Q se aproxima al punto P, la pendiente de la recta secante se
aproxima a la de la recta tangente, como se muestra en la figura 1.2b. Cuando existe tal
“posicion limite”, se dice que la pendiente de la recta tangente es el limite de 1a pendiente de
la recta secante (este importante problema se estudiard con mds detalle en el capitulo 2).

EXPLORACION

Los siguientes puntos se encuentran en la grafica de flx) = x>

0,(1.5,f(1.5)), Q,(1.1,£(1.1)), Q4(1.01, f(1.01)),
0,(1.001, £(1.001)), Q4(1.0001, £(1.0001))

Cada punto sucesivo se acerca mds al punto P(1, 1). Calcular la pendiente de la recta
secante que pasa por O, y P, O, y P, y asi sucesivamente. Utilizar una herramienta de
graficacion para representar estas rectas secantes. Luego utilizar los resultados para
estimar la pendiente de la recta tangente a la grafica de fen el punto P.
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y=f(x)

/ a b

Area bajo una curva
Figura 1.3

NOTA HISTORICA
En uno de los eventos més asombrosos
ocurrido en las matematicas, se descubrio
que el problema de recta tangente y el
problema del area estan estrechamente
relacionados. Este descubrimiento condujo
al nacimiento del calculo. Se abordara la
relacion que existe entre estos dos problemas
cuando se estudie el teorema fundamental
del calculo en el capitulo 4.

[ =x*

N |

a) Regién acotada

Limites y sus propiedades

El problema del area

En el problema de la recta tangente se vio cdmo el proceso de limite puede ser aplicado a
la pendiente de una recta para determinar la pendiente de una curva general. Un segundo
problema clasico del célculo consiste en determinar el drea de una regién plana delimitada
por gréficas de funciones. Este problema también se puede resolver mediante un proceso
del limite. En este caso, el proceso del limite se aplica al drea de un rectangulo con el fin de
encontrar el drea de una regién en general.

A modo de ejemplo sencillo, considerar la zona acotada por la gréfica de la funcién
y = fix), el eje x y las rectas verticales x = a y x = b, como se muestra en la figura 1.3.
Se puede estimar su drea usando varios rectangulos, como se muestra en la figura 1.4. Al
aumentar el nimero de rectdngulos, la aproximacién mejora cada vez mds, ya que se reduce
el drea que se pierde mediante los rectangulos. El objetivo radica en determinar el limite de
la suma de las dreas de los rectangulos cuando su nimero crece sin fin.

y y

v =f) y=f)

/ a b / a b "
Aproximacion usando cuatro rectangulos
Figura 1.4

Aproximacion usando ocho rectangulos

EXPLORACION

Considerar la region acotada por las gréficas de fix) = x%, y = 0y x = 1, que se muestra
en el apartado a) de la figura. Se puede estimar el drea de esta regiéon empleando dos
conjuntos de rectdngulos, unos inscritos en ella y otros circunscritos, como se muestra
en los apartados b) y c). Calcular la suma de las dreas de cada conjunto de rectdngulos.
Luego, utilizar los resultados para calcular aproximadamente el drea de la region.

fx) =x? fx) =x?

N

b) Rectangulos inscritos ¢) Rectangulos circunscritos



Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 5, decidir si el problema puede resolverse
mediante el uso de las matematicas previas al calculo o si requiere
del calculo. Resolver el problema si se puede utilizar precalculo. En
caso contrario explicar el razonamiento y aproximar la solucién
por procedimientos graficos o numéricos.

1. Calcular la distancia que recorre en 15 segundos un objeto que
viaja a una velocidad constante de 20 pies por segundo.

2. Calcular la distancia que recorre en 15 segundos un objeto
que se mueve a una velocidad v(f) = 20 + 7 cos ¢ pies por
segundo.

3. Un ciclista recorre una trayectoria que admite como modelo
la ecuacién f(x) = 0.04(8x — x?) donde x y f(x) se miden
en millas. Calcular el ritmo o velocidad de cambio en la eleva-
cion cuando x = 2.

y

f(x) = 0.08x

=
[y
w -
~
(-
o\ -

=

-1

Figura para 3

Figura para 4

4. Un ciclista recorre una trayectoria que admite como modelo la
ecuacién flx) = 0.08x, donde x y f(x) se miden en millas. En-
contrar el ritmo o velocidad de cambio de la elevacion cuando
x =2.

5. Encontrar el drea de la regién sombreada.

a) b)
(2,4

— N W s W

—

5,0)

L L 1l
_Jr(o,()) 3405 6

6. Rectas secantes Considerar la funcién flx) = Vx y el punto
P(4, 2) en la grifica de f:

a) Dibujar la grifica de fy las rectas secantes que pasan por
P(4,2)y Q(x, f(x)) para los siguientes valores de x: 1,3y 5.

b) Encontrar la pendiente de cada recta secante.

¢) Utilizar los resultados del apartado b) para estimar la pen-
diente de la recta tangente a f en P(4, 2). Describir cémo
puede mejorarse la aproximacion de la pendiente.

7. Rectas secantes Considerar la funcién flx) = 6x — x> y el
punto P(2, 8) sobre la gréfica de f:

a) Dibujar la grifica de fy las rectas secantes que pasan por
P(2, 8) y O(x, fix)) para los valores de x: 3, 2.5y 1.5.

b) Encontrar la pendiente de cada recta secante.

¢) Utilizar los resultados de la parte b) para estimar la pen-
diente de la recta tangente a la grafica de f en el punto
P(2, 8). Describir cémo puede mejorarse la aproximacion
de la pendiente.
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8. a) Utilizar los rectangulos de cada una de las graficas para
aproximar el drea de la regién acotada pory = senx,y = 0,
x=0yx=m
y y

X T T X
I A A
) 2
b) Describir cdémo se podria continuar con este proceso a fin
de obtener una aproximacién mds exacta del drea.

9. a) Utilizar los rectangulos de cada una de las graficas para
aproximar el drea de la regién acotada por y = 5/x,y = 0,

x=1lLyx=5.

y y

5+ 5+

4+ 4+

3+ 34

2 2T

1+ 1+
— T 1 x T 1 X
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

b) Describir cémo se podria continuar con este proceso a fin
de obtener una aproximacién mds exacta del drea.

Para discusion

10. ;Cdémo se describe la razén cambio instantdneo de la
posicion de un automdvil sobre la autopista?

Desarrollo de conceptos

11. Considerar la longitud de la gréifica de fix) = 5/x, desde
(1, 5) hasta (5, 1):

y

y
(1,5) (1,5)

5+ 5+

4+ 4+

3+ 3+

2+ 2+

1 1
—t—t——x —t—F———>x
123 45 123 45

a) Estimar la longitud de la curva mediante el cdlculo de
la distancia entre sus extremos, como se muestra en la
primera figura.

b) Estimar la longitud de la curva mediante el cdlculo de
las longitudes de los cuatro segmentos de recta, como
se muestra en la segunda figura.

¢) Describir cémo se podria continuar con este proceso
a fin de obtener una aproximacién mds exacta de la

longitud de la curva.
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Iml Calculo de limites de manera grafica y numérica

/

Iim f(x) =3
x—1 f (1’3)

Ellimite de f(x) cuando x tiende a 1 es 3
Figura 1.5

® Estimar un limite utilizando los métodos numérico y grafico.
® Aprender diferentes formas en las que un limite puede no existir.
® Estudiar y utilizar la definicién formal de limite.

Introduccion a los limites

Suponer que se pide dibujar la gréfica de la funcién f dada por

x* -1
x-1"

x#1.

f)=

Para todos los valores distintos de x = 1, es posible emplear las técnicas usuales de repre-
sentacion de curvas. Sin embargo, en x = 1, no estd claro qué esperar. Para obtener una
idea del comportamiento de la grafica de fcerca de x = 1, se pueden usar dos conjuntos de
valores de x, uno que se aproxime a 1 por la izquierda y otro que lo haga por la derecha,
como se ilustra en la tabla.

X se aproxima a 1 por la izquierda. > < x se aproxima a 1 por la derecha.

x 0.75 0.9 099 | 099 | 1  1.001  1.01 1.1 1.25
f(x) | 2313 | 2710 | 2970 | 2.997 | ? | 3.003 | 3.030 | 3.310  3.813

f(x) se aproxima a 3. > < f(x) se aproxima a 3.

Como se muestra en la figura 1.5, la grafica de f es una parabola con un hueco en el
punto (1, 3). A pesar de que x no puede ser igual a 1, se puede acercar arbitrariamente a 1
y, en consecuencia, f{x) se acerca a 3 de la misma manera. Utilizando la notacién que se
emplea con los limites, se podria escribir

lim f(x) = 3.

Esto se lee “el limite de f{x) cuando x se aproxima a 1 es 3”.

Este andlisis conduce a una descripcion informal de 1imite. Si f(x) se acerca arbitrariamente
a un ndmero L cuando x se aproxima a ¢ por cualquiera de los dos lados, entonces el limite
de f(x), cuando x se aproxima a c, es L. Esto se escribe

lim f(x) = L.

Xx—>c

EXPLORACION

El andlisis anterior proporciona un ejemplo de como estimar un limite de manera numeé-
rica mediante la construccion de una tabla, o de manera grdfica, al dibujar un esquema.
Calcular el siguiente limite de forma numérica al completar la tabla.

x> —=3x+2
lim —————

x—2 x—2

x 1.75 | 1.9 | 1.99 1999 | 2 |2.001 2.01 2.1 | 225

f&) ? ? ? ? ? ? ? ? ?

Luego utilizar una herramienta de graficacion para estimar el limite.



y

fno estd definida
enx=0. \ /

fx) =

El limite de f(x) cuando x se aproxima a
Oes2
Figura 1.6

y

+
2L fw= {1”‘ 2
0,x =2

} & }
T * T X
2

1 3

El limite de f(x) cuando x se aproxima a
2esl
Figura 1.7

Vx 1—1
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EJEMPLO I Estimaciéon numérica de un limite

Evaluar la funcién f(x) = x/ (\/x +1- 1) en varios puntos cercanos a x = 0 y usar el
resultado para estimar el limite:

. X
lim

=0 Jx+1 -1

Solucion En la siguiente tabla se registran los valores de f(x) para diversos valores de x
cercanos a 0.

x se aproxima a O por la izquierda. > < x se aproxima a O por la derecha.

x —0.01 —0.001 | —0.0001 0.0001 0.001 0.01
Sx) | 1.99499 | 1.99950 | 1.99995 | ? | 2.00005 | 2.00050 | 2.00499

f(x) se aproxima a 2. > < Jf(x) se aproxima a 2.

De los datos mostrados en la tabla, se puede estimar que el l1imite es 2. Dicho resultado se
confirma por la grafica de f (ver la figura 1.6). ——

Observar que en el ejemplo 1, la funcién no esta definida en x = 0 y atn asi f{x) parece
aproximarse a un limite a medida que x se aproxima a 0. Esto ocurre con frecuencia, y es
importante percatarse de que la existencia o inexistencia de f(x) en x = ¢ no guarda relacion
con la existencia del limite de f(x) cuando x se aproxima a c.

EJEMPLO 2 Calculo de un limite

Encontrar el limite de f{x) cuando x se aproxima a 2, donde f se define como

1, x#2
f(x)_{o, x=2.

Solucién Puesto que fix) = 1 para todos los x distintos de x = 2, se puede concluir que el
limite es 1, como se muestra en la figura 1.7. Por tanto, se puede escribir

1im /(x) =

El hecho de que f(2) = 0 no influye en la existencia ni en el valor del limite cuando x se
aproxima a 2. Por ejemplo, si se hubiera definido la funcién como

1, x#2
fl) = {2, T
el limite seria el mismo. ——

Hasta este punto de la seccién, se han calculado los limites de manera numérica y
gréfica. Cada uno de estos métodos genera una estimacion del limite. En la seccién 1.3 se
estudiardn técnicas analiticas para evaluarlos. A lo largo de este curso, se trata de desarrollar
el habito de utilizar este método de drbol para resolver problemas.

1. Método numérico Construir una tabla de valores.
2. Meétodo gréﬁco Elaborar una grafica a mano o con algin dispositivo tecnolégico.

3. Meétodo analitico Utilizar dlgebra o cdlculo.
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fx) = %
1<
f=1
| () |
-1 5l 1
f)=-1
El lina f(x) no existe
Figura 1.8
y
} } X
1 2

El lin(} f(x) no existe

Figura 1.9

Limites que no existen

En los tres ejemplos siguientes se examinaran algunos limites que no existen.

EJEMPLO 3 Comportamiento diferente por la derecha
y por la izquierda

Demostrar que el siguiente limite no existe.

Solucion Considerar la grafica de la funcién fix) = |x| /x. De la figura 1.8 y de la defi-
nicién de valor absoluto.

x, six =0 L
|x| = . Definicién de valor absoluto
—x, Stx <0

se observa que
x| I, six>0
X -1, six <O

Esto significa que, independientemente de cuanto se aproxime x a 0, existirdn tanto valores
positivos como negativos de x que daran fix) = 1 y fix) = —1. De manera especifica, si &
(letra griega delta mintscula) es un nimero positivo, entonces los valores de x que satisfacen
la desigualdad 0 < | x| < & se pueden clasificar los valores de | x|/x de la siguiente manera:

(=6,0) (0, 9)
Los valores negativos Los valores positivos
de x dan como resultado de x dan como resultado
|x|[/x = —1. x|/ = 1.

Debido a que | x|/x tiende a un ndmero diferente por la derecha del 0, por la izquierda que
entonces el limite lim ( | x|/x) no existe.
x>

EJEMPLO 4 Comportamiento no acotado

Analizar la existencia del limite

Solucion Sea fix) = 1/x% En la figura 1.9 se puede observar que a medida que x se
aproxima a 0 tanto por la derecha como por la izquierda, f{x) crece sin limite. Esto quiere
decir que, eligiendo un valor de x cercano a 0, se puede lograr que f{x) sea tan grande como
se quiera. Por ejemplo, f(x) serd mayor que 100 si elegimos valores de x que estén entre %
y 0. Es decir:

1 1
0<|x|<E > f(x)—;>100.
Del mismo modo, se puede obligar a que f(x) sea mayor que 1000000 de la siguiente
manera:
1 1
0 —_— > = — > 1000 000

Puesto que f(x) no se aproxima a ningtin nimero real L cuando x se aproxima a 0, se puede
concluir que el limite no existe.



fx) = sen%

El'lim f(x) no existe
x—0

Figura 1.10

The Granger Collection

PETER GUSTAY DiRIcHLET (1805-1859)

En el desarrollo temprano del calculo, la
definicion de una funcion era mucho méas
restrictiva que en la actualidad, y “funciones”
como la de Dirichlet no se hubieran tomado
en consideracion. La definicion moderna

de funcion se debe al matematico aleman
Peter Gustav Dirichlet.
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EJEMPLO 5 Comportamiento oscilante

. . . L 1
Analizar la existencia del limite [imsen—.
=0 X
Solucién  Seaf(x) = sen(l/x). En la figura 1.10 se puede observar que, cuando x se aproxima
a 0, fix) oscila entre —1 y 1. Por consiguiente, el limite no existe puesto que, por pequefio
que se elija 8, siempre es posible encontrar x, y x, que disten menos de 6 unidades de 0 tales

que sen(l/x;) = 1y sen(l/x,) = —1, como se muestra en la tabla.
x 2/m | 2/3w  2/5% | 2/7%w | 2/97 | 2/1lw x—0
sen (1/x) | 1 -1 1 -1 1 —1 | El limite no existe.

COMPORTAMIENTOS ASOCIADOS A LA NO EXISTENCIA DE UN LIMITE

1. fix) se aproxima a nimeros diferentes por la derecha de ¢ que por la izquierda.
2. f(x) aumenta o disminuye sin limite a medida que x se aproxima a c.
3. flx) oscila entre dos valores fijos a medida que x se aproxima a c.

Existen muchas otras funciones interesantes que presentan comportamientos inusuales.
Una de las que se cita con mayor frecuencia es la funcion de Dirichlet:

) 0, sixesracional.
X) = . . .
1, sixes irracional.

Puesto que esta funcion carece de limite en cualquier nimero real ¢, no es continua en
cualquier nimero real c. La continuidad se estudiard con mds detalle en la seccién 1.4.

CONFUSION TECNOLOGICA Cuando se utilice una herramienta de graficacién para
investigar el comportamiento de una funcién cerca del valor de x en el que se intenta
evaluar su limite, recordar que no siempre se puede confiar en las imagenes dibujadas. Al
utilizar una herramienta de graficacion para dibujar la gréifica de la funcién del ejemplo
5 en un intervalo que contenga al 0, es muy probable que obtenga una grafica incorrec-
ta, como la que se muestra en la figura 1.11. El motivo por el cual una herramienta de
graficacién no puede mostrar la gréifica correcta radica en que la grédfica cuenta con
oscilaciones infinitas en cualquier intervalo que contenga al 0.

-0.25 0.25

-1.2

Grafica incorrecta de f(x) = sen(1/x)
Figura 1.11
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c-6

Definicion &-6 del limite de f(x) cuando
x tiende a ¢
Figura 1.12

PARA MAYOR INFORMACION

Para conocer mas sobre la introduccion
del rigor al célculo, consulte “Who
Gave You The Epsilon? Cauchy an

the Origins of Rigorous Calculus” de
Judith V. Grabiner, en The American
Mathematical Monthly.

Definicion formal de limite

Examinar nuevamente la descripcién informal de limite. Si f(x) se acerca de manera arbitraria
a un nimero L a medida que x se aproxima a ¢ por cualquiera de sus lados, se dice que el
limite de f(x) cuando x se aproxima a c es L, y se escribe

Iim f(x) = L.

X—C
A primera vista, esta descripcién parece muy técnica. No obstante, es informal porque atin
hay que conferir un significado preciso a las frases:

“f(x) se acerca arbitrariamente a L”

“x se aproxima a c”.

La primera persona en asignar un significado matemadtico riguroso a estas dos frases fue
Augustin-Louis Cauchy. Su definicion -6 de limite es la que se suele utilizar en la actua-
lidad.

En la figura 1.12, sea & (minuscula de la letra griega épsilon) la representacién de un
nimero positivo (pequefio). Entonces, la frase “f(x) se acerca arbitrariamente a L” significa
que f(x) pertenece al intervalo (L — g, L + €). Al usar la nocién de valor absoluto, esto se
puede escribir como

If) - L| < e.

Del mismo modo, la frase “x se aproxima a ¢” significa que existe un nimero positivo o tal
que x pertenece al intervalo (¢ — §, ¢), o bien al intervalo (¢, ¢ + &). Esto puede expresarse
de manera concisa mediante la doble desigualdad

0<|x—c| <8
La primera desigualdad

0 < |x - cl La distancia entre x y ¢ es mayor que 0.
expresa que x # c. La segunda desigualdad

|x - Cl <6 x estd a menos de & unidades de c.

indica que x esta a una distancia de 6 menor que c.

DEFINICION DE LIMITE

Sea funa funcién definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ (salvo posiblemente
en ¢) y L un nimero real. La afirmacién

lim f(x) = L

X—cC

significa que para todo & > 0 existe uno 6 > 0 tal que si

0< |x—c| <38 entonces [f(x)—L|<e.

A lo largo de todo el texto, la expresion
lim f(x) = L

xX—c

lleva implicitas dos afirmaciones: el limite existe y es igual a L. |

Algunas funciones carecen de limite cuando x — ¢, pero aquellas que lo poseen no
pueden tener dos limites diferentes cuando x — c. Es decir, si el limite de una funcion existe,
entonces es unico (ver el ejercicio 79).
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Los tres ejemplos siguientes ayudan a entender mejor la definicion -6 de limite.

EJEMPLO 6 Determinar 6 para un £ dado

Dado el limite

lim(2x—5)=1
encontrar § tal que |(2x — 5) — 1| < 0.01, siempre que 0 < |x — 3| < &.

Solucién En este problema se trabaja con un valor dado de € : ¢ = 0.01. Para encontrar
un & apropiado, se observa que

|2x = 5) — 1] = |2x — 6] = 2]x — 3]

Como la desigualdad |(2x — 5) — 1/ <0.01 es equivalente a 2|x — 3| < 0.01, se puede escoger
6= % (0.01) = 0.005. Esta opcién funciona porque

0<|x —3]<0.005
lo que implica que
[(2x — 5) — 1| = 2|x — 3| < 2(0.005) = 0.01

tal como se muestra en la figura 1.13. ——

En el ejemplo 6, obsérvese que 0.005 es el mayor valor de 6 que garantiza que
jemp q que g q

|(2x — 5) — 1] <0.01, siempre que 0 < |x — 3| < 8. Todo valor positivo de 8 menor también debe sa-

tisfacer esta condicion. |

En el ejemplo 6 se encontrd un valor de 6 para un € dado, 1o que no necesariamente
demuestra la existencia del limite. Para hacerlo, se debe probar que es posible encontrar un
0 para todo e, como se muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 7 Aplicacion de la definicion £-0 de limite

Utilizar la definicién -6 de limite para demostrar que
lim (3x — 2) = 4.
x—2
Solucién  Probar que para todo & > 0, existe un & > 0 tal que |(3x — 2) — 4| < & siempre

que 0 < |x — 2| < 8. Puesto que la eleccién de 8 depende de &, es necesario establecer una
relacion entre los valores absolutos |[(3x — 2) — 4|y |x — 2|.

|3x — 2) — 4] = |3x — 6] = 3x — 2|

De tal manera, para cada & > 0 dado, se puede tomar § = &/3. Esta opcién funciona por-
que

&
0< -2l < 6=~
k-2 <8=17

implica que

|(3x—2)—4|=3|x—2|<3(§>=8

como muestra la figura 1.14. ——
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4+e+
2+ 6 by

Q2-8*f---
4—-e+

L 2+6
2
2-06
El limite de f(x) cuando x se aproxima a

2esd
Figura 1.15

Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 8, completar la tabla y utilizar el resultado

EJEMPLO 8 Aplicacion de la definicion £-6 de limite

Usar la definicién -6 de limite para demostrar que

lim x2 = 4.
x—2

Solucion Probar que para todo & > 0, existe un 8 > 0 tal que

[x? —4|<e siempreque O<|x —2|<8.

Para encontrar un & adecuado, comenzamos por escribir [x> — 4| = |x — 2||x + 2|. Para todo
x del intervalo (1, 3), x + 2 < 5 se sabe que |x + 2| < 5. De tal manera, se toma & igual al
minimo entre £/5 y 1, resulta que, siempre que 0 < |x — 2| < 8, se tiene que

)= =2l 2l < (2o -0

como se muestra en la figura 1.15.

A lo largo de este capitulo, se utilizard la definicion e-6 de limite principalmente para
demostrar teoremas relativos a los limites y para establecer la existencia o inexistencia de
tipos de limites especificos. Para calcular limites, se describirdn técnicas mas faciles de usar

que la definicion &-6 de limite.

[1/(x + D] = (1/4)

para estimar el limite. Representar la funcion utilizando una he- S. JICILI; T _3
rramienta de graficacion, con el fin de confirmar su resultado.
A x 29 | 299 | 2999 | 3.001 | 3.01 @ 3.1
X —
L 1
)]cg?t x> —=3x—4 f(x)
39 | 399 | 3999 | 4001 | 4.01 | 4.1
. 6. 1 /6 D] = @4/5)
f(x) x—4 x—4
x 39 | 399 | 3999 | 4.001 | 4.01 @ 4.1
2 It x—2
xl—>n% )C2 -4 f(x)
x 1.9 | 1.99 | 1.999 | 2.001 & 2.01 | 2.1 7. lfm SE0X
x—0
fkx)
x —-0.1 | —0.01 | —0.001 | 0.001 | 0.01 | 0.1
Vx+6— 6
3. 1fim = V6 S&)
x—0 X
X -0.1 | —0.01 | —0.001 | 0.001 | 0.01 | 0.1 8. h’mm
x—0 X
fkx)
x —-0.1 | —0.01 | —0.001 | 0.001 | 0.01 | 0.1
4 I V4d—x—3 fx)
x——5 x+5
x —=5.1 | =501 | =5.001 | —4999 —-499 | —49
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En los ejercicios 9 a 14, elaborar una tabla de valores para la fun-
cion y utilizar el resultado para estimar el valor del limite. Utilizar
una herramienta de graficacion para representar la funcién y
confirmar el resultado.

x—2 x+3
., lim ———— . lim — > "2
9 xl—I>I}x2+x—6 10 x—1>r£13x2+7x+12
_ 3
1. tim 51 2. lim =38
—=1x0 — 1 —-2x+ 2
13. lim 2 14. lim 22X
x—0 X x—0 tan 2x

En los ejercicios 15 a 24, utilizar la grafica para encontrar el limite
(si es que existe). Si el limite no existe, explicar por qué.

15. lin% 4 - x) 16. h'n} (x2+3)
y y

17.
x—2
19. 11mu 20. 1lim
x=2 x — 2 x>5x— 5
y y
I
3+ 6T !
2,, 477 I
I
1+ o 21 !
= —_—r
3.4 5 N :6 8 10
-2+ —4 + :
-3+ -6+ !
21. 1im sen 7 x 22. lim sec x
x -1 x -0
y y
1 2

N

Cidlculo de limites de manera gréfica y numérica 55
1
23. 1im cos — 24.  lim tanx
x =0 X x=>T7/2

QL+ ------

N
—_—

i o e
el

En los ejercicios 25 y 26, utilizar la grafica de la funcion f para
determinar si existe el valor de la cantidad dada. De ser asi, ubi-
carla; si no existe, explicar por qué.

25. a) f(1) "
b lim Q) i
o 1 \L~
d) i f(x) 2T
Ti2sise
26. a) f(-2) o
b lin f(2) 1
¢ f(0) \ 2 .
& lim f(x) T s IR I
o f(2) \_Z_ji b
£ tim £ |
9 f4)

h) h'n} fx)

En los ejercicios 27 y 28, utilizar la grafica de f con el fin de iden-

tificar los valores de ¢ para los que existe el limite lim f(x).
xX—c

27. y 28. Y
61 6
4 4
4T 2
>~— X
1 e -4\, 2\/4 6
Maaaa» x
-2 4+ 2 4
-2 L

En los ejercicios 29 y 30, dibujar la grafica de f. Después identificar
los valores de ¢ para los que existe el limite llgcl J).

X2, x<2
29. fx) =18 —-2x, 2<x<4
4, x =>4
sen x, x<0
30. f(x)=41—-cosx, O0<x<m
oS X, x>
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En los ejercicios 31 y 32, construir una grafica de una funcion f

que satisfaga los valores indicados (existen muchas respuestas

correctas).

31. £(0) no estd definido. 32. f(=2)=0
lfg(l)f(x)=4 f2)=0
2 =6 lim f(x) =0
11_)n; flx) =3 11_}11; f(x) no existe.

HF 33. Modelo matemdtico Por una llamada telefénica de larga dis-
tancia, un hotel hace un cargo de $9.99 para el primer minuto
y de $0.79 por cada minuto o fraccién adicional. Una férmula
para el costo estd dada por

C(H) =999 — 0.79[—(r — 1)]

donde ¢ es el tiempo en minutos.

(Nota: [x] = mayor entero n tal que n = x. Por ejemplo, [3.2]

=3y|-1.6]=-2)

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
gréfica de la funcién de costo para 0 <7 = 6.

b) Utilizar la grafica para completar la siguiente tabla y obser-
var el comportamiento de la funcién a medida que ¢ tiende
a 3.5. Utilizar la gréfica y la tabla para encontrar
lim C(2).

t—3.5

t | 3133 34|35 /36|37 4

C ?

¢) Utilizar la grafica para completar la siguiente tabla y ob-
servar el comportamiento de la funcién a medida que ¢ se
aproxima a 3.

212512933135 4

C ?

(Existe el limite de C(f) cuando ¢ se aproxima a 3? Explicar
la respuesta.

HF 34. Realizar de nuevo el ejercicio anterior, considerando ahora
C(t) =579 — 0.99[—(t — 1)].

35. Enla figura se muestra la grafica de fix) = x + 1. Encontrar un
dtal que si 0 < |x — 2| < §, entonces |f(x) — 3| < 0.4.

16 24

36. La grificade

1
x—1

) =

se muestra en la figura. Encontrar un & tal que si 0 < |x — 2| <
8, entonces |f(x) — 1] < 0.01.

y
2.0 1.01 |
1.00 |- +
L5 0.99f -1~ +
L
1.0+ 7 200 2 199
101 929

05+

} } } } X

1 2 3 4

37. Lagréficade
1
R
=21
se muestra en la figura. Encontrar un 8 tal que si 0 < |x — 1| <
8, entonces |f(x) — 1| < 0.1.

y
y=11}F---
y=1r-4
2+ y=ool L1

38. Lagréificade
floy =2 =1

se muestra en la figura. Encontrar un & tal que si 0 < |x — 2| <
8, entonces |f(x) — 3] < 0.2.

y

4 ¥

3Ak

N

24 y=32f--

1+ y=3Fr--4
y=28[ !
f—f—~F—x

A 2 3 4

En los ejercicios 39 a 42, encontrar el limite L. Luego la 6 > 0 tal
que |f(x) — L| < 0.01 siempre que 0 < |x — ¢| < &.

39. lfrr; (Bx + 2)

X
40. Iim (4 — =
Iim < 2)

x—4
41. lin% (x2 = 3)

42. 1im (x2 + 4)
x—5

El simbolo H: seflala un ejercicio en el que se pide utilizar una herramienta de graficacion o un
sistema simbdlico de dlgebra computarizado. La solucion de los demds ejercicios también puede

simplificarse mediante el uso de la tecnologia apropiada.
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En los ejercicios 43 a 54, encontrar el limite L. Luego utilizar la
definicion £-6 de limite para demostrar que el limite es L.

43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.

55.
56.

11’n‘1t (x+2)

h’m3 (2x +5)
lim (%x - l)
x—>—4

lim (Z +7)
lim 3

x—6

lim (—1)
x—2

lim ¥/x

x—=0

lim /x

x—4

lim |x — 5|

x—=5

lim |x — 6]
x—6

lim (x2 + 1)
x—1

lim (x% + 3x)
x—>—3

(Cudl es el limite de f(x) = 4 cuando x tiende a 7?

(Cudl es el limite de g(x) = x cuando x tiende a 7?

HF Redaccion En los ejercicios 57 a 60, representar la funcién con
una herramienta de graficacion y estimar el limite (si existe).
¢Cual es el dominio de la funcion? ;Puede detectar un posible
error en la determinacién del dominio mediante un mero analisis
de la grafica que genera la herramienta de graficacion? Escribir
unas lineas acerca de la importancia de examinar una funcion de
manera analitica ademas de hacerlo graficamente.

57.

59.

60.

_Vx+5-3 _ x—3
W= TS
lim f(x) lim f(x)

-9
=753
lim £ (x)

x—9

-3
F0) =5
lﬁgf(x)

Desarrollo de conceptos

61.

62.

63.

Escribir una breve descripcion de lo que significa la notacién
lim f(x) = 25.
x—8

La definicién de limite de la pdgina 52 requiere que f sea
una funcién definida sobre un intervalo abierto que contiene
a ¢, excepto posiblemente en c. ;jPor qué es necesaria esta
condicién?

Identificar tres tipos de comportamiento relacionados con
la inexistencia de un limite. Ejemplificar cada tipo con una
gréfica de una funcion.

57

Célculo de limites de manera grafica y numérica

Para discusion

64. a) Sif(2) = 4, ;se puede concluir algo acerca del limite

de f cuando x tiende a 2? Explicar.

b) Siel limite de f(x) cuando x tiende a 2 es 4, ; se puede
concluir algo acerca de f(2)? Explicar.

65.

66.

67.

68.

A 6.

Joyeria  Un joyero ajusta un anillo de tal manera que su circun-
ferencia interna es de 6 cm.

a) (Cudl es el radio del anillo?
b) Silacircunferencia interna del anillo puede variar entre 5.5
y 6.5 centimetros, /cudnto puede variar su radio?
¢) Utilizar la definicién -6 de limite para describir esta
situacion. Identificar € y 6.
Deportes Un fabricante de articulos deportivos disefia una
pelota de golf que tiene un volumen de 2.48 pulgadas ctbicas.

a) (Cudl es el radio de la pelota de golf?

b) Si el volumen de la pelota puede variar entre 2.45 y 2.51
pulgadas cubicas, ;cudnto puede variar su radio?

¢) Utilizar la definicién &-6 de limite para describir esta
situacion. Identificar € y 6.

Considerar la funcién fix) = (1 + x)"*. Calcular el limite

lin(} A+x)"

mediante la evaluacion de f'con valores de x cercanos a 0. Cons-
truya la gréfica de f.

Considerar la funcién

1] = =1
—

f)
Calcular

1] = =1
lim——m

x—0 X

mediante la evaluacién de f con valores de x cercanos a 0.
Construir la gréfica de f.

Andlisis grdfico La afirmacién

x2—4

Iim =4

x—2 X — 2

significa que a cada € > 0 le corresponde un 6 > 0 tal que si
0 < |x — 2| < §, entonces

-4
x—2

4] < &.

Si e = 0.001, entonces

x2—4_
x—2

4| < 0.001.

Utilizar una herramienta de graficacion para representar ambos
lados de esta desigualdad. Usando la funcién zoom, encontrar
un intervalo (2 — §, 2 + §) tal que la grafica del lado izquierdo
quede por debajo de la del miembro de la derecha.
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HF 70. Andlisis grdfico La afirmacion

x2 — 3x

lim =3

-3 x—3

significa que a cada € > 0 le corresponde un & > 0 tal que si
0 < |x — 3| < §, entonces

x> — 3x
x—3

— 3| <e.

Si e = 0.001, entonces

x2 — 3x

— 3| < 0.001.

x —

Utilizar una herramienta de graficacién para representar ambos
lados de esta desigualdad. Usando la funcién zoom, encontrar
un intervalo (3 — 6, 3 + 6) tal que la grafica del lado izquierdo
quede por debajo de la del miembro de la derecha.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 71 a 74, determinar si la
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o dar
un ejemplo que lo demuestre.

71. Sifno estd definida en x = ¢, no existe el limite de f{x) cuando
X se aproxima a c.

72. Siellimite de f{x) cuando x tiende a c es 0, debe existir un niimero
k tal que f(k) < 0.001.

73. Sifi(c) = L, entonces lim f(x) = L.
X—C
74. Si lim fix) = L, entonces f(c) = L.
xX—cC
En los ejercicios 75 y 76, considerar la funcién f(x) = Vx.

75. (Es 11%125 Vx = 0.5 una afirmacién verdadera? Explicar la
x— 0.

respuesta.

76. (Es 11'1110 V/x = 0 una afirmacién verdadera? Explicar la res-
X =

B 77.
BE 7.

puesta.

Utilizar una herramienta de graficacion para evaluar el limite
sen

. X . <

llné , para diferentes valores de n. {Qué se observa?

x—

Utilizar una herramienta de graficacién para evaluar el limite
. tanpnx . £

lim ———, para diferentes valores de n. ;Qué se observa?

x—0 X

79. Demostrar que si existe el limite de f(x) cuando x — c, ese limite
debe ser unico. [Sugerencia: Sea
lim f(x) = L,
X—C
y demostrar que L, = L,.]

80. Considerar la recta fix) = mx + b, donde m # 0. Aplicando la
definicién -6 de limite, demostrar que lim f{x) = mc + b.

X—C

y limf(x)=1L,
X—>C

81. Demostrar que lim f{x) = L es equivalente a Iim [ f{x) — L] = 0.
X—>C X—C

82. a) Dado que

lfrrol Bx+1)Bx—1)x*+0.01=0.01

demostrar que existe un intervalo abierto (a, ) que contiene
al 0, tal que (3x + 1)(3x — 1)x? + 0.01 > 0 para todas las
x # 0en(a, b).
b) Dado que lim g(x) = L, donde L > 0, demostrar que existe
X—=cC

un intervalo abierto (a, b) que contiene a c, tal que

g(x) > 0 para todos los x # c en (a, b).

FE 8.

Programacion En una herramienta de graficacién programa-
ble, escribir un programa que estime 1im f(x).

X—C
Suponer que el programa sélo se aplicara a funciones cuyo limite
existe cuando x se aproxima a c. Sea y, = f(x), generar dos listas
cuyas entradas formen los pares ordenados

(c = [0.1]", flc £ [0.1]7)

paran =0,1,2,3y4.
i 84,

Programacion Utilizar el programa elaborado en el ejercicio
83 para estimar el limite

x2—x—-12
x—4

Preparacion del examen Putnam

85. Inscribir en un circulo con radio 1 un rectdngulo con
base b y altura &, y un tridngulo is6sceles con base b,
como se muestra en la figura. ;Para qué valor de / tienen
la misma drea el rectdngulo y el tridngulo?

lim
x—4

86. Un cono recto tiene una base con radio 1 y una altura de
3. Se inscribe un cubo dentro de él, de tal manera que
una de las caras del cubo queda contenida en la base
del cono. (Cudl es la longitud lateral del cubo?

Este problema fue preparado por el Committee on the Putman Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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Iml Calculo analitico de limites

Y fle)=x
¢ + £
£€=0 1
floo=cr-------- ’ i
€=9 | I

R
c—0 c c+90
Figura 1.16

Cuando se tengan nuevas
notaciones o simbolos en matematicas,
hay que cerciorarse de conocer como se
leen. Por ejemplo, el limite del ejemplo
1¢ se lee “el limite de x> cuando x se
aproxima a 2 es 4”. |

® Evaluar un limite mediante el uso de las propiedades de los limites.

® Desarrollar y usar una estrategia para el calculo de limites.

= Evaluar un limite mediante el uso de técnicas de cancelacién y de racionalizacion.
® Evaluar un limite mediante el uso del teorema del encaje.

Propiedades de los limites

En la seccién 1.2 se vio que el limite de f(x) cuando x se aproxima a ¢ no depende del valor
de fenx = c. Sin embargo, puede darse el caso de que este limite sea f{(c). En esta situacion,
se puede evaluar el limite por sustitucion directa. Esto es:

Sustituir x por c.

lim f(x) = f(c).

X—cC

Las funciones con este buen comportamiento son continuas en ¢. En la seccion 1.4 se
examinara con mas detalle este concepto.

TEOREMA 1.1 ALGUNOS LIMITES BASICOS

Si by ¢ son nimeros reales y n un entero positivo:

Iim x" = ¢"
X—C

Iimx=c¢ 3.
X—cC

1. limb=b 2.

X—cC

Para comprobar la propiedad 2 del teorema 1.1, es necesario demostrar que
para todo & > 0 existe un §> 0 tal que |x — ¢| < & siempre que 0 < |x — ¢| < 8. Para lograrlo,
elegir 6 = &. Entonces, la segunda desigualdad lleva implicita a la primera, como se mues-
traen la figura 1.16. Con esto se realiza la comprobacién. (Las comprobaciones de las demds
propiedades de los limites de esta seccion se encuentran en el apéndice A o se analizan en

los ejercicios.) ——

EJEMPLO |I Evaluacion de limites basicos

a) im3=3 b) lim x=-4 ¢) limx?=22=4 —
x—2 x——4 x—2

TEOREMA 1.2 PROPIEDADES DE LOS LIMITES

Si by ¢ son nimeros reales y n un entero positivo, 'y g son funciones con los limites
siguientes:

lim f(x) = L y limg(x) = K
X—cC X—>C

1. Multiplo escalar: lim [b f(x)] = bL
Iim[flx) + g)]=L+K
lim [/(99) = LK

W _L
)1(1_1}3 o) K’ siempre que K # 0

Iim [/} = L

2. Suma o diferencia:

3. Producto:

4. Cociente:

5. Potencias:
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EL SIMBOLO DE RAIZ CUADRADA
El primer uso de un simbolo para denotar
ala raiz cuadrada data del siglo xvi. Al
principio, los matematicos emplearon el
simbolo V/, que tiene solo dos trazos. Este se
eligio por su parecido con una r minuscula,
para representar la palabra latina radix, que
significa raiz.

EJEMPLO 2 Limite de un polinomio

lim 4x2 + lim 3 Propiedad 2.

x—2 x—2

Iim (4x2 + 3)
x—2

= 4<lim x2> + lim 3 Propiedad 1.
x—2

x—2
=4(2%) +3 Ejemplo 1.

=19 Simplificar. —

En el ejemplo 2, se observa que el limite (cuando x — 2) de la funcion polinomial

p(x) = 4x> + 3 es simplemente el valor de p en x = 2.

h’rr; plx) = p(2) = 4(2%) + 3 = 19.

Esta propiedad de sustitucion directa es valida para todas las funciones polinomiales y

racionales cuyos denominadores no se anulen en el punto considerado.

TEOREMA 1.3 LIMITES DE LAS FUNCIONES POLINOMIALES Y RACIONALES

Si p es una funcién polinomial y ¢ un nimero real, entonces:

tim p(x) = plc).
Si r es una funcioén racional dada por r(x) = p(x)/q(x) y ¢ un nimero real tal que
q(c) # 0, entonces

) _ () = Pl
)1{1_1)1} r(x) =r(c) = a0

EJEMPLO 3 Limite de una funcién racional

. L ox2+x+2
Encontrar el limite: lim X~ " * ™ =
=1 x+ 1

Solucion  Puesto que el denominador no es 0 cuando x = 1, se puede aplicar el teorema
1.3 para obtener
X+x+2 12+1+2 4

A R—— 1+ 1 272

Las funciones polinomiales y racionales son dos de los tres tipos bdsicos de funciones
algebraicas. El siguiente teorema se refiere al limite del tercer tipo de funcién algebraica: el
que contiene un radical. Ver la demostracion de este teorema en el apéndice A.

TEOREMA 1.4 LIMITE DE UNA FUNCION RADICAL

Si n es un entero positivo. El siguiente limite es valido para toda c si n es impar, y
para toda ¢ > 0 si n es par:

lim &/x = v/¢

X—cC
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El siguiente teorema aumentard notablemente su capacidad para calcular limites, ya
que muestra como tratar el limite de una funcién compuesta. Ver la demostracion de este
teorema en el apéndice A.

TEOREMA 1.5 LIMITE DE UNA FUNCION COMPUESTA

Si fy g son funciones tales que lim g(x) = Ly 11’1111 f(x) = f(L), entonces:
X—cC X—>

tim f(5(0) = /{1im ¢(0)) = (1)

X—cC

EJEMPLO 4 Limite de una funcion compuesta

a) Puesto que

Iim (x2+4)=02+4=4 y lim Vx =V/4=2
x—0 x—4

se sigue que

lim /X2 + 4 = J4 = 2.

x—0

b) Puesto que
lim (2x2 —10) =2(3) —10=8 y lim¥x=38=2.
x—3 x—8
se sigue que

lfn% 22— 10=38 =2.
x—>

Se ha visto que los limites de muchas funciones algebraicas se pueden calcular por
medio de la sustitucion directa. Las seis funciones trigonométricas basicas también cuen-
tan con esta deseable propiedad, como se muestra en el siguiente teorema (presentado sin
demostracion).

TEOREMA 1.6 LIMITES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Sea ¢ un nimero real en el dominio de una funcién trigonométrica dada.

1. Ilimsenx = senc 2. Iim cos x = cos ¢
X—C X—cC

3. limtanx = tanc 4. lim cot x = cotc¢
X—C X—C

5. lim secx = secc 6. lim csc x = csc ¢
X—cC X—cC

EJEMPLO 5 Limites de funciones trigonométricas

a) limtanx = tan(0) =0
x—0

b) lim (xcosx) = (h’m x)(h’m cos x) = qcos(m) = —7
X—=>T X—>TT X—>T

¢) limsen?x = lim (senx)2 =02 =0
x—0 x—0
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x-1 Y

f) =

~

fy gcoinciden salvo en un punto
Figura 1.17

Cuando se aplique
esta estrategia al cdlculo de limites, re-
cordar que algunas funciones no tienen
limite (cuando x se aproxima a c). Por
ejemplo, el siguiente limite no existe

X3+ 1
lim

-1 x — 1

Una estrategia para el calculo de limites

En las tres paginas previas se han estudiado diversos tipos de funciones cuyos limites pueden
calcularse mediante sustitucién directa. Lo anterior, aunado al teorema siguiente, permite
desarrollar una estrategia para calcular limites. Ver la demostracién de este teorema en el
apéndice A.

TEOREMA 1.7 FUNCIONES QUE COINCIDEN EN TODO SALVO EN UN PUNTO

Sea ¢ un nimero real y f{x) = g(x) para todo x # c en un intervalo abierto que contiene
a c. Si existe el limite de g(x) cuando x se aproxima a c, entonces también existe el
limite de fix) y

lim f(x) = lim g(x).
X—cC X—cC

EJEMPLO 6 Calculo del limite de una funcion

¥ -1
e, lim ———,
Encontrar el limite: =)} y — |

Solucién  Seaf(x) = (x* — 1)/(x — 1). Al factorizar y cancelar factores, f se puede escribir
como
2+ x+ 1
f(x):(x/'/lzg—/r)x ):x2+x+1=g(x), x # 1.
De tal modo, para todos los valores de x distintos de x = 1, las funciones f'y g coinciden,
como se muestra en la figura 1.17. Puesto que el 111111 g(x) existe, se puede aplicar el teorema

1.7 y concluir que fy g tienen el mismo limite enx=1.

3 — DG+ x +
X 1 h’m(x DE2+x+1)

Iim —— = Factorizar.
x—1 x — 1 x—1 x—1
Jim & D0 x + 1) Cancelar factores idénticos o fact
= lim ancelar factores idénticos o factores comunes.
x—1 x—T1
= lim(x?> +x + 1) Aplicar el teorema 1.7.
x—1
=12+ 1+ 1 Usar sustitucién directa.
=3 Simplificar. —

UNA ESTRATEGIA PARA EL CALCULO DE LIMITES

1. Aprender areconocer cudles limites pueden evaluarse por medio de la sustitucion
directa (estos limites se enumeran en los teoremas 1.1 a 1.6).

2. Siel limite de f{x) cuando x se aproxima a ¢ no se puede evaluar por sustitucion
directa, tratar de encontrar una funcién g que coincida con f para todo x distinto
de x = c. [Seleccionar una g tal que el limite de g(x) se pueda evaluar por medio
de la sustitucion directa. ]

3. Aplicar el teorema 1.7 para concluir de manera analitica que

Iim f(x) = lim g(x) = g(c).

4. Utilizar una grdfica o una tabla para respaldar la conclusion.




fno esta definida para x = —3
Figura 1.18

En la solucién del ejemplo 7,
cerciorarse de distinguir la utilidad del
teorema de factorizacién del dlgebra.
Este teorema establece que si ¢ es un
cero de una funcién polinomial, enton-
ces (x — ¢) es un factor del polinomio.
Por tanto, si se aplica sustitucion direc-
ta a una funcidn racional y se obtiene

r(c) = ple) _ 0

qlc) 0

puede concluirse que (x — ¢) es un
factor comun de p(x) y de g(x). |

S5+¢

—]-3+6
Irregularidades |
(=3,-5)

-5-¢

Grafica incorrecta de f
Figura 1.19
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Técnicas de cancelacion y de racionalizacion

En los ejemplos 7 y 8 se muestran dos técnicas para calcular limites de manera analitica.
La primera utiliza la cancelacién de factores comunes y la segunda, la racionalizacién del
numerador de una fraccién.

EJEMPLO 7 Técnica de cancelaciéon

. x2+x—6
Iim ——————
—-3 x+3

Encontrar el limite:

Soluciéon  Aunque se trata del limite de una funcién racional, no se puede aplicar el teorema
1.3 debido a que el limite del denominador es 0.

x2+x—6/x

im ¥——— La sustitucién directa falla.

x—--3 x+3 \
lim (x +3) =0

x—>—3

lim x2+x—6)=0
——3

Puesto que el limite del numerador también es 0, numerador y denominador tienen un factor
comun: (x + 3). Por tanto, para toda x # —3, se cancela este factor para obtener

x2+x—6:(x/+/3)(x—2)
x+3 x+3

Empleando el teorema 1.7, se sigue que

flx) = =x—2=g(x), x # —3.

-

X2+x—6
x+3

lim (x — 2) Aplicar el teorema 1.7.
x——3

x——3

Usar sustitucion directa.

= 5.

Este resultado se muestra de forma gréfica en la figura 1.18. Observar que la grafica de la
funcidn f coincide con la de la funcién g(x) = x — 2, sélo que la grafica de f tiene un hueco
en el punto (—3, —5). ——

En el ejemplo 7, la sustitucion directa produce la forma fraccionaria 0/0, que carece
de significado. A una expresién como 0/0 se le denomina forma indeterminada porque no
es posible (a partir sélo de esa forma) determinar el limite. Si al intentar evaluar un limite
se llega a esta forma, debe reescribirse la fracciéon de modo que el nuevo denominador no
tenga 0 como limite. Una manera de lograrlo consiste en cancelar los factores idénticos o
comunes, como se muestra en el ejemplo 7. Otra manera consiste en racionalizar el nume-
rador, como se hace en el ejemplo 8.

CONFUSION TECNOLOGICA Puesto que las graficas de

xX2+x—6

i) = x+3

y gl =x-2

difieren s6lo en el punto (—3, —5), la configuracion normal de una herramienta de grafi-
cacién podria no distinguir entre ellas. No obstante, debido a la configuracién de puntos
(“pixeles”) y a los errores de redondeo, quiza sea posible encontrar configuraciones de
pantalla que distingan las graficas. De manera especifica, aplicando el zoom repetidas
veces cerca del punto (—3, —5) en la grafica de f, la herramienta de graficacion podria
mostrar fallas o irregularidades que no existen en la grafica real (ver la figura 1.19). Si se
modifica la configuracion de pantalla, podria obtenerse la grafica correcta de f.
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EJEMPLO 8 Técnica de racionalizacién

L. . o Vxt+ 1 —1
Encontrar el limite; lim —— .

x—0 X

Solucion Al utilizar la sustitucidn directa, se obtiene la forma indeterminada 0/0.

lim(Vx+1-1)=0

x—0
Jx+1-—-1
Iim ——— La sustitucion directa falla.
x—0 X \
Iimx =0

x—0

En este caso, se puede reescribir la fraccion racionalizando el denominador:

\/x+1—1_<\/x+1—1><\/x+1+1>
X X JxF+1+1

x+1)—1

_x(\/x+ 1+ 1)
y X

HAx+1+1)
fuo= YxE1=] 1

1 =———\ x#0
k‘{ ! Sri+1
)-\

Ahora, cuando se emplea el teorema 1.7, se puede evaluar el limite como se muestra a

% % x  continuacién:
R 1 VN Tl SRS B
x—0 X -0 Jx +1+1
4t 1
1+1
1
El limite de f(x) cuando x se aproxima D)
aless
Figur23 1.20 Una tabla o una gréfica puede servir para fortalecer la conclusién de que el limite es 3 (ver
la figura 1.20).
X se aproxima a cero por la izquierda. > < X se aproxima a cero por la derecha.
x —-0.25| —-0.1 | —0.01 | —0.001 | 0 | 0.001 | 0.01 0.1 0.25

f(x) ] 0.5359 | 0.5132 1 0.5013 | 0.5001 | ? | 0.4999  0.4988 | 0.4881 | 0.4721

f(x) se aproxima a 0.5. > < fix) se aproxima a 0.5.

{1/ La técnica de racionalizacion en el cdlculo de limites se basa en multiplicar por una forma
conveniente de 1. En el ejemplo 8, la forma apropiada es

_Vx+ 141

1= ——F
Jx+1+1



h(x) < f(x) < g(x)
y
fqueda aqui

g
f

Teorema del encaje
Figura 1.21

~=

(cos 6, sen 0)
(1, tan 0)

fo Noo

Sector circular utilizado para demostrar
el teorema 1.9
Figura 1.22
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Teorema del encaje

El siguiente teorema se refiere al limite de una funcién que esta “encajada’ entre otras dos,
cada una de las cuales tiene el mismo limite en un valor dado de x, como se muestra en la
figura 1.21 (ver la demostracion de este teorema en el apéndice A).

TEOREMA 1.8 TEOREMA DEL ENCAJE

Si h(x) = fix) = g(x) para todos los x en un intervalo abierto que contiene a c, por la
posible excepcidén de la propia c, y si

lim A(x) = L = lim g(x)
X—cC

X—cC

entonces el 1im f(x) existe y es igual a L.
X—C

En la demostracion del teorema 1.9 se aprecia la utilidad del teorema del encaje (también
se le llama teorema del emparedado o del pellizco).

TEOREMA 1.9 DOS LIMITES TRIGONOMETRICOS ESPECIALES

1_
1 1m 22X — g 2. lim—2% ¢

x—=0 X x—0 X

Con el fin de evitar la confusién entre dos usos distintos de x, se presenta
la demostracion utilizando la variable 0, donde 6 denota un dngulo agudo positivo medido
en radianes. En la figura 1.22 se muestra un sector circular encajado o emparedado entre
dos tridngulos.

tan 6

A AN

1 1

Area del triangulo > Area del sector > Area del triangulo
tan 6 0 sen 6
2 = > -_——
2 2 2

Al multiplicar cada expresion por 2/sen 6 resulta

1 0
>—2>1
cos 0 senf

tomando sus reciprocos e invirtiendo las desigualdades se obtiene:

cos O < seg() <

Puesto que cos 6 = cos (—0) y (sen 0)/0 = [sen (—0)]/(—0), se concluye que esta des-

igualdad es vélida para fodo 0 distinto de cero dentro del intervalo abierto (— /2, 7/2). Por

dltimo, dado que lim cos 6 = 1 y lim 1 = 1, se puede aplicar el teorema del encaje para con-
6—0 6—0

cluir que lemol (sen 0)/6 = 1. La demostracién del segundo limite se deja como ejercicio para

el lector (ver el ejercicio 123).
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f@="3"

N E
N

-2

El limite de f(x) cuando x se aproxima
alesl

Figura 1.23
)= SCI; 4x
6
-2

El limite de g(x) cuando x se aproxima
ales4
Figura 1.24

EJEMPLO 9 Un limite en el que interviene una funcién trigonométrica

L. , tanx
Encontrar el limite: 1im .
x—0 X

Solucion La sustitucion directa tiene como resultado la forma indeterminada 0/0. Para
resolver este problema, se puede escribir tan x como (sen x)/(cos x) y obtener

, tanx . (senx 1
Iim = lim — .
x—0 X x—0 X COS x

Ahora, puesto que

. senx B 1
lim =1 y lim =1
x—=0 X x—0 COS X

se puede obtener

. tanx . osenx\/., 1
lim = (lim — || lim
x—0 X x—0 X x—0 COS X

= (1)
= 1.

(Ver la figura 1.23.)

EJEMPLO 10 Un limite en el que interviene una funcién trigonométrica

L. . sen4x
Encontrar el limite: lim ——
x—0 X

Solucién La sustitucién directa tiene como resultado la forma indeterminada 0/0. Para
resolver este problema, se puede escribir el limite como

sendx _ 4< sen 4x>.

lim

lim
=0 4dx

Multiplicar y dividir entre 4.
x—0 X

Al ser ahora y = 4x y observar que x — 0 si y s6lo si y — 0, se puede escribir

. sendx . sendx

Iim = 4| lim

x—0 X x—0 4)6
_ 4<1, sen y)

y—0 y
= 4(1) Aplicar el teorema 1.9(1).
= 4.
(Ver la figura 1.24.) —

TECNOLOGIA Utilizar una herramienta de graficacién para confirmar los limites de
los ejemplos y del conjunto de ejercicios. Por ejemplo, las figuras 1.23 y 1.24 muestran
las graficas de:

tan x sen 4x
= y gx) = B

Observar que la primera grafica parece contener el punto (0, 1) y la segunda al punto
(0, 4), lo cual respalda las conclusiones obtenidas en los ejemplos 9 y 10.



Iml Ejercicios

qu En los ejercicios 1 a 4, utilizar una herramienta de graficaciéon
para representar la funcion y estimar los limites de manera
visual.

L h(x) = —x2+ 4x

a) lfrri h(x)

b) 11’n71I h(x)

3. f(x) = xcos x

@) lim f (x)

b) lim f(x)
x—m/3

2.

gly) =

12(V/x = 3
x—9

a) lim g(x)

b) 1im g(x)
x—0

4. f(n) =t — 4|

a) 1im f()
by lim f()

En los ejercicios 5 a 22, calcular el limite.

5.
7.
9.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

lim x3

x—2

lim (2x — 1)
x—0

ll’n}3 (x2 + 3x)

ll'm3 (2x2+4x + 1)

X—>—3

lim Vx + 1

x—3

lim (x + 3)2

x——4

lim —

x—2 X

)I(I—IH X2+ 4
3x

3

1
,x:n% Vx+2

6.
8.
10.

12.

14.

16.

18.

20.

22,

lim x*
x—>—2

h’r{l2 (Bx +2)

lim (—x2 + 1)

x—1

lim (3x3 — 2x2 + 4)
x—1

lim 3

fin
lim (2x — 1)3
x—0

xl;rg x+ 2

. 2x—3
lim

-1 x+5

L Jxt+2
lim

=2 x— 4

En los ejercicios 23 a 26, encontrar los limites.

23.

24.

25.

26.

f) =5—x gb) =
a) lim fx)
f) =x+7, gx) =x2
@) lim f(x)

@ lim f(x)

b) lim g(x)

b) lim g(x)
f)=4—x2 glx) = Vx+1
b) 1im g(x)

o) lim g(f(x))
) lim g(f(x))

o lim g(f(x)

fx)=2x*—-3x+1, gx) =Ix+6

) lim f(x)

bl s

o lim g((x)

En los ejercicios 27 a 36, encontrar el limite de la funcion trigo-

nométrica.
27. lim senx
x—m/2
X
29. Iim cos —
x—1 3
31. Ifim sec 2x
x—0
33. lim senx

x—5m7/6

28.

30.

32.
34.

lim tan x
X—>TT

) TX
lim sen ——
x—2 2

lim cos 3x
X—>mT

lim cos x
x—57/3

SECCION 1.3

35. lim tan<ﬂ>

x—=3 4

Calculo analitico de limites

P Tx
36. lim sec( 6 )

x—=7

67

En los ejercicios 37 a 40, utilizar la informacion que se expone

para evaluar los limites.
37. limf(x) =3
lim ¢(0) = 2
@ tim [500]
D) lim () + g
o 1im [/()g]
o i
39. limf(x) =4
o lin [P
i
o tim (3 ()]
O lim [P

38 1imf(x) =3
lim g(x) = %

X—cC

@) tim [47(9)]

D) lim [/ + g(2)]

o lim [£(93(0]
RG]
Do)
40. lim f(x) = 27
a) lim YfG)

bt

o tim [/
a) 1t [F@]

En los ejercicios 41 a 44, utilizar la grafica para determinar el
limite (si existe) de manera visual. Escribir una funcién mas simple
que coincida con la dada, salvo en un punto.

-2 -1 1

a) lim g(x)

b) ll’m1 g(x)

42. h(x)=ﬂ
X
y
Kw
3
)
L
% — %
-1l 2 é\

a) hm2 h(x)

b) lim h(x)
x—0

M. ) =5+

x2—x
y
2Ak

1+

a) h’n} fx)

by limf (x)

X
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En los ejercicios 45 a 48, encontrar el limite de la funcién (si
existe). Escribir una funcién mas simple que coincida con la dada
salvo en un punto. Utilizar una herramienta de graficacion para
confirmar el resultado.

2 _ 2
45. 1fm ¥ 6. lim X ¥ 3
x—-1 x+ 1 xo—1 x+1
. ox3—38 . X+ 1

47. lim 48. lim
x—=2 X — x——1x+ 1

En los ejercicios 49 a 64, encontrar el limite (si existe).

P Mo
x—4 3—x
51. lim =—— 52. 1im —5——
m > "76 m >
2+x-6 ¥ —5x+4
53, Ifm X2 54. l{m —— "~ *
xl—1>I£13 x2 -9 chl—r}zltxz—Zx—S
JX+5— Jx+1 -
55 lfm X2 —3 56. lim X~ t1-2
x—4 x— 4 x—3 x—3
S+ s5-5 NS
57. lim—F——7— 58. lim—FF——7—
x—0 X x—0 X
+x)] - +4)] -
s0. 1o /G0 (/3 o [/ 4)] - (1/4)
x—0 X x—0 X
+ - + Ax)? — x?
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
e+ A)E -2+ AX)+F T - (x2—2x+ 1)
63. Iim
Ax—0 Ax
+ 3 _ 43
64. m ¥ HAY - X
Ax—0 Ax

En los ejercicios 65 a 76, determinar el limite (si existe) de la
funcion trigonométrica.

65. lim X 66. lim 2L~ c0sx)
x—0 X x—0 X
67. 1im sen x(1 2— COS X) 68. lim cos ftan 0
x—0 X 6—0
2 2
69. lim “"F 70. lim 2%
x—0 X x—0 X
1 — 2
7. fim L0 72. lim ¢ sec ¢
h—0 h b
73, lim CoS X 74, 1im 1 — tanx
x—m/2 COt X x—w/4SENX — COS X
75. lim sen 3¢
=0 2t
2 2 2 3
76. lim Sensx [Sugerencia: Encontrar h’m< sen x)( ol >]
x—0 sen 3x x—0 2x 3 sen 3x

H= Andlisis grdfico, numérico y analitico En los ejercicios 77 a

84, utilizar una herramienta de graficacion para representar la
funcion y estimar el limite. Emplear una tabla para respaldar la
conclusion. Posteriormente, calcular el limite empleando métodos
analiticos.

2 /2 R

77. 1i
lim 16 X — 16

x—0

+ — S5
79. 1 L2 FO =072 gy g, X = 32

x—0 X x—=2 X —
81 im0 82. Im <X -1

=0 1 x—=0 2x

2

83. 1o, Senx 84 . senx

lf(l) x ;]clg(]) ¥x
En los ejercicios 85 a 88, encontrar lim f(x++z—f(x)

Ax—0

85. f(x)=3x—2
86. flx) = Jx

87. flx) = . Jlr 3

8. f(x) =x2— 4x

En los ejercicios 89 y 90, utilizar el teorema del encaje para calcu-
lar lim f (x).

X—cC

89. ¢c=0
4 —x2<flx) <4+ x2
9. ¢c=aq

b—l|x—a|l <flx) <b+|x—q

H? En los ejercicios 91 a 96, utilizar una herramienta de grafica-

cion para representar la funcién dada y las ecuaciones y = |x|y
y = —lx| en una misma ventana. Usando las graficas para visuali-
zar el teorema del encaje, calcular lim f(x).

x—=0

91. f(x) = xcosx
93. f(x) = |x| senx

92.  f(x) = |xsenx]
94. f(x) = |x| cosx

95. flx) =x seni

Desarrollo de conceptos

97. En el contexto del cdlculo de limites, analizar qué se quiere
decir mediante las funciones que coinciden en todo salvo en
un punto.

96. h(x) = xcos 1
x

98. Elaborar un ejemplo de funciones que coinciden en todo
salvo en un punto.

99. (Qué se quiere decir con indeterminacion o forma indeter-
minada?

100. Explicar el teorema del encaje.

HF 101. Redaccion Utilizar una herramienta de graficacion para hacer

la representacion de

h(x) _ sen x

fx) =x, gx) =senx y .

en la misma ventana. Comparar las magnitudes de fix) y g(x)
cuando x se acerca a 0. Utilizar la comparacion para escribir un
breve parrafo en el que se explique por qué

lim A(x) = 1.

x—0



FL‘- 102. Redaccion Utilizar una herramienta de graficacion para re-

presentar

fx) =x, glx) =sen’x y h(x) = sen’ x

en la misma ventana. Comparar las magnitudes de f{x) y g(x)
cuando x se acerca a . Utilizar la comparacion para escribir un
breve parrafo en el que se explique por qué lim A(x) = 0.

x—0

Objeto en caida libre En los ejercicios 103 y 104, utilizar la
funcion de posicion s(f) = —16£* + 500, que da la altura (en pies)
de un objeto que lleva cayendo ¢ segundos desde una altura de
500 pies. La velocidad en el instante ¢ = a segundos esta dada
por

. sla) — s(@)
lim ———=,
t—a a—t

103. Siaun albaiil se le cae una herramienta desde una altura de 500
pies, ;a qué velocidad estard cayendo luego de 5 segundos?

104. Si a un albafiil se le cae una herramienta desde una altura de
500 pies, ;cudnto tiempo tardard ésta en llegar al suelo? ;A qué
velocidad se producird el impacto?

Objeto en caida libre Enlos ejercicios 105 y 106, utilizar la funcién
de posicion s(f) = —4.97 + 200, que da la altura (en metros) de
un objeto que cae desde una altura de 200 m. La velocidad en el
instante ¢ = a segundos esta dada por

. sla) — s()
lim —————.
t—a a—1t

105. Determinar la velocidad del objeto cuando ¢ = 3.

106. ;A qué velocidad golpeard el suelo?

107. Encontrar dos funciones f'y g tales que }CI_I;I('% fx)y !}_}m0 g(x) no
existan, pero si lxlg(l) [fix) + g(x)], si existe.

108. Demostrar que si LILILI f(x) existe y 11_1)101 [fix) + g(x)] no existe,
entonces ]AIL'IZ g(x) tampoco existe.

109. Demostrar la propiedad 1 del teorema 1.1.

110. Demostrar la propiedad 3 del teorema 1.1. (Se puede utilizar la
propiedad 3 del teorema 1.2).

111. Demostrar la propiedad 1 del teorema 1.2.

112. Demostrar que si )l(l;ll}f(x) = 0, entonces }CIL‘ILI [fo)| = 0.

113. Demostrar que si )lgr} Sfx) = 0y |g(x)| = M para un nimero fijo
M y todas las x # ¢, entonces )1(1251 fix)gx) = 0.

114. @) Demostrar que si lim |f{(x)| = 0, entonces lim f(x) = 0.
x—c x—c

(Nota: Este ejercicio es inverso al del problema 112.)

b) Demostrar que si lim f(x) =L entonces lim |f(x)| = |L|.
x—cC xX—cC

[Sugerencia: Utilizar la desigualdad ||f(x)| — |L]| = [fx)
-]

115. Para pensar Encontrar una funcién f que muestre que el
reciproco del ejercicio 114b no es verdadero. [Sugerencia: Bus-
car una funcién ftal que lim |f(x)| = |L|, pero donde lim f(x) no
exista.] e e

fﬂF 125. Razonamiento grdfico Considerar f(x) =

SECCION 1.3 Calculo analitico de limites 69

Para discusio

116. Seaf(x) = [z’ i i i.Encontrar)lcl;n%f(x).

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 117 a 122, determinar si
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

117. lim I =1

x—0 X

18, 1im 2 = |

x—=m X

119. Sifix) = g(x) para todos los niimeros reales distintos ax = 0, y

lim f(x) = L, entonces lim g(x) = L.
x—0 x—0

120. Silim f(x) = L, entonces f(c) = L.

e N )3, x<2
121. llﬂngj(x)—?a, dondef(x)—{o’ 2

122. Si f(x) < g(x) para todas lasx # a, entonces
lim f(x) < 1im g(x).
X—a X—a
123. Demostrar la segunda parte del teorema 1.9 probando que
. 1 —cosx
Iim———— =
x—0 X

0, sixesracional

124. =
Sean f(x) {1, si x es irracional

y
) 0, sixesracional
x) = . ..
g x, sixesirracional.

Calcular (si es posible) 11[51 fx)y 11'[1(1) g(x).

secx — 1

xz

a) Determinar el dominio de f.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para hacer la repre-
sentacion de f. ;Resulta evidente el dominio de fa partir de
la grafica? Si no es asi, explicar por qué.

¢) Utilizar la grafica f para calcular }5101 f(x).

d) Confirmar larespuesta del apartado c¢) utilizando el método
analitico.
126. Aproximacion

1 — cosx

a) Calcular Ifim 5

x—0 X
b) Utilizar el resultado del apartado anterior para obtener la
aproximacion cos x = 1 —3x? para x cercanas a 0.
¢) Aplicar el resultado del apartado b) para estimar cos (0.1).
d) Utilizar una herramienta de graficacidon para estimar cos
(0.1) con cuatro decimales. Comparar el resultado con el
del apartado c).
127. Para pensar Al utilizar una herramienta de graficacién para
generar una tabla con el fin de estimar }gr(} [(sen x)/x], un estu-

diante concluye que el limite, y no 1, era 0.01745. Determinar
la probable causa del error.
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Iml Continuidad y limites laterales o unilaterales

B Determinar la continuidad en un punto y en un intervalo abierto.

B Determinar limites laterales o unilaterales y continuidad en un intervalo cerrado.
® Usar propiedades de continuidad.

® Comprender y aplicar el teorema del valor intermedio.

Continuidad en un punto y en un intervalo abierto

En matematicas, el término continuo tiene el mismo significado que en su uso cotidiano.
Decir, de manera informal, que una funcién f es continua en x = ¢ significa que no hay
De modo informal, se podria decir interrupcién de la grafica de fen c. Es decir, la grafica no tiene saltos o huecos en c. En la
que una funcién es continua en un figura 1.25 se identifican tres valores de x en los que la grafica de f no es continua. En los

intervalo abierto si su grafica se. demds puntos del intervalo (a, b), la gréfica de fno sufre interrupciones y es continua.
puede dibujar sin levantar el 1dpiz

del papel. Utilizar una herramienta
de graficacion para representar las

siguientes funciones en el intervalo l
indicado. De las gréficas, ;qué fun- i
ciones se dice que son continuas en !
dicho intervalo? ;Se puede confiar
en los resultados obtenidos gréfica-
mente? Explicar el razonamiento.

EXPLORACION

no existe
U
I
I
/0

l l l |

I I I I

f(c) no 1 1 {g{lf (x) 1 1
estd definida . L | |
? 1 3 1

1 1

lim £(x) # f(c)

g/’\

Funcion Intervalo | | | 1 1
I 1 I I ® 1
a) y=x>+1 (=3.3) ! ! ! ! !
1 ( ! \‘ X ‘( ! \‘ X ? ! \‘ x
= — \ ‘ / \ ‘ / \ ‘ /
b) y x—2 (=3.3) a c b a c b a c b
o) v= senx ) E)fisten tres condiciones para las que la grafica de fno es continuaen x = ¢
X Figura 1.25
X2 —4
d y=""7> (=3,3)
— 4 x<0 En la figura 1.25, parece que la continuidad en x = ¢ puede destruirse mediante cual-
e) y= T (-3,3) quiera de las siguientes condiciones.
+ 1, >0
1. La funcién no estd definida en x = c.
2. No existe el limite de fix) en x = c.
3. Ellimite de f{x) en x = c existe, pero no es igual a f{c).
Si no se da ninguna de las tres condiciones anteriores, se dice que la funcién f'es continua
en ¢, como lo sefiala la importante definicién que sigue.
DEFINICION DE CONTINUIDAD
Continuidad en un punto: Una funcion f es continua en ¢ si se satisfacen las tres
condiciones siguientes:
1. f(c) esté definida.
; 2. lim f(x) existe.
PARA MAYOR INFORMACION x,_)c
Para obtener més informacién sobre el 3. ll_)n} f&) = flo).
concepto de continuidad, ver el articulo
“Leibniz and the Spell of the Conti- Continuidad en un intervalo abierto: Una funcién es continua en un intervalo
nuous” de Hardy Grant en The College abierto (a, b) si es continua en cada punto del intervalo. Una funcién continua en la
Mathematics Journal. recta completa de los nimeros reales (—00, 0) es continua en todas partes.




a) Discontinuidad evitable o removible

¢) Discontinuidad evitable o removible
Figura 1.26

Algunas veces
se llama a la funcién del ejemplo 1a
“discontinua”. Pero se ha encontrado
que esta terminologia es confusa. Es
preferible decir que la funcién tiene una
discontinuidad en x = 0, es decir, que f
es discontinua.
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Considerar un intervalo abierto I que contiene un nimero real c. Si una funcién f estd
definida en I (excepto, posiblemente, en ¢) y no es continua en c, se dice que ftiene una dis-
continuidad en c. Las discontinuidades se clasifican en dos categorias: evitables o removi-
bles e inevitables o no removibles. Se dice que una discontinuidad en c es evitable o remo-
vible si f se puede hacer continua definiendo (o redefiniendo) apropiadamente f{c). Por
ejemplo, las funciones en las figuras 1.26a y ¢ presentan discontinuidades evitables o remo-
vibles en ¢, mientras que la de la figura 1.26b presenta una discontinuidad inevitable o no
removible en c.

EJEMPLO | Continuidad de una funcién

Analizar la continuidad de cada funcion.

x+1, x<0
x2+1, x>0

2
b gl) =" —

@ o) ="

d) y=senx
x

¢) hix) = {

Solucion

a) El dominio de flo constituyen todos los nimeros reales distintos de cero. A partir del
teorema 1.3, se puede concluir que f'es continua en todos los valores de x de su dominio.
En x = 0, ftiene una discontinuidad inevitable, como se muestra en la figura 1.27a. En
otras palabras, no hay modo de definir f{0) para hacer que la nueva funcién sea continua
enx = 0.

b) El dominio de g lo constituyen todos los nimeros reales excepto x = 1. Aplicando el
teorema 1.3, se puede concluir que g es continua en todos los valores de x de su dominio.
En x = 1, la funcién presenta una discontinuidad evitable, como se muestra en la figura
1.27b. Si g(1) se define como 2, la “nueva” funcién es continua para todos los nimeros
reales.

¢) El dominio de / estd formado por todos los nimeros reales. La funcién 4 es continua
en (—o0, 0) y en (0, @), y puesto que lim A(x) = 1, h es continua en toda la recta real,
como ilustra la figura 1.27c. o0

d) Eldominio de y estd conformado por todos los nimeros reales. Del teorema 1.6, se puede
concluir que la funcién es continua en todo su dominio (—00, 0), como se muestra en
la figura 1.274.

y

3Ak
1
L\ =y
lak
} } } } x
-1 1 2 3
\—1*

a) Discontinuidad inevitable o no removibleenx =0  b) Discontinuidad evitable o removible en x = 1

y y
3+ y=senx

0
<
® {x+l, x<0 1 /,(

x2+l,x>0 }
3r
2

NIE -

¢) Continua en toda la recta real
Figura 1.27

d) Continua en toda la recta real
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X se aproxima a
¢ por la derecha

c<Xx

a) Limite por la derecha

X se aproxima
acporla
izquierda

c>X

b) Limite por la izquierda

Figura 1.28

f)=v4-x*

El limite de f(x) cuando x se aproxima
a —2 por la derecha es 0

Figura 1.29
y _
S = [Ix]]
24 —o0
1+ —o0
— ———
-2 -1 1 2 3
—0
——o0 -2+

Funcion parte entera o mayor entero

Figura 1.30

Limites y sus propiedades

Limites laterales y continuidad en un intervalo cerrado

Para comprender la nocién de continuidad en un intervalo cerrado, es necesario estudiar
antes un tipo diferente de limite, llamado limite lateral. Por ejemplo, el limite por la de-
recha significa que x se aproxima a ¢ por valores superiores a ¢ (ver la figura 1.28a). Este
limite se denota como

lim f(x) = L.

Limite por la derecha.
x—c*

Del mismo modo, el limite por la izquierda significa que x se aproxima a ¢ por valores
inferiores a ¢ (ver la figura 1.28b). Este limite se denota como

lim f(x) = L.

Limite por la izquierda.

Los limites laterales son utiles al calcular limites de funciones que contienen radicales. Por
ejemplo, si n es un entero dado

lim &/x = 0.

x—0"

EJEMPLO 2 Un limite lateral

Encontrar el limite de f(x)=v4—x? cuando x se aproxima a —2 por la derecha.

Soluciéon Como se muestra en la figura 1.29, el limite cuando x se aproxima a —2 por la
derecha es
lim 4 — x> =0.
x—>—2%
I
Los limites laterales pueden usarse para investigar el comportamiento de las funciones
escalén. Un tipo comtn de funcién escaldn es la funciéon parte entera o mayor entero
M, que se define como

ﬂxﬂ = mayor entero n tal que n = x Funcién mayor entero.

Por ejemplo, [2.5] = 2 y[-2.5] = 3.

EJEMPLO 3 La funcién parte entera o mayor entero

Calcular el limite de la funcién parte entera o mayor entero flix) = M cuando x tiende a 0
por la izquierda y por la derecha.

Soluciéon Como se muestra en la figura 1.30, el limite cuando x se aproxima a 0 por la
izquierda esta dado por

lim [x] = —1

x—0"

mientras que el limite cuando x se aproxima a O por la derecha esta dado por
lim [x] = 0.
x—0*

La funcién parte entera o mayor entero no es continua en 0 debido a que los limites por la
izquierda y por la derecha en ese punto son diferentes. Mediante un razonamiento similar,
se puede concluir que la funcién parte entera o mayor entero tiene una discontinuidad en
cualquier entero n.
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Funcion continua en un intervalo cerrado
Figura 1.31

f)=+/1-x%

Funcion continuaen [—1, 1]
Figura 1.32
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Cuando el limite por la izquierda no es igual al limite por la derecha, el limite (bilateral)
no existe. El siguiente teorema lo explica mejor. Su demostracion se obtiene directamente
de la definicion de limite lateral.

TEOREMA 1.10  EXISTENCIA DE UN LIMITE

Si fes una funcién y ¢ y L son nimeros reales, el limite de f{(x) cuando x se aproxima
aces Lsiy solosi

lim f(x) = L y lim f(x) = L.

x—c” x—ct

El concepto de limite lateral permite extender la definicién de continuidad a los inter-
valos cerrados. Basicamente, se dice que una funcién es continua en un intervalo cerrado si
es continua en el interior del intervalo y posee continuidad lateral en los extremos. Esto se
enuncia de manera formal como sigue.

DEFINICION DE CONTINUIDAD EN UN INTERVALO CERRADO

Una funcién f'es continua en un intervalo cerrado [a, b] si es continua en el inter-
valo abierto (a, b) y

lim f() =fla) y  lim f() = f(b).

x—a*

La funcién fes continua por la derecha en a y continua por la izquierda en b (ver
la figura 1.31).

Se pueden establecer definiciones andlogas para incluir la continuidad en intervalos
con la forma (a, b] y [a, b), que no son abiertos ni cerrados o infinitos. Por ejemplo, la
funcién

fl) = Vx
es continua en el intervalo infinito [0, ©0), y la funcién
gl) = V2 —x

es continua en el intervalo infinito (—c0, 2].

EJEMPLO 4 Continuidad en un intervalo cerrado

Analizar la continuidad de f(x)=+/1—x2.

Solucion El dominio de fes el intervalo cerrado [—1, 1]. En todos los puntos del intervalo
abierto (—1, 1), la continuidad de f obedece a los teoremas 1.4 y 1.5. Ademds, dado que

ll’Hl1+ VI—x*=0 Zf(— 1) Continua por la derecha.
X—>—
y

)}g{[ VI-x2=0= (1) Continua por la izquierda.

se puede concluir que f es continua en el intervalo cerrado [—1, 1], como se ilustra en la
figura 1.32.
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T T T
=300 -200 -100 100

El volumen del hidrogeno gaseoso
depende de su temperatura
Figura 1.33

Fotografia cortesia de W. Ketterle, MIT

En 2003, investigadores del
Massachusetts Institute of Technology
utilizaron laser y evaporacion

para producir un gas superfrio en

el que los atomos se superponen.

Este gas se denomina condensado

de Bose-Einstein. Midieron una
temperatura de alrededor de 450 pK
(picokelvin) 0 —273.14999999955°C
aproximadamente. (Fuente: Science
Magazine, 12 de septiembre de 2003.)

Limites y sus propiedades

El siguiente ejemplo muestra cémo se puede aplicar un limite lateral con el fin de
determinar el cero absoluto en la escala Kelvin.

EJEMPLO 5 Ley de Charles y cero absoluto

En la escala Kelvin, el cero absoluto es la temperatura 0 K. A pesar de que se han obtenido
temperaturas muy cercanas a 0 K en laboratorio, nunca se ha alcanzado el cero absoluto. De
hecho, existen evidencias que sugieren la imposibilidad de alcanzar el cero absoluto. ; Cémo
determinaron los cientificos que 0 K es el “limite inferior” de la temperatura de la materia?
(Cudl es el cero absoluto en la escala Celsius?

Solucién La determinacion del cero absoluto proviene del trabajo del fisico francés Jacques
Charles (1746-1823), quien descubrié que el volumen de un gas a presion constante crece
de manera lineal con respecto a la temperatura. En la tabla siguiente se ilustra la relacion
entre volumen y temperatura. Para crear los valores que aparecen en la tabla, una mol de
hidr6geno se mantiene a una presion constante de una atmdsfera. El volumen V es aproxi-
mado y se mide en litros y la temperatura 7 se mide en grados Celsius.

T —40 —20 0 20 40 60 80
19.1482 | 20.7908 | 22.4334 | 24.0760 | 25.7186 | 27.3612 | 29.0038

Enla figura 1.33 se muestran los puntos representados en la tabla. Empleando dichos puntos,
se puede determinar que 7'y V se relacionan a través de la ecuacion lineal

V — 22.4334

V = 0.08213T + 22.4334 o T= 0.08213

Mediante el razonamiento de que el volumen del gas puede tender a 0 (pero nunca ser igual
0 menor que cero) se puede concluir que la “temperatura minima posible” se obtiene por
medio de

Iim 7= lim V= 224334
Vo0* v—o+ 0.08213
0 — 22.4334 Usar sustitucién directa.
T 0.08213
~ —273.15.

De tal manera, el cero absoluto en la escala Kelvin (0 K) es de aproximadamente —273.15°
en la escala Celsius. —

La tabla que se encuentra a continuacion muestra las temperaturas del ejemplo 5,
en la escala Fahrenheit. Repetir la solucién del ejemplo 5 utilizando estas temperaturas
y volimenes. Utilizar el resultado para determinar el valor del cero absoluto en la escala
Fahrenheit.

—40 —4 32 68 104 140 176
19.1482 | 20.7908 | 22.4334 | 24.0760 | 25.7186 | 27.3612 | 29.0038

()W La Ley de Charles para los gases (suponiendo una presion constante) puede enunciarse
como
V =RT Ley de Charles.

donde V es el volumen, R es una constante y 7 es la temperatura. En este enunciado de la ley, ;qué
propiedad debe tener la escala de temperaturas? |
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Aucustin-Louts Caucny (1789-1857)

El concepto de funcion continua fue
presentado por vez primera por Augustin-
Louis Cauchy en 1821. La definicion
expuesta en su texto Cours d’Analyse
establecia que las pequefias modificaciones
indefinidas en y eran resultado de las
pequenas modificaciones indefinidas en x.
... f(x) sera una funcion continuasi. ..
los valores numéricos de la diferencia

flx + o) — fix) = 0 disminuyen de forma
indefinida con los de cr...”

Una consecuencia del teorema
1.12 es que sif'y g satisfacen las condi-
ciones sefialadas, es posible determinar
que el limite de f(g(x)) cuando x se
aproxima a c es

lim f(g(x) = f(g(c)). u
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Propiedades de la continuidad

Enlaseccion 1.3 se estudiaron las propiedades de los limites. Cada una de esas propiedades
genera una propiedad correspondiente relativa a la continuidad de una funcién. Por ejemplo,
el teorema 1.11 es consecuencia directa del teorema 1.2. (Se muestra una prueba del teorema
1.11 en el apéndice A.)

TEOREMA 1.11  PROPIEDADES DE LA CONTINUIDAD

Si b esunniimeroreal y f'y g son continuas en x = ¢, entonces las siguientes funciones
también son continuas en c.

1. Mudltiplo escalar: bf

2. Sumay diferencia: f+ g
3. Producto: fg
4.

Cociente: I, sig(c) #0
8

Las funciones de los siguientes tipos son continuas en sus dominios.

1. Funciones polinomiales:  p(x) = ax" + a,_x""' + - -+ ax + a,
2. Funciones racionales: r(x) = Zgg, qglx) #0
3. Funciones radicales: flx) = o/x

4. Funciones trigonométricas: sen x, coS X, tan x, cot x, sec X, CSC X

Combinando el teorema 1.11 con esta sintesis, se puede concluir que una gran variedad
de funciones elementales son continuas en sus dominios.

EJEMPLO 6 Aplicacion de las propiedades de la continuidad

Por el teorema 1.11, cada una de las siguientes funciones es continua en todos los puntos
de su dominio.
x2+1

f(x) = x +senx, f(x) =3tanx, flx) =

El siguiente teorema, consecuencia del teorema 1.5, permite determinar la continuidad
de funciones compuestas, como

f(x) =sen3x, flx)=Vx*+1, flx)=tan i

TEOREMA 1.12 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION COMPUESTA

Si g es continua en ¢ y f'es continua en g(c), entonces la funcién compuesta dada por
(f ° g)(x) = flg(x)) es continua en c.

Por definicién de continuidad, 1im g(x) =g(c) y lfII(l {‘ () = f(g(c)). Al
x—c x—g(c
aplicar el teorema 1.5 con L = g(c) se obtiene 1132 fglx) =f()1ci_>n1 g(x) = f(g(c)). De

esta manera, (fo g) = f(g(x)) es continua en c.
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| P |
| Co3 | |
l v l
| IR |
Y Y Y Y
Y e R /2
| =3+ |
l -4+ l
f(x) =tan x

a) fescontinua en cada intervalo abierto
de su dominio
Figura 1.34

EJEMPLO 7 Prueba de la continuidad

Describir el intervalo o intervalos donde cada funcidn es continua.

senl, x#0 )csen1

a) flx) =tanx b) glx) = 0o " 0 ¢) h(X)=[

s X =

,x#F0
0, x=0

Soluciéon

a) La funcion tangente f{x) = tan x no estd definida en
_m
x=5 + nm  donde n es un entero.

En todos los demads puntos es continua. De tal modo, f{x) = tan x es continua en todos
los intervalos abiertos

<_31 _E) <_z z) (71 ﬁ)
L) 27 27 27272,2,...

como muestra la figura 1.34a.

b) Puesto que y = 1/x es continua excepto en x = 0 y la funcién seno es continua para
todos los valores reales de x, resulta que y = sen (1/x) es continua en todos los valores
reales salvo en x = 0. En x = 0, no existe el limite de g(x) (ver el ejemplo 5 de la seccién
1.2). Por tanto, g es continua en los intervalos (—20, 0) y (0, ©0), como se muestra en
la figura 1.34b.

¢) Esta funcién es parecida a la del apartado b), con excepcion de que las oscilaciones
estdn amortiguadas por el factor x. Aplicando el teorema del encaje, se obtiene

1
—|x| < xsen—< x|, x#0
X
y se puede concluir que
lim h(x) = 0.
x—0

De tal manera, & es continua en toda la recta real, como se muestra en la figura 1.34c.

y y
y=Ixl
,,,,,,,,,,, 1 1 -4
X X
1 1
i e —1+
sen1 x#0 xsenl,x;tO
g = x y=—|x| h®)= x
0, x=0 0, x=0
b) gescontinua en (—0, 0) y (0, ) ¢) hescontinua en toda la recta real
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Teorema del valor intermedio

El teorema 1.13 es un importante teorema relativo al comportamiento de las funciones
continuas en un intervalo cerrado.

TEOREMA 1.13 TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO

Si fes continua en el intervalo cerrado [a, b], fla) # f(b) y k es cualquier nimero entre
fla) y fib), entonces existe al menos un nimero c en [a, b] tal que

flc) = k.

El teorema del valor intermedio asegura que existe al menos un niimero ¢, pero no proporciona
un método para encontrarlo. Tales teoremas se denominan teoremas de existencia. Al consultar un
libro de cdlculo avanzado, se observard que la demostracién de este teorema se basa en una propiedad
de los nimeros reales denominada completitud. El teorema del valor intermedio establece que para
una funcién continua f, si x recorre todos los valores desde a hasta b, entonces f(x) debe asumir todos
los valores entre fla) y f(b). |

Como ejemplo sencillo de este hecho, tomar en cuenta la estatura de las personas.
Supongamos que una nifia media 1.52 m al cumplir 13 afios y 1.70 m al cumplir 14 afios,
entonces, para cualquier altura 4 entre 1.52 y 1.70 m, debe existir algin momento 7 en el que
su estatura fue exactamente de /. Esto parece razonable debido a que el crecimiento humano
es continuo y la estatura de una persona no cambia de un valor a otro en forma abrupta.

El teorema del valor intermedio garantiza la existencia de al menos un nimero c en
el intervalo cerrado [a, b]. Puede, claro estd, haber mas de uno, tal que f(c) = k, como se
muestra en la figura 1.35. Una funcién discontinua no necesariamente manifiesta la pro-
piedad del valor intermedio. Por ejemplo, la grafica de la funcién discontinua de la figura
1.36 salta sobre la recta horizontal dada por y = k, sin que exista valor alguno para ¢ en
[a, b], tal que fic) = k.

y y
fla) ==
A
fb) |~~~ K’_’)'/
: -
a b
fes continua en [a, b] fno es continua en [a, b]
[Existen 3 niimeros ¢ tales que f{c) = k| [No existen nimeros ¢ tales que fic) = k|
Figura 1.35 Figura 1.36

El teorema del valor intermedio suele emplearse para localizar los ceros de una funcién
continua en un intervalo cerrado. De manera més especifica, si f'es continua en [a, b] y fla)
y f(b) tienen signo distinto, entonces el teorema nos garantiza la existencia de por lo menos
un cero de fen el intervalo cerrado [a, b].
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y

fo=x3+2x-1

-

1.2

y/)>0
Figura 1.37

)

fes continua en [0,1] con f{0) <0

0,-1)

(c,0) |

Iﬂl Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, utilizar una herramienta de graficacion para
determinar el limite y analizar la continuidad de la funcién. 3. 4. y

a) lim f(x)

5+
4+
3+
24
1+

b) lirq fx)

4.3)

X

¢) lim f(x) 4t 34,

Limites y sus propiedades

EJEMPLO 8 Una aplicacién del teorema del valor intermedio

Utilizar el teorema del valor intermedio para demostrar que la funcién polinomial f{x) = x*
+ 2x — 1 tiene un cero en el intervalo [0, 1].

Solucion  Observar que f'es continua en el intervalo cerrado [0, 1]. Dado que
fO)=03+20-1=-1 y f()=13+2(1)—-1=2

resulta que f{0) < 0y f(1) > 0. Por tanto, se puede aplicar el teorema del valor intermedio y
concluir que debe existir algin c en [0, 1] tal que

fley =0 ftiene un cero en el intervalo cerrado [0, 1].

como se muestra en la figura 1.37. ——

El método de biseccion para estimar los ceros reales de una funcién continua es parecido
al método empleado en el ejemplo 8. Si se sabe que existe un cero en el intervalo cerrado
[a, b], dicho cero debe pertenecer al intervalo [a, (a + b)/2] o [(a + b)/2, b]. A partir del
signo de f([a + b]/2), se puede determinar cudl intervalo contiene al cero. Mediante bisec-
ciones sucesivas del intervalo, se puede “atrapar” al cero de la funcion.

TECNOLOGIA También se puede usar el zoom de una herramienta de graficacién
para estimar los ceros reales de una funcién continua. Al hacer acercamientos de forma
repetida a la zona donde la gréfica corta al eje x y ajustar la escala de dicho eje, se puede
estimar el cero de la funcién con la precisién deseada. El cero de x* + 2x — 1 es alrededor
de 0.453, como se muestra en la figura 1.38.

0.2 0.013
-0.2 1 0.4 0.5
-0.2 -0.012

Figura 1.38  Aplicacion del zoom al cero de flx) = x* + 2x — 1

y y 2T

2 4 (3,0) —5-4-3-2-1 N
\ c=-2 L1 c=3 T
\ 5. y 6. y
5 ! (2.3)
1 N 4+
21 .
2Ak

— 1+ c=2 3
(-2,-2) TN T R +
| S B e e pn 2
4123456 L2~
2 B
27 e -

-3 (=1,0) 1



En los ejercicios 7 a 26, calcular el limite (si existe). Si no existe,
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x <1
explicar por qué. x =1
x> 1
1
7. 1im 8. Ilim — 3
x—>8* x + 8 =5 x+ 5
x—35 2 —x
9. lim 5— 10. lim ——
xllgl* x2 =25 xllgl’ )C2 —4
1. lim 2. g Y23 o
x—>-3" Jx2 —9 =9 x—9 3
13. Iim m
x—0" X
- |x = 10] )
14. vl_l)rll(lym En los ejercicios 31 a 34, analizar la continuidad de la funcién en
’ | . el intervalo cerrado.
15 if x + Ax B ; Funcion Intervalo
. lim ———
asom - Ax 3. gly) = V49 — &2 [—7,7]
2 _ (2
16, lm A% +x§ Ay =~ &2+ x) 2. f)=3-V9-12 [-3.3]
Ax—07* X
s B, £ {3_)6, x<0 [—1.4]
X . x) = -1,
5 x¥<3 34+4x x>0
17.  lim f(x), donde f(x) = 12 -2
3 . X’ >3 34, glx) = e [—1,2]
3 X2 —4x+6, x<2 N ..
18. 1im f(x), donde f(x) = 24y ) S5 En los ejercicios 35 a 60, encontrar los valores de x (si existe al-
X2 X Xr— s X= guno) en los que f no es continua. ;Cuales discontinuidades son
341, x<1 evitables o removibles?
19. 1 =
il—rf} f(x). donde f(x) {x +1, x=>1
X, x <1 6 3
20. If = =9 _
lim f(x), donde f(x) {1 a1 3B fl) == 3. fl)=——5
21.  1im cotx 37. f)=x*-9 38. fx)=x*—2x+1
X—TT
1 1
22. i 39. =— . =
XET/Q sec x fx) 12 40.  f(x) 211
23, 1im (5[] - 7) 4. f(x) = 3x — cosx 2. f@)=cos T
24. 11’1121 2x — [x])
x—2" X X
2. lim (2 — [-x]) 43. f(x) = o 4. fx) = pEa—
x—3
X
45. flx) =
26. h’m<1 - HJH) R
x—1 2 —6
46. f(x) = 236
En los ejercicios 27 a 30, analizar la continuidad de cada fun- r+ 2
cién. 47. flx) = o T—
1 x2—1 ~1
27. = 28. = -1
fG) X2 —4 S x+1 8. fx) x2+x—-2
x4+ 7]
y y 49. fx) = -
3+ |x — 8]
2+ 0. S0 =Ty
LT x, x=1
i X —+— —t—>x 51. = ; B
-3 3 —3-2-1 A 23 ) {xz, x> 1
1 -2x+3, x<1
il 52. flx) = {xz, ‘=
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2)c +1, x<2
53. =
3—x, x>2
54. _ —2x, x <2
X2—dx+1, x>2
tan TX |x| < 1
55. flx) =
|x| =
esc X x—3] <2
56. f(x) =
2, [x =3 >2
57. f(x) = csc2x 58. f(x) = tan Z—X
59. f(x) =[x — 8] 60. f(x) =5 — [

FlF Enlos ejercicios 61 y 62, utilizar una herramienta de graficacion para
representar la funcion. A partir de la grafica, estimar

lim f(x) y lim f(x)

(Es continua la funcién en toda la recta real? Explicar la res-
puesta.
|x% + 4x|(x + 2)

62. f(x) = 14

En los ejercicios 63 a 68, encontrar la constante a, o las constantes
ay b, tales que la funcién sea continua en toda la recta real.

3x% x =1
63. = ’
flx {ax—4,x<l
3x3, x <1
64. fl) = {ax +5 x>1

X3, <
65. f) = {a}c2 x>2

4 sen x <0
66. g(x) = x
a—2x, x>0

2, x < —1
67. f(x) ={ax+b, —1<x<3
-2, x =3
x2—a
68. g(x) =1 x—a’ xFa
8, X=a

En los ejercicios 69 a 72, analizar la continuidad de la funcién

compuesta h(x) = f(g(x)).

69. f(x) =x? 70. f(x) = %
gx)=x—-1 glxy=x—1

71. flx) = . i 5 72. f(x) = senx
a9 =2+ 5 g =2

FIF En los ejercicios 73 a 76, utilizar una herramienta de graficaciéon

para representar la funcién. Usar la grafica para determinar todo
valor de x en donde la funcién no sea continua.

73. = - 74. .
£09 = 1 - x ) = 5——
x> —3x, x> 4
75. = ’
g) {2x —5 x<4
cosx — 1 <0
76.  f(x) = x
5x, x>0

En los ejercicios 77 a 80, describir el o los intervalos en los que la
funcion es continua.

X
77. =— 78. =x
fx) FERy fx) =xV/x+3
y Y
1+ 4T
05 3,0
— —f—x WH—HX
_2 2 4 -4 2 4
1+ —4
1
79, — sec TX 80. _xt
f(x) = sec 1 f) N
y y
lat | 47
) 1
— - 2T

qu Redaccion En los ejercicios 81 y 82, utilizar una herramienta

de graficacion para representar la funcién en el intervalo [—4, 4].
;Parece continua en este intervalo la grafica de la funcién? (Es
continua la funcion en [—4, 4]? Escribir unas lineas sobre la im-
portancia de examinar una funcién analiticamente, ademas de
hacerlo de manera grafica.

sen x x—8

81. f(x) = 82. f0)="—

Redaccion En los ejercicios 83 a 86, explicar por qué la funcién
tiene un cero en el intervalo dado.

Funcion Intervalo
83, f(x) =jHxt—x+4 [1.2]
84. fx) =x*+5x—-3 [0, 1]
85. f(x) =x*—2—cosx [0, 7]
86. f(x) = + tan(fg) [1.4]



HF En los ejercicios 87 a 90, utilizar el teorema del valor intermedio y

una herramienta de graficacién para estimar el cero de la funcién
en el intervalo [0, 1]. Realizar acercamientos de forma repetida en
la grafica de la funcién con el fin de determinar el cero con una
precision de dos cifras decimales. Emplear la funcion cero o raiz
de su herramienta de graficacion para estimar el cero con una
precision de cuatro cifras decimales.

87. fx)=x*+x—-1

88. flx)=x*+5x—-3
89. g(t) =2cost— 3t

90. h(A)=1+4+6—3tan 6

En los ejercicios 91 a 94, verificar que el teorema del valor inter-
medio es aplicable al intervalo indicado y encontrar el valor de ¢
garantizado por el teorema.

91. f(x)=x2+x-1, [0, 5], fle) =11

92. f(x) =x*—6x+38, [0, 3], fleo)=0

93. flx)=x—x2+x-2, [0, 3], flc) =4
2

9. fl) = B 4], £e) =6

Desarrollo de conceptos

95. En cada una de las graficas siguientes especificar como se
destruye la continuidad en x = c:

a vy by 7

N

\

al---
=
[ S

c) y d) y

at---&--

96. Esbozar la grifica de cualquier funcién f'tal que:

lim f(x) =1 y

x—37"

lim f(x) = 0.
x—3"
¢ Esta funcién es continua en x = 3? Explicar la respuesta.

97. Si las funciones f'y g son continuas para todos los x reales,
.f T g es siempre continua para todos los x reales? ;f/g es
siempre continua para todos los x reales? Si alguna no es con-
tinua, elaborar un ejemplo para verificar la conclusién.

SECCION 1.4
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Para discusion

98. Describir la diferencia que existe entre una discontinuidad
removible y una no removible. En la explicacién, incluir
ejemplos de las siguientes descripciones:

a) Una funcién con una discontinuidad no evitable en

x=4.
b) Una funcion con una discontinuidad evitable en
x = —4.

¢) Una funcién que cuenta con las dos caracteristicas
descritas en los incisos a) y b).

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 99 a 102, determinar si la
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

99. Si lim f(x)= Ly fic) = L, entonces fes continua en c.

100. Sifix) = g(x) parax # cy f(c) # g(c), entonces ya sea f o g no
es continua en c.

101. En una funcién racional puede haber infinitos valores de x en
los que no es continua.

102. La funcién fix) = |x — 1]/(x — 1) es continua en (—©0, ©0).

103. Piscina Todos los dias se disuelven 28 onzas de cloro en el
agua de una piscina. En la gréfica se muestra la cantidad de cloro
f(t) en esa agua luego de ¢ dfas.

140
112

56
N \O\O A
I I I I I I ¢
‘ T T T T T T T

1 2 3 4 5 6 7

Estimar e interpretar 1fm f(r) y lim f(z).
t—4~ 1—47

104. Para pensar Describir en qué difieren las funciones

fix) =3+ [
y
glx)=3— [[—xﬂ.

105. Tarifas telefonicas Una llamada de larga distancia entre dos
ciudades cuesta $0.40 los primeros 10 minutos y $0.05 por cada
minuto o fraccién adicional. Utilizar la funcién parte entera o
mayor entero para expresar el costo C de una llamada en términos
del tiempo ¢ (en minutos). Dibujar la grafica de esta funcién y
analizar su continuidad.
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106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

CAPITULO 1 Limites y sus propiedades

Gestion de inventarios El nimero de unidades en inventario
en una pequefla empresa estd dado por

N() = 25(2[{%]‘ - t)

donde ¢ representa el tiempo en meses. Dibujar la grafica de
esta funcién y analizar su continuidad. ;Con qué frecuencia la
empresa debe reponer existencias?

Déja vu Un sabado a las 8:00 de la mafiana, un hombre
comienza a subir corriendo la ladera de una montafia hacia
su campamento de fin de semana. El domingo a las 8:00 de la
maiiana baja corriendo la montafia. Tarda 20 minutos en subir y
s6lo 10 en bajar. En cierto punto del camino de bajada, el hombre
se da cuenta de que pasé por el mismo lugar a la misma hora el
sdbado. Demostrar que el hombre estd en lo cierto. [Sugerencia:
Considerar que s(7) y 7(f) son las funciones de posicion de subida
y bajada y aplicar el teorema del valor intermedio a la funcién

fl) = s5@) — r(0).]

Sédbado 8:00 de la mafiana

Domingo 8:00 de la mafiana

Volumen Utilizar el teorema del valor intermedio para demos-
trar que entre todas las esferas cuyos radios pertenecen al intervalo
[5, 8] hay una con un volumen de 1500 centimetros cubicos.

Demostrar que si f es continua y carece de ceros en [a, b], en-
tonces
Sfix) > 0 para todo x en [a, b] o fix) <0 para todo x en [a, b].

Demostrar que la funcién de Dirichlet

si x es racional

0,
1) = {1,

six es irracional
no es continua para ningtin niimero real.

Demostrar que la funcién

0, sixesracional

1) = {kx

es continua sélo en x = 0 (suponer que k es cualquier nimero
real distinto de cero).

si x es irracional

La funcion signo se define como

-1, x< O
sgn(x) =40, x=0
1, x> 0.

Construir la gréafica de sgn(x) y calcular los siguientes limites
(si es posible).

a) lfI’([)li sgn(x)  b) 11’1;1)1+ sgn(x) ¢ h’n(l) sgn (x)

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.
120.

5

Modelo matemdtico La tabla recoge valores de la velocidad
S (en pies/s) de un objeto tras caer f segundos.

t |0 5 10 15 20 25 30

S | 0| 482 | 535 | 552 | 559 | 562 | 563

a) Construir la curva con los datos.
b) (Parece existir una velocidad limite para el objeto? En caso
afirmativo, identificar una posible causa.

Elaboracion de modelos Un nadador cruza una piscina de una
anchura b nadando en linea recta desde (0, 0) hasta (2b, b) (ver
la figura).

(2b, b).

— O ———

0,0

a) Seafuna funcién definida como la coordenada y del punto
sobre el lado mds largo de la piscina que se encuentra mds
cerca del nadador en cualquier momento dado durante su
trayecto a través de la piscina. Encontrar la funcién f'y
construir su grafica. ;Se trata de una funcién continua?
Explicar la respuesta.

b) Sea g la distancia minima entre el nadador y el lado mds
largo de la piscina. Encontrar la funcién g y construir
la grafica. ;Se trata de una funcion continua? Explicar la
respuesta.

Encontrar todos los valores de ¢ tales que f sea continua en
(=00, ).
1 — X2

X, x> c

x<c

f) ={

Demostrar que para todo ndmero real y existe un x en (— /2,
7/2) tal que tan x = y.

Sea f(x) = (\/x + 2 — c)/x, ¢ > 0.;Cudl es el dominio de f?
(Como se puede definir fen x = 0 con el fin de que sea continua
en ese punto?

Demostrar que si lm%) f(c+Ax)= f(c), entonces f es continua
enc.

Analizar la continuidad de la funcién A(x) = x|[x]|.

a) Sean f,(x) y f,(x) funciones continuas en el intervalo
[a, b]. Sif,(a) <f(a)y f,(b) > f,(b), demostrar que entre a
y b existe c tal que f,(c) = fy(c).

Demostrar que existe ¢ en [0, 12’] tal que cos x = x. Utilizar
una herramienta de graficacidon para estimar ¢ con tres
decimales.

Preparacion del examen Putnam

121. Afirmar o desmentir: si x y y son niimeros reales con y = 0
122. Encontrar todas las polinomiales P(x) tales que

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Competi-
tion. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

yy(y + 1) = (x + 1)% entonces y(y — 1) = x%

PO + 1) = (P))? + 1y P(0) = 0.
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Iml Limites infinitos

y
I
ot 1| 25
1 x=2
4+ | \cuando x — 2%
I
ot |
| | | :
T T T
-6 —4 1
72 T I
3 |
— —oo,
x=2 -4 : 3
cuando x — 27 C fo) =
4 ! x-—2

f(x) crece y decrece sin cota o sin limite
cuando x tiende a 2

Figura 1.39

B Determinar limites infinitos por la izquierda y por la derecha.
B Encontrar y dibujar las asintotas verticales de la grafica de una funcién.

Limites infinitos
Sea fla funcién dada por

3
flx) = PRy

A partir de la figura 1.39 y de la siguiente tabla, se puede observar que f{x) decrece sin cota
o sin limite cuando x se aproxima a 2 por la izquierda y que f(x) crece sin cota o sin limite
cuando x se aproxima a 2 por la derecha. Este comportamiento se denota

1im f(x) = e

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Cc

Limites infinitos
Figura 1.40

Iim = —O00 fix) decrece sin cota o sin limite cuando x se aproxima a 2 por la izquierda.
x—27 X —
y
lim = o0 f(x) crece sin cota o sin limite cuando x se aproxima a 2 por la derecha.
x—27 X —
X se aproxima a 2 por la izquierda. > < X se aproxima a 2 por la derecha.
x 1.5 1.9 1.99 1.999 2.001 2.01 2.1 2.5
fx) | —6 —30 —300 —3000 3000 | 300 30 6

£ () decrece sin cota o sin limite. > < £ () crece sin cota o sin limite.

Un limite en el que f(x) crece o decrece sin cota o sin limite cuando x tiende a ¢ se llama
limite infinito.

DEFINICION DE LIMITES INFINITOS

Sea f'una funcién definida en todo nimero real de un intervalo abierto que contiene
a ¢ (salvo, posiblemente, en el propio c). La expresion
lim f(x) = oo

x—c
significa que para toda M > 0 existe una & > 0 tal que f{(x) > M, siempre que 0 < |x — ¢|
< 6 (ver la figura 1.40). Del mismo modo, la expresion

lim f(x) = —oco

X—>cC
significa que para todo N < 0 existe un 6 > 0 tal que f(x) < N, siempre que
0<lx—c|<é.
Para definir el limite infinito por la izquierda, sustituir 0 < [x — ¢| < & por

¢ — 86 < x < c.Y para definir el limite infinito por la derecha, reemplazar
O<]x—c|<dporc<x<c+ 4.

Observar que el signo de igualdad en la expresion lim f{x) = o0 no significa que el limite
exista. Por el contrario, indica la razén de su no existencia al denotar el comportamiento no
acotado o no limitado de f(x) cuando x se aproxima a c.
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EXPLORACION

Representar las siguientes fun-
ciones con una herramienta de
graficacion. En cada una de
ellas, determinar analiticamente
el dnico nimero real ¢ que no
pertenece al dominio. A continua-
cién, encontrar de manera gréfica
el limite si existe de f(x) cuando x
tiende a ¢ por la izquierda y por

la derecha.

0 ) =—
b ) =5
o ) =3
D 1=y

[}/ W Si la gréfica de una funcién f
tiene una asintota vertical en x = ¢,
entonces f no es continua en c.

EJEMPLO I Determinacion de limites infinitos a partir de una grafica

Determinar el limite de cada funcién que se muestra en la figura 1.41 cuando x tiende a 1
por la izquierda y por la derecha.

y y

f) =

L
(x—1)? 3+

a) b)

Figura 1.41 Las dos graficas tienen una asintota vertical en x = 1

Solucion

a) Cuando x se aproxima a 1 por la izquierda o por la derecha, (x — 1)* es un ndmero po-
sitivo pequefio. Ast, el cociente 1/(x — 1)? es un niimero positivo grande y f (x) tiende
a infinito por ambos lados de x = 1. De modo que se puede concluir

. 1
Iim T v © El limite por cada lado es infinito.
x—=1 X — 1)

La figura 1.41a confirma este andlisis.

b) Cuando x se aproxima a 1 por la izquierda, x — 1 es un niimero negativo pequefio. Asi,
el cociente —1/(x — 1) es un nimero positivo grande y f (x) tiende a infinito por la
izquierda de x = 1. De modo que se puede concluir

) -1 o - e
lim = o0 El limite por la izquierda es infinito.
x—=1" X —

Cuando x se aproxima a | por la derecha, x — 1 es un nimero positivo pequefio. Asi, el
cociente —1/(x — 1) es un niimero negativo grande y f(x) tiende a menos infinito por
la derecha de x = 1. De modo que se puede concluir

Iim = —o0 El limite por la derecha es infinito.
x—>1t X —

La figura 1.41b confirma este analisis.

Asintotas verticales

Si fuera posible extender las graficas de la figura 1.41 hacia el infinito, positivo o negativo,
se veria que ambas se acercan arbitrariamente a la recta vertical x = 1. Esta recta es una
asintota vertical de la grifica de f. (En las secciones 3.5 y 3.6 se estudiardn otros tipos de
asintotas.)

DEFINICION DE ASINTOTA VERTICAL

Si f(x) tiende a infinito (o0 menos infinito) cuando x tiende a ¢ por la derecha o por la
izquierda, se dice que la recta x = ¢ es una asintota vertical de la grifica de f.




X ‘ ‘
+1 ! !
fo =% 44
-1 |
2

} — — }

-4 -2 : : 2 4

b)

Funciones con asintotas verticales
Figura 1.42

SECCION 1.5 Limites infinitos

En el ejemplo 1, se observa que todas las funciones son cocientes y la asintota vertical
aparece en el nimero en el cual el denominador es 0 (y el numerador no es 0). El siguiente
teorema generaliza esta observacion. (En el apéndice A se encuentra la demostracion de este

teorema.)

TEOREMA 1.14 ASINTOTAS VERTICALES

Sean f'y g funciones continuas en un intervalo abierto que contiene a c. Si fic) # 0,
g(c) = 0, y existe un intervalo abierto que contiene a c tal que g(x) # 0 para todo
x # cen el intervalo, entonces la grafica de la funcién estd dada por

hix) = f&)

gx)

tiene una asintota vertical en x = c.

EJEMPLO 2 Calculo de las asintotas verticales

Determinar todas las asintotas verticales de la grafica de cada una de las siguientes funciones.

1 x2+1
a) f(x)—m by f0) =537 ¢) flx) =cotx
Soluciéon
a) Cuando x = —1, el denominador de
1
@ =355

es igual a 0 y el numerador no lo es. Por tanto, mediante el teorema 1.14, se puede

concluir que x = —1 es una asintota vertical, como se observa en la figura 1.42a.
b) Al factorizar el denominador como

x2+1 x2+1
A Y
puede verse que el denominador se anulaen x = —1 y en x = 1. Ademads, dado que

el numerador no es 0 en ninguno de estos puntos, se puede aplicar el teorema 1.14 y
concluir que la gréfica de ftiene dos asintotas verticales, como ilustra la figura 1.42b.

¢) Escribiendo la funcién cotangente de la forma

se puede aplicar el teorema 1.14 para concluir que las asintotas verticales tienen lugar
en todos los valores de x tales que sen x = 0y cos x # 0, como muestra la figura 1.42c.
Por consiguiente, la grafica de esta funcién tiene infinitas asintotas verticales. Estas

asintotas aparecen cuando x = n1r, donde n es un niimero entero.

El teorema 1.14 exige que el valor del numerador en x = ¢ no sea 0. Si tanto el nu-
merador como el denominador son 0 en x = ¢, se obtiene la forma indeterminada 0/0, y
no es posible establecer el comportamiento limite en x = c sin realizar una investigacién

complementaria, como se ilustra en el ejemplo 3.
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EJEMPLO 3 Una funcién racional con factores comunes

Determinar todas las asintotas verticales de la gréafica de

x2+2x— 38
f(X) - .X2 -4
Foo = x2+2x-8
¥-4 Solucién Comenzar por simplificar la expresion como sigue
y
| x>+ 2x—8
-\ 4 No definido 1) = x2—4
| =2
NG G+
O T— &+ 22
T~ l } X _ x + 4
-4 | 2 x+2 *2
I Asintota
| =2+ vertical
1 enx=-2 En todos los valores de x distintos de x = 2, la grafica de f coincide con la de g(x) = (x +
4)/(x + 2). De manera que se puede aplicar a g el teorema 1.14 y concluir que existe una asin-

f(x) crece y decrece sin cota o sin limite

cuando x tiende a —2 tota vertical en x = —2, como se muestra en la figura 1.43. A partir de la grifica, se ve que
Figura 1.43 p X2+ 2x—8 . X2+ 2¢x—8
im ———=—o0 im ——— = o0
xo-2- x> —4 Y M T 24 ‘

Observar que x = 2 no es una asintota vertical.

EJEMPLO 4 Calculo de limites infinitos

Determinar los siguientes limites:

Lox2—3x oox2—3x
Iim —— y lim ——
2 3y =1 x — 1 -1t x — 1
f&=="=
6 Solucién Puesto que el denominador es 0 cuando x = 1 (y el numerador no se anula), se
sabe que la grafica de
2
x* — 3x
_ X)) =—"—
4 6 k) PR
tiene una asintota vertical en x = 1. Esto significa que cada uno de los limites dados es ©©
5 0 —0. Se puede determinar el resultado al analizar f en los valores de x cercanos a 1, o al
utilizar una herramienta de graficacion. En la gréfica de f que se muestra en la figura 1.44,
ftiene una asintota vertical en x = 1 se observa que la gréfica tiende a ©© por la izquierda de x = 1 y a —00 por la derecha de
Figura 1.44 x = 1. De tal modo, se puede concluir que
ox%2—3x
lim ——— = o0 El limite por la izquierda es infinito.
-1 x — 1
y
oxr—3x
lim —— = —oo. El limite por la derecha es menos infinito.

=1t x— 1

CONFUSION TECNOLOGICA Cuando se utiliza una herramienta de graficacién,
hay que tener cuidado para interpretar correctamente la grdfica de una funcién con
una asintota vertical, ya que las herramientas de graficacién suelen tener dificultades
para representar este tipo de graficas.
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TEOREMA 1.15 PROPIEDADES DE LOS LIMITES INFINITOS

Sean ¢ y L nimeros reales, y f'y g funciones tales que

lim f(x) = co y lim g(x) = L.

X—C X—C

1. Suma o diferencia: 1im [ f(x) = g(x)] = o0
X—cC

2. Producto: lim [ f(x)gx)] = o0, L >0
X—cC
lim [ f(x)g(x)] = —c0, L < 0
X—cC

3. Cociente: lim @ =0
xX—c (X)

Propiedades andlogas son vélidas para limites laterales y para funciones cuyo limite
de f{x) cuando x tiende a ¢ es —©0.

DEMOSTRACION ) Para probar que el limite de f{ix) + g(x) es infinito, elegir un M > 0. Se
necesita entonces encontrar un 6 > 0 tal que

[fx) + gl>M

siempre que 0 < |x — ¢| < 8. Para simplificar, suponer que L es positiva sea M =M+ 1
Puesto que el limite de f(x) es infinito, existe un &, tal que fix) > M, siempre que
0 < |x — ¢[ < 8,. Como ademés el limite de g(x) es L, existe un §, tal que |g(x) — L| <1 siem-
pre que 0 < |x — ¢| < §,. Haciendo que & sea el menor de 8,y §,, concluir que
0 < |x—c| < &implica que flx) >M + 1y |g(x) — L| < 1. La segunda de estas desigualdades
implica que g(x) > L — 1y, sumando esto a la primera desigualdad, se obtiene

fO+go>M+1)+L-1)=M+L>M.
Por tanto, también se concluye que

lim [£(x) + g(0)] = co.

Las demostraciones de las demds propiedades se dejan como ejercicios (ver el ejercicio
78).

EJEMPLO 5 Calculo de limites

1
a) Puesto que h’rr(l) 1 = 1y lim — = oo, se puede escribir
X—>

x—0 X
3 1
lim(1 + — | = oo Propiedad 1, teorema 1.15.
x—0 X
b) Puestoque lim (x2 + 1) =2y lim (cot mx) = — oo, se deduce que
x—=>1" x—>1-
X2+ }
lim =0. Propiedad 3, teorema 1.15.

x—1- cot mx
¢) Alser lim 3 =3y lim cotx = oo, se tiene
x—0" x—0"

lim 3 cotx = co. Propiedad 2, teorema 1.15.
x—0*
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Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, determinar si f(x) tiende a o© 0 a — o0 15. f(x) = 2x2 16. f(x) = 2—4x
cuando x tiende a 4 por la izquierda y por la derecha. x*—4 x*+4
1 -1 = 1 . 25 — 3
Lfe) =—— 2. /00 =—— 17. g0 =5~ 18 h(s) = 575
2-2 24+ x
! -1 19. h(x) = 5 20. =
3. f(x) = m 4. f(x) = (x — 4)2 9 (x) x2—x-=-2 0 g(x) x2(1 - X)
1
_ 4 S e
En los ejercicios 5 a 8, determinar si f(x) tiende a ©© 0 a —o© 2. T =1~ ) 22. gl = 3x2 — 6x — 24
cuando x tiende a —2 por la izquierda y por la derecha. 3
23. =
5 1 &) x2+x—-2
5. Sl = x274| & W=rn T
) x* —2x3 — 9x? + 18x
y 3 2
X3+ 1 x*—4
N 3T 25. gl) = x+1 26. hx) = XA+ +x+2
I 2 -
‘ X2 —2x — 15 12— 2t
N\ W= s s 28 h)=
—— % } ﬁ-x 2 f(X) X3*5x2+)€*5 28 (Z) 1‘4—16
I 29. f(x) = tan mx 30, f(x) = sec mx
L2 t tan 6
L g 31. =— 32. =—
» 3 s sen f 8(6) 0
7. 8. f(x) = sec 4 En los ejercicios 33 a 36, determinar si la funcién tiene una asin-
y tota vertical o una discontinuidad evitable (o removible) enx = —1.
Representar la funcién en una herramienta de graficacién para
} 3 K] 3\ confirmar la respuesta.
| Rl | x2 -1 x> —6x—7
_;6 %_;2 *; } é x 33. f(x)_x-i-l 4. flx) = 11
| - | X2+ _sen(x + 1)
NN R R
En los ejercicios 37 a 54, calcular el limite.
Andlisis numérico y grdfico En los ejercicios 9 a 12, completar la 1 1
tabla para determinar si f(x) tiende a ©© 0 a — o0 cuando x tiende 37. lim —— 38. lim _72
a —3 por la izquierda y por la derecha, respectivamente. Utilizar =1t x + (= 1)
una herramienta de graficacion para representar la funcion y . X i 2+ x
corroborar la respuesta. 39. lim 40.  lim =
x -35 -3.1 —3.01 —3.001 41. x1i>nll+ (x — 1)2 42. X1_1)r£17 x>+ 16
x+3 6x2+x—1
x o lim ——/——— . Jis — =
@ 43 x—lfl—nsf x2+x—6 44 x—>(lr1n/2)+ 4x2 — 4x — 3
x| —2999 | -299 | 29 | 25 I x+1 Jim £ =2
4. x1~r>1} (xz + l)(x - l) 46. xl—Ig x2
fx)
1 1
1 x 47 1im (1 + 7) 48. 1im (x2 - 7)
9. flx) = 29 10. f(x) = 2.9 x—0~ X x50~ X
2 . 49. |im 2 50.  im —
1. f(x) = 5 12, f(x) = sec% x—0" SEnX x> (m/2)* COS X
X2 —
51 4im Vx 52. |im x+2
En los ejercicios 13 a 32, encontrar las asintotas verticales (si las rom CSCX ¥=0 cotx
hay) de la grafica de la funcion. 53. XEIII}Z X Sec Tx 54. XLII;I} x? tan 7x
13, ) = & W W=
x2 (x—2)°



FI? En los ejercicios 55 a 58, utilizar una herramienta de graficacion
para representar la funcion y determinar el limite lateral.

2 +x+1 x3 -1
B f0)=Ta T 6. W =5rv 1
lﬁ{l fx) 11'1}17 fx)
1 X
57. = 58. = el
) 25 flx) = sec 3

lim f(x) lim f(x)
x—>57 x—4"

SECCION 1.5 Limites infinitos 89

a) Calcular el ritmo o velocidad r cuando 0 es /6.
b) Determinar el ritmo o velocidad r cuando 6 es /3.
¢) Encontrar el limite de r cuando 6 — (7/2)".

Desarrollo de conceptos

Para discusion

64. Dado un polinomio p(x), ;serd verdad que la grafica de una
px)
x—1
enx = 1? ;Por qué si o por qué no?

funcién dada por f(x) = tiene una asintota vertical

65. Relatividad De acuerdo con la teoria de la relatividad, la masa
m de una particula depende de su velocidad v; es decir:
m=———

J1 = (1¥/c?)

donde m, es la masa cuando la particula estd en reposo y ¢ es

la velocidad de la luz. Calcular el limite de la masa cuando v

tiende a c™.

66. Leyde Boyle Enun gasatemperatura constante, la presién P
es inversamente proporcional al volumen V. Calcular el limite
de P cuando V — 0*.

67. Ritmo o velocidad de cambio Una patrulla estd estacionada a
50 pies de un gran almacén (ver la figura). La luz giratoria de
la parte superior del automdvil gira a un ritmo o velocidad de
3 revolucién por segundo. El ritmo o velocidad al que se desplaza
el haz de luz a lo largo de la pared es r = 507 sec? 6 pies/s.

Figura para problema 67

59. Con sus propias palabras, describir el significado de un limite
e , 68.
infinito. ; Es ©0 un nimero real?
60. Con sus propias palabras, describir el significado de la asin-
tota vertical de una gréfica.
61. Escribir una funcién racional con asintotas verticales en
x=6yenx= —2yunceroenx = 3.
62. Tiene toda funcién racional una asintota vertical? Explicar
la respuesta.
63. Utilizar la gréfica de la funcién f(ver la figura) para construir
la grafica de g(x) = 1/f(x) en el intervalo [—2, 3].
y
2 69.
f
— } ——x
-2 -1 # 1 N

o M 7.

— X —>1

Figura para problema 68

Ritmo o velocidad de cambio Una escalera de 25 pies de largo
estd apoyada en una casa (ver la figura). Si por alguna razén la
base de la escalera se aleja del muro a un ritmo de 2 pies por
segundo, la parte superior descenderd con un ritmo dado por

2x
r = ——————pies/s
NGEEr
donde x es la distancia que hay entre la base de la escalera y
el muro.

a) Calcular el ritmo o velocidad r cuando x es 7 pies.
b) Calcular el ritmo o velocidad r cuando x es 15 pies.
¢) Encontrar el limite de r cuando x — 25°.

Velocidad media En un viaje de d millas hacia otra ciudad, la
velocidad media de un camioén fue de x millas por hora. En el
viaje de regreso, su velocidad media fue de y millas por hora.
La velocidad media del viaje de ida y vuelta fue de 50 millas
por hora.

a) Verificar que y = ; 2_5x 5 (Cual es el dominio?

b) Completar la tabla.

x | 30 | 40 | 50 | 60

y

(Difieren los valores de y de los esperados? Explicar la
respuesta.

¢) Calcular el limite de y cuando x — 25* e interpretar el
resultado.

Andlisis numérico y grdfico Utilizar una herramienta de
graficacion a fin de completar la tabla para cada funcién y re-
presentar graficamente cada una de ellas con objeto de calcular
el limite. ;Cudl es el valor del limite cuando la potencia de x en
el denominador es mayor que 3?

x 1]1057]02 01 ] 001 | 0,001 | 0.0001
fx)
@) lim X — senx b) lim X — ienx
x—0" pY x—=0" X
, X — senx , X — senx
) )cllg)l+ x3 d) Xli{})l* x*
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A 71.

B 2.

| PROYECTO DE TRABAJO],

Graficas y limites de las funciones trigonométricas

CAPITULO 1 Limites y sus propiedades

Andlisis numérico y grdfico Considerar la region sombreada
que queda fuera del sector del circulo con radio de 10 m y dentro
del tridngulo rectangulo de la figura.

0

10 m
a) Expresar el drea A = f(6) de la regién en funcién de 6.
Determinar el dominio de esta funcién.
b) Utilizar una herramienta de graficacién para completar
la tabla y representar la funcién sobre el dominio apro-
piado.

0 0306 | 09 12 L5
1(0)

¢) Calcular el limite de A cuando 6 — (7/2)".

Andlisis numérico y grdfico Una banda en cruz conecta la
polea de 20 cm (10 cm de radio) de un motor eléctrico con
otra polea de 40 cm (20 cm de radio) de una sierra circular. El
motor eléctrico gira a 1700 revoluciones por minuto.

10 cm 20 cm

a) Determinar el nimero de revoluciones por minuto de la
sierra.

b) (Coémo afecta el cruce de la banda a la sierra en relacién
con el motor?

¢) Sea Llalongitud total de la correa. Exprese L en funcién de
¢, donde ¢ se mide en radianes. ;Cudl es el dominio de la
funcién? [Sugerencia: Sumar las longitudes de los tramos

¢Verdadero o falso?

rectos de la banda y las longitudes de la banda alrededor
de cada polea.]

d) Utilizar una herramienta de graficacién para completar la
tabla.

03 06 09|12 15

L

e) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
funcién en un dominio apropiado.

/) Calcularel lim L. Utilizar algin argumento geomé-

d—(7/2)~
trico como base de otro procedimiento para encontrar este
limite.
g) Calcular lim L.

»—0"

En los ejercicios 73 a 76, determinar si la

afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que demuestre que lo es.

73.

74.
75.

76.

71.

78.
79.

80.

Limites infinitos

La gréfica de una funcidn racional tiene al menos una asintota
vertical.

Las funciones polinomiales carecen de asintotas verticales.

Las gréficas de funciones trigonométricas carecen de aisntotas
verticales.

Siftiene una asintota vertical en x = 0, entonces no estd definida
enx = 0.

Encontrar a continuacién las funciones f y g tales que
lim f(x) = oo y lim g(x) = oo, pero lim [ f(x) — g(x)] # 0.
X—=c X—=c xX—c

Demostrar las propiedades restantes del teorema 1.15.

Demostrar que si 1im f(x) = oo, entonces 1im 0.
X—C

A _
x—c f(x)

Demostrar que si lfm = 0, entonces el 1fm f(x) no existe.
X—C

1
x—c f(x)

En los ejercicios 81 y 82, usar la definicién £-6

de limite para demostrar lo afirmado

81.

. 1 . I
xglgl+x*3_oo 82. xl—lgl’x_s_

— o0

Recordando, del teorema 1.9, que el limite de f{x) = (sen x)/x cuando
xtiendeaOes 1:

a)

b)

c)

Utilizar una herramienta de graficacion para representar la funcién
fenelintervalo —7 = 0 = 7y explicar cémo ayuda esta grifica
a confirmar dicho teorema.

Explicar cémo podria usar una tabla de valores para confirmar
numéricamente el valor de este limite.

Dibujar a mano la grifica de la funcién g(x) = sen x. Trazar
una recta tangente en el punto (0, 0) y estimar visualmente su
pendiente.

d)

e)

)

Sea (x, sen x) un punto en la grafica de g cercano a (0, 0). Escri-
bir una férmula para la pendiente de la recta secante que une a
(x, sen x) con (0, 0). Evaluar esta férmula para x = 0.1 y
x = 0.01. Después encontrar la pendiente exacta de la recta
tangente a g en el punto (0, 0).

Dibujar la grafica de la funcién coseno, i(x) = cos x. ;Cudl es la
pendiente de la recta tangente en el punto (0, 1)? Utilizar limites
para calcular analiticamente dicha pendiente.

Calcular la pendiente de la recta tangente a k(x) = tan x en el
punto (0, 0).




Inl Ejercicios de repaso

En los ejercicios 1y 2, determinar si el problema se puede resolver
usando conocimientos previos al calculo, o si se requiere el calculo.
Resolver el problema si se puede utilizar precalculo. En caso de que
sea necesario el calculo, explicar por qué. Encontrar la solucién
usando un método grafico o numérico.

1. Calcular la distancia entre los puntos (1, 1) y (3, 9) alo largo de
lacurvay = x2

2. Calcular la distancia entre los puntos (1, 1) y (3, 9) alo largo de
larectay = 4x — 3.

En los ejercicios 3 y 4, completar la tabla y usar el resultado para
estimar el limite. Utilizar una herramienta de graficacion para
representar la funcién y corroborar el resultado.

x —0.1 | —0.01 | —0.001 | 0.001 | 0.01 | 0.1

Jx)

3. ll_r)% [4/(x +x2)] -2
W72 )

4, lim———
x—0 X

En los ejercicios 5 a 8, encontrar el limite L. Después utilizar la
definicion £-6 para demostrar que el limite es L.

5. lim (x +4) 6. lim /x
7. lim (1 — x?) 8 1m9
x—2 x—=5

En los ejercicios 9 y 10, utilizar la grafica para determinar cada
limite.

4x — x2 -2
9. hx) = —% 10. g(x) = ——
X x—3
y y
6+ ol |
is 6 3
4 S/
T R
2T =3 | 3 6
177 I
N -6+ !
-1 12 3 "t\ 9 ﬁ

a) lfII(l) h(x) b) h’m1 h(x) a) h’n; glx) b 1fII(1) g(x)

En los ejercicios 11 a 26, encontrar el limite (si existe).

11. lfrré (x —2)? 12. Im; (10 — x)*
3. lim i+ 2 4. lim3[y - 1]

1—> y—

t+2 t2—9

15. im —— 16. lim ——

t1—1>1112l2_4 }Egt—'j

J— _— + —

17, m =31 18, 1 YA FT¥ "2

x—4 x —4 x>0 X

Ejercicios de repaso 91

+1)] - J1+s) -
19, qg L/EEDIZL 2. fim WYL T8I 7
x—0 X s—0 S
X3+ 125 . x2—4
23. lim 1~ cosx 24. 1im nal
x—0 sen x x—7/4 tan x
. sen[(w/6) + Ax] — (1/2)
25. lim
Ax—0 Ax

[Sugerencia: sen(6 + ¢) = sen 0 cos ¢ + cos 0 sen ¢]

2. 1im cos(m + Ax) + 1
Ax—0 Ax

[Sugerencia: cos(0 + ¢) = cos 0 cos ¢ — sen 6 sen @]

En los ejercicios 27 a 30, calcular el limite, dado que lim f(x) =
—iylimg(x) =5. o

27 lim [ £(x)g(x)] 28. 1im LW
X—cC X—cC g(x)
26.  lim [f(x) + 2g(x)] 29. }_f_l}g[f(X)]z

Andlisis numérico, grdfico y analitico En los ejercicios 31 y 32, con-
siderar

lim £ (x)

Completar la tabla para estimar el limite.

a)
FIF b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la

funcién y usar la grafica para estimar el limite.
¢) Racionalizar el numerador y calcular de manera analitica el
valor exacto del limite.

x 1.1 | 1.01 | 1.001 | 1.0001

f&)
3. f(x) = —VZX;__I]_\E
2 py = L

[Sugerencia: a®> — b> = (a — b)(a® + ab + b?)]

Objeto en caida libre En los ejercicios 33 y 34, utilizar la funcién
posicion s(f) = —4.9¢2 + 250, que da la altura en metros de un
objeto que cae libremente desde una altura de 250 metros. Su
velocidad en el instante ¢ = a segundos esta dada por

. sla) — s()
lim ————~,
t—a a—t

33. Calcular la velocidad cuando 7 = 4.

34. ;A qué velocidad golpeard el suelo?
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En los ejercicios 35 a 40, encontrar el limite (si lo hay). Si no existe
limite, explicar por qué.

35, 1m0

x—3- x — 3

36. lim[x — 1]
x—4

x—2)2 x<2
37. lim f(x), donde f(x) = {( )
=2 2 —x, x> 2
V1—x, x<1
38. 1im g(x), donde g(x) = {
x—>1" x+ 1, x> 1
B3+1, t<1
39. 1im h(z), donde h(r) = {1
t—1 i(t +1), t>1

—s2—45—2, s< =2

40. 1im f(s), donde f(s) =
xafzf() 1) [s2+4s+6, s> =2

En los ejercicios 41 a 52, determinar los intervalos en los que la
funcion es continua.

4l f(x) = =32 +7 2. f(x) =2 - %
B f) =[x + 3] 4. f) = 3x2x—_7x1—2
32 —x—2
45. [0 = {xx—xl 71
O’ x=1
5 -x x<2
. f(x){z)c—s, x>2
_ _ x+1
4. 10 = o 48. f(x) = .
3 x+1
910 = 50. fl) =3
5L f(x) = csc%x 52, f(x) = tan 2x

53. Determinar el valor de ¢ para el que la funcién es continua en
toda la recta de los nimeros reales.

x + 3, x <2
X) =
f@) {cx+6, x> 2
54. Determinar los valores de b y ¢ que hacen a la funcién continua
sobre toda la recta de los nimeros reales:

x + 1, l<x<3
f(x)_[x2+bx+c, [x—2] =1
55. Utilizar el teorema de valor intermedio para demostrar que
fix) = 2x* =3 tiene un cero en el intervalo [1, 2].

de 56. Costo de mensajeria El envio de un paquete por mensajeria
de Nueva York a Atlanta cuesta $12.80 por la primera libra y
$2.50 por cada libra o fraccién adicional. Utilizar la funcién
parte entera para elaborar un modelo que describa el costo C de
envio por mensajeria para un paquete de x libras. Utilizar una
herramienta de graficacion para representar la funcién y analizar
su continuidad.

57.

58.

x2—4
lx —2[

Sea f(x) =
posible).

@) lim f(x)

by lim f(x)

Encontrar los siguientes Iimites (si es

c) 1in21 f(x)

Sea f(x)=./x(x-1)

a) Encontrar el dominio de f.
b) Calcular 11’151 f(x).

c¢) Calcular h’rgf(x).

En los ejercicios 59 a 62, encontrar las asintotas verticales (si las
hay) de la grafica de la funcion.

59.

61.

2
g =1+~ 60. h(x) =

8

m 62. f(x) = csc mx

flx) =

En los ejercicios 63 a 74, encontrar el limite lateral (si existe).

63.

65.

67.

69.

71.

73.

75.

76.

2x2+x+ 1
lim ——— 64. 1
oh- T X+ 2 oy 2x — 1
x+ 1 x+ 1
im ———— 66. im —/———
x—l>1£1}+x3+1 x_l)lzr}i xt =1
24+ 2+ 1 2-2x+1
lim LA 68. Iim 2T
x—1 x—1 x—>—1* x+ 1
lim <x - *3) 70. lim ————
x—0* X x—2" 3 X2 — 4
lim sen 4x 72, 1im sec x
x—0" 5x x—07" X
2
lfm csc 2x 74, lim cos? x
x—0" X x—0" X

Medio ambiente Una central térmica quema carbén para
generar energia eléctrica. El costo C, en ddlares, de eliminar
p% de las sustancias contaminantes del aire en sus emisiones
de humo es

80 000p
= — <
100 — p° 0 < p < 100.

Calcular cudnto cuesta eliminar @) 15%, b) 50% y ¢) 90% de los
contaminantes. d) Encontrar el limite de C cuando p — 100~

La funcién festd definida como

flx) = tar;Zx’ x#0

an 2x

t ..
a) Encontrar h’n}) (si existe).

X!

b) (Puede definirse la funcién fen x = 0 de manera que sea
continua en ese punto?



Iml Solucidn de problemas

1.

Sea P(x, y) un punto de la pardbola y = x* en el primer cuadran-
te. Considerar el tridngulo APAO formado por P, A(O, 1) y el
origen O(0, 0), y el tridngulo APBO formado por P, B(1, 0) y
el origen.

y

N B,

a) Dar el perimetro de cada tridngulo en términos de x.
b) Sea r(x) la relacién entre los perimetros de ambos tridn-
gulos,

o) = Perimetro APAO
Perimetro APBO’

Completar la tabla.

x 4 2 1 101 | 0.01

Perimetro APAO

Perimetro APBO
r(x)

c¢) Calcular 1im r(x).
x—0"

Sea P(x, y) un punto de la pardbola y = x* en el primer cuadran-
te. Considerar el tridngulo APAO formado por P, A(0, 1) y el
origen O(0, 0), y el tridngulo APBO formado por P, B(1,0) y el
origen:

a) Determinar el drea de cada tridngulo en términos de x.
b) Sea a(x) larelacion entre las dreas de ambos tridngulos,

(x) = Area APBO
@Y7 Krea APAO
Completar la tabla.
x 41 2 1 | 01  0.01

Area APAO

Area APBO
a(x)

c¢) Calcular lim a(x).
x—0"

Solucién de problemas 93

a) Calcular el drea de un hexdgono regular inscrito en un circu-
lo de radio 1. ;Cudnto se acerca su drea a la del circulo?

b) Encontrar el drea A de un poligono regular con n lados
inscrito en un circulo de radio 1. Elaborar su respuesta
como una funcién de n.

¢) Completar la tabla.

n 6 | 12 | 24 | 48 | 96

A

n

d)  (Qué niimero es cada vez mayor cuando A tiende a n?

Figura para 3

Figura para 4

Sea P(3, 4) un punto de la circunferencia x* + y* = 25.

a) (Cudl es la pendiente de la recta que une a P con
0(0, 0)?

b) Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la circun-
ferencia en P.

¢) Sea Q(x, y) otro punto que se encuentra en el primer cua-
drante y forma parte de la misma circunferencia. Calcular
la pendiente m_de la recta que une a P con Q en términos
de x.

d) Calcular 13331 m_. ;COmo se relaciona este niimero con la

respuesta al apartado b)?

Sea P(5, —12) un punto de la circunferencia x> + y* = 1609.

a) (Cudl es la pendiente de la recta que une a P con O(0, 0)?

b) Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la circun-
ferencia en P.

¢) Sea Q(x, y) otro punto que se encuentra en el cuarto cua-
drante y forma parte de la misma circunferencia. Calcular
la pendiente m_de la recta que une a P con Q en términos
de x.

d) Calcular lim m . C6émo se relaciona este nimero con la
x5

respuesta al apartado b)?
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a)
FIF b)

8.

9.

10.

11.

CAPITULO 1 Limites y sus propiedades

Encontrar valores de las constantes a y b tales que

Vaibi-3_

lim
x—0
3+ x1B3 -2

Considerar la funcién f(x) = 1
Y-

Encontrar el dominio de f.

Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
funcién.

¢) Calcular h’rg+ f(x).

d) Calcular lfnll f(x).

Determinar todos los valores de la constante a tales que la
siguiente funcién sea continua en todos los niimeros reales.

ax
> x>0
j(x) — ltan X
a’?—2, x<0
Considerar las graficas de las funciones g, g,, £, ¥ &,:
y y
3+ 3+ °

82

X } } } X
1 2 3 1 2 3
y y
34— 3 +————
84
2+ £ 2+ °
1+ o—_ 1+
} } } X } } } X
1 2 3 1 2 3

Para cada una de las condiciones dadas de la funcién f, ;cudl
gréfica podria ser una grafica de f?

a) lim f(x)=3

b) fes continuaen 2.

¢) lm f(x)=3

Cons&uir la grafica de la funcién f (x) = Hﬂ]
a) Bvaluar f(3), f(3) y f(1).

b) Evaluar los limites 1im f(x), lim f(x), lim f(x)y
HI(I]’} f(x) x—1 x—1 x=0

¢) Analizar la continuidad de la funcién.

Construir la grifica de la funcién flx) = M + [[—x]].
a) Evaluar f(1), A0), f(3) y (—2.7).
b) Evaluar los limites hnll f(x), lir}} fx)y lin} f(x).

¢) Analizar la continuidad de la funcién.

12.

13.

14.

Para que un cohete escape del campo gravitacional de la Tierra,
se debe lanzar con una velocidad inicial denominada velocidad
de escape. Un cohete lanzado desde la superficie de la Tierra
tiene una velocidad v (en millas por segundo) dada por:

26M 26M 192
v:\/G bz 26 z\/9 000 , o 4
r R r

donde v, es la velocidad inicial, r es la distancia entre el cohete
y el centro de la Tierra, G es la constante gravitacional, M es
la masa de la Tierra y R es el radio de la Tierra (4 000 millas,
aproximadamente).

a) Encontrar el valor de v, para el que se obtiene un limite
infinito para r cuando v tiende a cero. Este valor de v es la
velocidad de escape para la Tierra.

b) Uncohete lanzado desde la superficie de la Luna se traslada
con una velocidad v (en millas por segundo) dada por

192
v=\/¥+v02—2.17.

Encontrar la velocidad de escape para la Luna.

¢) Un cohete lanzado desde la superficie de un planeta se
traslada con una velocidad v (en millas por segundo) dada
por

\/10600 ,
v = . + vy —

Encontrar la velocidad de escape de este planeta. (Es la
masa de este planeta mayor o menor que la de la Tierra?
(Suponer que la densidad media de este planeta es igual a
la de la Tierra.)

6.99.

Para nimeros positivos a < b, la funcién pulso se define
como:

0, x<a
P, (x) =H(kx—a) —Hx—5b)=131, a<x<b
0, x=>b
1 >
donde H(x) =1’ x20 es la funcién de Heaviside.
0, x<0

a) Trazar la gréifica de la funcién pulso.

b) Encontrar los siguientes limites:
i) lim P, ,(x) ii) lim P, ,(x)

x—a ’ x—a~ B
iif) xlgil+ P, ,(x) iv) xllf?’ P,,(x)

¢) Analizar la continuidad de la funcién pulso.
d) (Por qué

V() = 52— P, 0

se llama funcién pulso unitario?

Sea a una constante diferente de cero. Comprobar que si
h’ng f(x)= L, entonces h’nol f(ax)= L. Demostrar por medio
= x>

de un ejemplo que a debe ser distinta de cero.



|ﬂ| Derivacion

En este capitulo se estudiara uno de los
procesos mas importantes del calculo: la
derivacion. En cada seccién se aprenderan
nuevos métodos y reglas para encontrar
derivadas de funciones. Posteriormente
se aplicaran estas reglas para entender
conceptos como la velocidad, la acele-
racion y las razones de cambio de dos o
mas variables relacionadas.

En este capitulo, se aprendera:

B Coémo encontrar la derivada de una
funcioén utilizando la definicién de
limite y se entender4 la relacion entre
derivabilidad y continuidad. (2.1)

B Como encontrar la derivada de una
funcién con las reglas basicas de B
derivacion. (2.2)

B Coémo encontrar la derivada de una
funcién con la regla del producto y la
regla del cociente. (2.3)

B Coémo encontrar la derivada de una
funcién con la regla de la cadena y la
regla general de la potencia. (2.4)

B Como encontrar la derivada de una

funcién con derivacién implicita. (2.5) e Getty Imags

® Como determinar una razén de Cuando salta de una plataforma, la velocidad de un clavadista es ligeramente
cambio relacionada. (2.6) positiva a causa del movimiento hacia arriba, pero se convierte en negativa
_m en la caida. ;Como puede utilizarse el calculo para determinar la velocidad
de un clavadista cuando se impacta sobre el agua? (Ver la seccion 2.2,
ejemplo 10.)

Para aproximar la pendiente de la recta tangente a una grafica en un punto dado, se determina la pendiente de la
secante que va de un punto de la grafica a otro punto. A medida que este segundo punto se acerca al punto dado,
la aproximacion tiende a tornarse mas exacta (ver la seccion 2.1).

95



96 CAPITULO2  Derivacién

Iml La derivada y el problema de la recta tangente

Mary Evans Picture Library

ISAAC NEWTON (1642-1727)

Ademas de sus trabajos relativos al Calculo,
Newton aporto contribuciones a la Fisica
tan revolucionarias como la Ley de la
Gravitacion Universal y sus tres leyes del
movimiento.

AN

Recta tangente a una circunferencia
Figura 2.1

® Hallar la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto.
® Usar la definicién de limite para calcular la derivada de una funcién.
® Comprobar la relacién entre derivabilidad y continuidad.

El problema de la recta tangente

El célculo se desarroll6 a la sombra de cuatro problemas en los que estaban trabajando los
matematicos europeos en el siglo XVII.

El problema de la recta tangente (seccién 1.1 y esta seccion)

El problema de la velocidad y la aceleracién (secciones 2.2 y 2.3)
El problema de los mdximos y minimos (seccién 3.1)

El problema del drea (secciones 1.1y 4.2)

B

by

Cada uno de ellos involucra la nocién de limite y podria servir como introduccién al
calculo.

En la secciéon 1.1 se hizo una breve introduccién al problema de la recta tangente.
Aunque Pierre de Fermat (1601-1665), René Descartes (1596-1650), Christian Huygens
(1629-1695) e Isaac Barrow (1630-1677) habian propuesto soluciones parciales, la pri-
mera solucién general se suele atribuir a Isaac Newton (1642-1727) y a Gottfried Leibniz
(1646-1716). El trabajo de Newton respecto a este problema procedia de su interés por la
refraccion de la luz y la dptica.

(Qué quiere decir que una recta es tangente a una curva en un punto? En una circun-
ferencia, la recta tangente en un punto P es la recta perpendicular al radio que pasa por P,
como se muestra en la figura 2.1.

Sin embargo, en una curva general el problema se complica. Por ejemplo, ;cémo se
podrian definir las rectas tangentes que se observan en la figura 2.2? Afirmando que una
recta es tangente a una curva en un punto P si toca a la curva en P sin atravesarla. Tal defini-
cion seria correcta para la primera curva de la figura 2.2, pero no para la segunda. También
se podria decir que una recta es tangente a una curva si la toca o hace interseccién en ella
exactamente en el punto P, definicién que serviria para una circunferencia pero no para
curvas mas generales, como sugiere la tercera curva de la figura 2.2.

y=f(x)

y=f(x)

/ \- x x

Recta tangente a una curva en un punto
Figura 2.2

EXPLORACION

Identificacion de una recta tangente Utilizar una herramienta de graficacion para re-
presentar la funcién f(x) = 2x* — 4x* + 3x — 5. En la misma pantalla, dibujar la gréfica
y=x—15,y=2x—5yy=3x— 5. ;Cudl de estas rectas, si es que hay alguna, parece
tangente a la gréfica de f en el punto (0, —5)? Explicar el razonamiento.



(c + Ax, f(c+ Ax))

fle+Ax) - flc) = Ay

Recta secante que pasa por (c, f(c)) y
(c + Ax, f(c + Ax))
Figura 2.3

EL PROBLEMA DE LA RECTA TANGENTE
En 1637 el matematico René Descartes
afirmo lo siguiente respecto al problema de
la recta tangente:

“Y no tengo inconveniente en afirmar que
éste no es solo el problema de Geometria mas
util y general que conozco, sino incluso el
que siempre desearia conocer.”

SECCION 2.1 La derivada y el problema de la recta tangente 97

En esencia, el problema de encontrar la recta tangente en un punto P se reduce al de
calcular su pendiente en ese punto. Se puede aproximar la pendiente de la recta tangente
usando la recta secante* que pasa por Py por otro punto cercano de la curva, como se mues-
tra en la figura 2.3. Si (¢, f(c)) es el punto de tangencia y (¢ + Ax, f(c + Ax)) es el otro
punto de la gréfica de f, la pendiente de la recta secante que pasa por ambos puntos se en-
cuentra sustituyendo en la férmula

_ Y2 N
m =
X T X
_ flc + Ax) — f(¢) Cambio en Y
sec T (c+ Ax) — ¢ Cambio en x
+ —
e f(c Ax) f(C) . Pendiente de la recta secante.
sec Ax

El miembro de la derecha en esta ecuacion es un cociente de incremento o de diferencias.
El denominador Ax es el cambio (o0 incremento) en x y el numerador Ay = f(c + Ax) —
f(c) es el cambio (o incremento) en y.

La belleza de este procedimiento radica en que se pueden obtener mds aproximaciones
y mds precisas de la pendiente de la recta tangente tomando puntos de la gréifica cada vez
mds proximos al punto P de tangencia, como se muestra en la figura 2.4.

@ f(c))/ Ay Ar=0
/ Ay / @ f(c)) ] j /

AY (e f(e)
/ Ay (@ fen/
,A,,J
Y f(c))/ @ f(c)) Ay

//X /
 F©) / (c fle)
Ax—0 /

Recta tangente Recta tangente

Aproximaciones a la recta tangente
Figura 2.4

DEFINICION DE LA RECTA TANGENTE CON PENDIENTE m

Si f esta definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ y ademads existe el limite

A flet A~ () _

Ax—0 Ax  Ax—0 Ax

entonces la recta que pasa por (¢, f(c)) y cuenta con una pendiente m es la recta
tangente a la grafica de f en el punto (¢, f(c)).

La pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto (c, f(c)) se llama también
pendiente de la grafica de fenx = c.

*El uso de la palabra secante procede del latin secare, que significa cortar, y no es una referencia a la funcion
trigonométrica del mismo nombre.
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y fx)=2x-3

La pendiente de fen (2, [)esm = 2
Figura 2.5

f)=x2+1
Recta
tangente

en(—1,2)

Recta tangente

—_—t
—_
)

}
T
-2 -

La pendiente de f en un punto cualquiera

(¢, fc)) esm = 2¢
Figura 2.6

EJEMPLO I La pendiente de la grafica de una funcién lineal

Encontrar la pendiente de la grafica de
fx)y=2x—3
en el punto (2, 1).

Solucion  Para encontrar la pendiente de la grafica de f cuando ¢ = 2, aplicar la definicién
de la pendiente de una recta tangente como se muestra a continuacion:

tm Ff2 + Ax) — f(2) — m [2(2 + Ax) — 3] — [2(2) — 3]
Ax—0 Ax Ar—0 Ax
. 44+2Ax—3—-4+3
= lim
Ax—0 Ax
2%
~ A Ax

Ilim 2
Ax—0

=2

La pendiente de f en (c, f(c)) = (2, 1) es m = 2, como se observa en la figura 2.5.

En el ejemplo 1, la definicién de la pendiente de f por medio de limites concuerda con la
definicion analizada en la secci6n P.2. |

La gréfica de una funcion lineal tiene la misma pendiente en todos sus puntos. Esto no
sucede en las funciones no lineales, como se puede observar en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2 Rectas tangentes a la grafica de una funcion no lineal

Calcular las pendientes de las rectas tangentes a la gréafica de
fx)=x+1

en los puntos (0, 1) y (—1, 2), que se ilustran en la figura 2.6.

Solucién  Sea (¢, f(c)) un punto cualquiera de la grafica de f. La pendiente de la recta
tangente en €l se encuentra mediante:

tfm fle + Ax) = fle) _ tém [(c+Ax)2+1] = (c>+ 1)

Ax—0 Ax Ax—0 Ax
2 2 _ 2
— iim € + 2c¢(Ax) + (Ax)2+ 1 —¢ 1
Ax—0 Ax
2
— lim 2¢(Ax) + (Ax)
Ax—0 Ax
= Alir_r)l0 (2¢ + Ax)
= 2c.

De tal manera, la pendiente en cualquier punto (c, f(c)) de la grafica de f es m = 2¢. En el
punto (0, 1) la pendiente es m = 2(0) = 0 y en (—1, 2) la pendiente es m = 2(—1) = —2.

N[ Observar que en el ejemplo 2, ¢ se mantiene constante en el proceso de limite (cuando
Ax — 0). |



y Recta
tangente
vertical

(e, f(e))

c

La grafica de f tiene recta tangente vertical

en (¢, f(c))
Figura 2.7
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La definicion de la recta tangente a una curva no incluye la posibilidad de una recta
tangente vertical. Para éstas, se usa la siguiente definicion. Si f es continua en ¢ y

Sl A ) S A <)
Aill}o Ax - 0 A)lcglo Ax N o

la recta vertical, x = ¢, que pasa por (c, f(c)) es una recta tangente vertical a la grafica de
f, por ejemplo, la funcién que se muestra en la figura 2.7 tiene tangente vertical en (¢, f(c)).
Si el dominio de f es el intervalo cerrado [a, b], se puede ampliar la definicién de recta
tangente vertical de manera que incluya los extremos, considerando la continuidad y los
limites por la derecha (para x = a) y por la izquierda (para x = b).

Derivada de una funcion

Se ha llegado a un punto crucial en el estudio del célculo. El limite utilizado para definir la
pendiente de una recta tangente también se utiliza para definir una de las dos operaciones
fundamentales del célculo: la derivacion.

DEFINICION DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION

La derivada de f en x estd dada por

f’(x) = 1lim f(x + AX) _f(x)

Ax—0 Ax

siempre que exista ese limite. Para todos los x para los que exista este limite, f” es
una funcién de x.

Observar que la derivada de una funcién de x también es una funcién de x. Esta “nueva”
funcién proporciona la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto (x, f(x)),
siempre que la grafica tenga una recta tangente en dicho punto.

El proceso de calcular la derivada de una funcién se llama derivacién. Una funcion es
derivable en x si su derivada en x existe, y derivable en un intervalo abierto (a, b) si es
derivable en todos y cada uno de los puntos de ese intervalo.

Ademas de f'(x), que se lee “f prima de x”, se usan otras notaciones para la derivada
de y = f(x). Las mds comunes son:

f’(x), ?’ Y, di [f(x)]’ Dx[y]. Notaciones para la derivada.
X X

La notacion dy/dx se lee “derivada de y con respecto a x” o simplemente “dy, dx”. Usando
notaciones de limites, se puede escribir

dy . Ay
— = lim —
dx A0 Ax
o fle+ Ax) - fx)
= lim
Ax—0 Ax

=f.
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Derivacion

Cuando se use la
definicion para encontrar la derivada de
una funcidn, la clave consiste en volver
a expresar el cociente incremental
(o cociente de diferencias), de manera
que Ax no aparezca como factor del
denominador.

2T

m:i

1l
0,0) | 2 3 4

La pendiente de f en (x, f(x)), x > 0, es
m=1/(2\x)
Figura 2.8

EJEMPLO 3 Calculo de la derivada mediante el proceso de limite

Calcular la derivada de f(x) = x* + 2x.

Solucién
+ J—
A /(x) = Aljgo f(x AAX)z f(x) Definicion de derivada.
e+ Ax)P + 200+ Ax) — (P + 2x)
= lim
Ax—0 Ax
X3+ 3x%Ax + 3x(Ax)? + (Ax)? + 2x + 2Ax — ¥ — 2x
= lim
Ax—0 Ax
. 3x2Ax + 3x(Ax)? + (Ax)? + 2Ax
= lim
Ax—0 Ax
. AX[3x% + 3xAx + (Ax)? + 2]
= lim
Ax—0 M

= lim [3x2 + 3xAx + (Ax)2 + 2]
Ax—0

3x2 + 2

Cabe recordar que la derivada de una funcién f es en si una funcién, misma que puede
emplearse para encontrar la pendiente de la recta tangente en el punto (x, f(x)) de la gréfica
de f.

EJEMPLO 4 Uso de la derivada para calcular la pendiente en un punto

Encontrar f’(x) para f(x) = +/x. Calcular luego la pendiente de la grifica de f en los puntos
(1, 1) y (4, 2). Analizar el comportamiento de f en (0, 0).

Solucién  Se racionaliza el numerador, como se explicé en la seccion 1.3.

[l + Ax) — f(v)

f /(x) = Al};go Ax Definicién de derivada.
S+ A - Ux
= lim ———
Ax—0 Ax
— lim Jx+ Ax — Ux \[Vx + Ax + Ux
Ax—0 Ax Jx + Ax + Ux
) (x + Ax) — x
= lim
&% Ax(Vx T Ax + V5
. Ax
= lim

Ax—0 Mc(\/x + Ax + \/;c)

1
Iim ————
a0 /x + Ax + Jx
_ 1
2%

x>0

En el punto (1, 1) la pendiente es f'(1) = 3. En el punto (4, 2) la pendiente es f'(4) = 4. Ver
la figura 2.8. En el punto (0, 0) la pendiente no estd definida. Ademads, la gréfica de f tiene
tangente vertical en (0, 0).




y=-2t+4

Enelpunto (1,2)larectay = —2¢ + 4es
tangente a la graficade y = 2/t
Figura 2.9

(x, f(x)

L

(e, f(e))

M
X—=cC

J) = f(o)

c x
Cuando x tiende a c, la recta secante se
aproxima a la recta tangente

Figura 2.10
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En muchas aplicaciones, resulta conveniente usar una variable independiente distinta
de x, como se manifiesta en el ejemplo 5.

EJEMPLO 5 Calculo de la derivada de una funcién

Encontrar la derivada de la funcién y = 2/t respecto a t.

Solucion Considerando y = f(t), se obtiene

@ = lim w Definicién de derivada.
dt A0 At
2 2
. t+Ar ¢
= lim ———— fE+An)=2/(t+ A y f(t) =2/t
A1=0 At
2t — 2(t + Av)
= lim M Combinar las fracciones del numerador.
At—0 At
= lim i Cancelar el factor comtn At.
A0 AXH1)(t + Ar)
. -2 L
= lim — Simplificar.
Ar50 t(t + Ar)
= — % Evaluar el limite cuando Az — 0.
t

TECNOLOGIA Se puede utilizar una herramienta de graficacién para corroborar el
resultado del ejemplo 5. Es decir, usando la férmula dy/dt = —2 /7, se sabe que la pen-
diente de la grafica de y = 2/t en el punto (1, 2) es m = —2. Esto implica que, usando la
forma punto-pendiente, una ecuacion de la recta tangente a la grafica en (1, 2) es

y—2=-2(t—1) o y=-2t+4

como se muestra en la figura 2.9.

Derivabilidad y continuidad

La siguiente forma alternativa como limite de la derivada es ttil al investigar la relacién que
existe entre derivabilidad y continuidad. La derivada de f en c es

Formula alternativa de la derivada.

siempre que dicho limite exista (ver la figura 2.10). (En el apéndice A se demuestra la equi-
valencia de ambas féormulas.) Observe que la existencia del limite en esta forma alternativa
requiere que los 1imites unilaterales

lim £ =) y  lim f® = fl0)
x—c” X —C x—ct X —C

existan y sean iguales. Estos limites laterales se denominan derivada por la izquierda y
por la derecha, respectivamente. Se dice que f es derivable en un intervalo cerrado [a, b]
si es derivable en (a, b) y existen ademds la derivada por la derecha en a y la derivada por
la izquierda en b.



102 CAPITULO 2 Derivacién

Y Si una funcién no es continua en x = ¢, no puede ser derivable en x = c. Por ejemplo,
la funcién parte entera o mayor entero
2+ —o
x) =[x
Bl 70 = I
P 6t > x no es continua en x = 0, y en consecuencia no es derivable en x = 0 (ver la figura 2.11).
2 - 12 3 Esto se comprueba con sélo observar que
) =[x
cf) —fO) _ [ -0_ . -
——o0 -2+ lim = lim = oo Derivada por la izquierda.
x—0" x—0 x—0~ X
La funcion parte entera no es derivable en y
x = 0, ya que no es continua en ese punto
~ [ —f0) . [x]-0
Figura 2.11 Iim = lim =0. Derivada por la derecha.
x—=0* X — O x—=0* X

Aunque es cierto que derivable implica continua (como se muestra en el teorema 2.1), el
reciproco no es cierto. En otras palabras, puede ocurrir que una funcién sea continua en
Xx = cy no sea derivable en x = c. Los ejemplos 6 y 7 ilustran tal posibilidad.

EJEMPLO 6 Una grafica con un punto angular

La funcion

fx) = |x =2
3+ fo=|x-2] , : . :
que se muestra en la figura 2.12 es continua en x = 2. Sin embargo, los limites unilaterales
N
flx 2 x—2—0
1 Iim ( ) ( ) = lim # —1  Derivada por la izquierda.
x—27 X — x—27 x—2
T hd % % X
1 2 3 4 y
fnoes derivable en x = 2, porque las f)-f2) . x—=2]-0 .
derivadas laterales no son iguales )2123 -2 xlgg -2 1 Derivada por la derecha.

Figura 2.12

no son iguales. Por consiguiente, f no es derivable en x = 2 y la grafica de f no tiene una
recta tangente en el punto (2, 0).

EJEMPLO 7 Una grafica con una recta tangente vertical

Fy=x1B La funcién

| fo) = x'7

es continua en x = 0, como se observa en la figura 2.13. Sin embargo, como el limite

} t x 1/3 _
flx 0 by 0
—3 £ =10 _ g,
x—>0 X — x—0 X
) 1
= lim —
x—0 xz/ 3
. . = w

fno es derivable en x = 0, porque tiene o ) )
tangente vertical en ese punto es infinito, se puede concluir que la recta tangente en x = 0 es vertical. Por tanto, f no es
Figura 2.13 derivable en x = 0.

En los ejemplos 6 y 7 se puede observar que una funcién no es derivable en un punto
donde su grafica cuenta con un punto angular o una tangente vertical.



TECNOLOGIA Algunas herra-
mientas de graficacion utilizan los
programas de cdlculo Maple, Ma-
thematica y TI89, para realizar una
derivacién simbolica. Otros la hacen
numérica, calculando valores de la
derivada mediante la formula

gy S+ Ax) — flx — Ax)
7 ~ L A9

donde Ax es un niimero peque-
fio como 0.001. ;Observa algin
problema con esta definicién? Por
ejemplo, usandola ;cual seria la
derivada de f(x) = |x| enx = 0?

Iml Ejercicios

SECCION 2.1 La derivada y el problema de la recta tangente 103

TEOREMA 2.1 DERIVABLE IMPLICA CONTINUA

Si f es derivable en x = ¢, entonces f es continua en x = c.

Para comprobar que f es continua en x = ¢ bastard con mostrar que f(x)
tiende a f(c) cuando x — c. Para tal fin, usar la derivabilidad de f en x = ¢ considerando

el siguiente limite.
oo 2=22)

[im e [ 1 =
- i)

tim [£() = f(0)]

Puesto que la diferencia f(x) — f(c) tiende a cero cuando x — ¢, se puede concluir que
lim f(x) = f(c). De tal manera, f es continua en x = c.
X—>C

Los siguientes enunciados expresan en forma resumida la relacién que existe entre
continuidad y derivabilidad:

1. Siunafuncién es derivable en x = ¢, entonces es continua en x = ¢. Por tanto, derivable
implica continua.

2. Es posible que una funcién sea continua en x = ¢ sin ser derivable. En otras palabras,
continua no implica derivable (ver el ejemplo 6).

En los ejercicios 1 y 2, estimar la pendiente de la curva en los Con el fin de resolver los ejercicios 3 y 4, utilizar la grafica que se

puntos (x5, y;) y (x5, y,).

muestra a continuacion.

1. a) b) y
y y
|
(xl' yl) ’ /N
J (X ¥,) \
| (X, ¥5) . (p vy .
| / x
| \
\\ 3. Identificar o trazar en la figura cada una de las cantidades si-
guientes.
2. a) b) a) f(1) y f(4) by f(4) —fQ1)
y 4 1
! ; o y=TU=IWe )
4. Escribir un simbolo de desigualdad (< o >) entre las cantidades
(X ¥,) | dadas.
N ' o f@-f1 @) -f0)
e A%, y,) 4—-1 4 -3
L4 4 1
’ p L0
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En los ejercicios 5 a 10, encontrar la pendiente de la recta tangente 41.
a la grafica de la funcion en el punto dado.

5 f)=3-5x, (—1,8) 6. gl)=3x+1, (-2, -2
7. glx) =x*-9, (2,-5) 8. gy =6-x2 (1,5
9. f(r)y =3t—1% (0,0) 10. h() =1t2+3, (—-2,7)

En los ejercicios 11 a 24, encontrar la derivada mediante el pro-
ceso de limite.

1. f) =7 12. glx)=-3 a) y b) y
13. f(x) = —10x 14. f(x) =3x+2 5T 4T
2 1 41 3T
15. h(s) =3 +3s 16. f(x) =8 —sx N .1
17. flx)=x>+x-3 18. flx) =2 — x? 2 f
= - =3+ 52 1\ >
19. f(x) =x% — 12x 20. flx)=x>+x ] i 3301113
1 1 -1 1 23 435
= == T+ -2+
21, f(x) Py 22. f(x) o
4
= + = —
23, flx)=Vx+4 24. f(x) N o ’ d
3 =+
H? En los ejercicios 25 a 32, a) encontrar la ecuacién de la recta tan- 2,
gente a la grafica de f en el punto indicado, b) utilizar una herra- 1 PO A
mienta de graficacion para dibujar la grafica, la funcién y su recta 4ttt
tangente en dicho punto y ¢) aplicar la funcién derivada de una ==2 4123
herramienta de graficacién con el fin de verificar sus resultados. -2+
-3+

25. f(x)=x2+3, (1,4)
26. flx) =x2+3x+4, (-2,2)

27. flx) =x% (2,8) 28. f)=x+1, (1,2) 43. Larectatangente ala graficade y = g(x) en el punto (4, 5) pasa
— 1 punto (7, 0). E t 4 "(4).
29, f(x) = /i (1.1) 30, )= Ji-1 (52 por el punto (7, 0). Encontrar g(4) y g'(4)
4 ] 44. La recta tangente a la grifica de y = h(x) en el punto (—1, 4)
3. fx) =x+ > (4, 5) 32. flx) = I T 0, 1) pasa por el punto (3, 6). Encontrar A(—1) y h'(—1).
En los ejercicios 33 a 38, encontrar la ecuacion de la recta tangente Desarrollo de conceptos
a la grafica de f y paralela a la recta dada.
» En los ejercicios 45 a 50, construir la grafica de f’ y explicar
Funcion Recta c6mo se obtuvo la respuesta.
33, f(x) =x2 2x—y+1=0 45. y 46. y
34, f(x) = 2x2 dx+y+3=0 ) L 1
3. fl) = -y +1=0 A A B
36. flx) =x3+2 3x—y—4=0 o L2 Sase Yl
1 -2 T f
37. X) = —— x+2y—6=0 3l
@ s y S T
38. = +2y+7=0 T -6+
e 42y i 1
En los ejercicios 39 a 42, se muestra la grafica de f. Seleccionar
, , 47. y 48.
la grafica de f'.
39. 40.
X
-1 41234567
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Desarrollo de conceptos (continuacién) Para discusion (continuacién)
49. 50. y y
4+ 6
3+ 4
f 2
1 «\
+—+— —+— X
f x -3-2-1 1 23 4T
) j: -2+ =67
51. Construirv la gréﬁ({a de una funcién cuya derivada siempre a) g0 = b g3 =
sea negativa. Explicar. ¢) ¢Qué se puede concluir de la grafica de g, sabiendo que
52. Construir la grifica de una funcién cuya derivada siempre g'(1) = fg?
sea positiva. Explicar el razonamiento. d) (Qué se puede concluir de la grifica de g, sabiendo que
7
g(=4) =3
En los ejercicios 53 a 56, el limite representa a f'(c) para una } . . .
.2 p e) g(6) — g(4) ;es positiva o negativa? Explicar la respuesta.
funcién f y un ndmero c. Encontrar £y c. ; . p .
f) ¢ Es posible encontrar g(2) a partir de la grafica? Explicar
— _ _ 3
53. lim [5—-3(1 4+ Ax)] -2 54 1im (=2 + Ax)* + 8 la respuesta.
A¥—0 Ax AY—0 Ax
—2 + 36 2/x—6 HF 65. Andlisis grdfico Considerar la funcién f(x) = %xz.
55. lim ——— 56. lim —— - . .
=6 X — 6 =9 x—9 a) Utilizar una herramienta de graficacién para representar la
. . . » funcién y estimar los valores de f'(0), f'(2),f'(1)y f'(2).
En los ejercicios 57 a 59, identificar una funcién f que tenga las b) Utilizar los resultados de la parte a) para determinar los
caracteristicas sefialadas. Representarla graficamente. valores de f'(=1), f'(=1) y f'(=2).
57. 1) =2 58. /(0) = 4:'(0) = 0; @) Trazar una posible grdfica de / -
d) Utilizar la definicién de derivada para determinar f”(x).
f(x) = —=3,—c0<x<oo f'(x) < 0 parax < 0; H; o i b R
0 > 0 0 66. Andilisis grdafico Considerar la funcién f(x)=1x".
> >
y , ) fla parax a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
59. f(0) = 0;f7(0) = 0;f"(x) > Osix # 0 funcién y estimar los valores de f'(0), £'(2), (1), f'(2) y
60. Suponer que f'(c) = 3. Encontrar f'(—c) si: a) f es una funcién f3).
impar y b) f es una funcién par. b) Utilizar los resultados de la parte a) para determinar los
valores de f'(=3),f' (=1, f' (=2)y f'(=3).
En los ejercicios 61 y 62, encontrar las ecuaciones de dos rectas ¢) Trazar una posible grafica de f”.
tangentes a la grafica de f que pasen por el punto sefialado. d) Utilizar la definicién de derivada para determinar f*(x).

61.

FI; 63.

Para discusion
64.

fx) = 4x — x2 HF Razonamiento grdfico En los ejercicios 67 y 68, representar en
una misma ventana de la herramienta de graficacion las graficas

de f'y g y describir la relacion entre ellas.

62. f(x) = x2

y y

_ f&+0.01) — fx)
gx) = 0.01 :

Clasificar las graficas y describir la relacion entre ellas.

67. f(x) =2x— x2 68. f(x)=3Vx

Razonamiento grdfico Utilizar una herramienta de graficacion
pararepresentar cada una de las funciones y sus rectas tangentes
enx = —1,x =0yx = 1. Con base en los resultados, determi-
nar si las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de una
funcién en distintos valores de x siempre son distintas.

a) fo)=x

En los ejercicios 69 y 70, evaluar f(2) y f(2.1), y utilizar los resul-

tados para estimar f”(2).

69. f(x) = x4 —x) 70. f(x) = %x3

HF Razonamiento grdfico En los ejercicios 71 y 72, utilizar una
herramienta de graficacion para representar la funcion y su de-

rivada en la misma ventana. Clasificar las graficas y describir la
relacion que existe entre ellas.

b) g =x’

Razonamiento grdfico En la figura se muestra la grafica | 3
deg'. . fl)=—= 7. fx) = XZ — 3x

&
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En los ejercicios 73 a 82, utilizar la forma alterna para calcular
la derivada en x = c (si existe).

73. f(x) =x*—-5, ¢c=3 4. glx) =x(x—1), c=1
75. f)=x>+2*+1, ¢c= -2

76. f(x) =x3+6x, c=2
77. glx) = Vx[, ¢=0

78. f(x) =2/x, ¢=5

79. fx)=(x—6)*% c=6
80. gx) = (x+3)3 c=-3
81. h(x)=|x+7], c= -7

82. f(x)=|x—6

, c=6

En los ejercicios 83 a 88, describir los valores x para los que f es
derivable.

84. f(x) = |x>—9|

85S.

x2—4, x<0
87. fx)=Vx—-1 88. f(x)_{4—x2 >0
y y
31 4
2+ 2
1+ | b x
—4 4
¢ f = x
1 2 3 4
—+ —4

FlFAmilisis grdfico En los ejercicios 89 a 92, utilizar una herra-
mienta de graficacién para encontrar los valores de x en los que
f es derivable.

4x

89. f(x) =[x =5 90. f(x) =

x—3

91. f(x) =x?/5
X —=3x2+3x, x<1

92. flx) = {

xz — 2x,

En los ejercicios 93 a 96, calcular las derivadas laterales en
x = 1 (si existen). ;Es derivable la funciéon en x = 1?

93. f(x)=|x— 1| 9. flx)=J1—x?
s =0T AT e =l 0l

En los ejercicios 97 y 98, determinar si la funcion es derivable
enx = 2.

x2+1, x<2 %x—i—l, x <2

o7 f(x):{4x—3, rs2 % f(x):{\/f x>2

99. Razonamiento grdfico Una recta de pendiente m pasa por el
punto (0, 4) y tiene ecuacién y = mx + 4.
a) Escribir la distancia d que hay entre larecta y el punto (3, 1)
como funcién de m.

IElF b) Utilizar una herramienta de graficacién para representar
la funcion d del apartado a). Basdandonos en la gréfica, jes
esa funcion derivable para todo valor de m? Si no es asf,
especificar en dénde no lo es.

100. Conjetura Tomando en cuenta las funciones f(x) = x*y

glx) = x%

a) Dibujar la grifica f y f' sobre el mismo conjunto de ejes.

b) Dibujar la grafica g y g’ sobre el mismo conjunto de ejes.

¢) Identificar un patrén entre f y g y sus respectivas deriva-
das. Utilizarlo para hacer conjeturas respecto a h'(x) si
h(x) = x", donde n es un nimero entero mayor o igual y
n=2.

d) Encontrar f'(x) si f(x) = x*. Comparar el resultado con la
conjetura del apartado c). jEsto comprueba la conjetura?
Explicar la respuesta.

¢(Verdadero o falso? En los ejercicios 101 a 104, determinar si la
afirmacion es verdadera o falsa. Para las que sean falsas, explicar
por qué o proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

101. La pendiente de la recta tangente a una funcién derivable f en
el punto (2, f(2)) es Mw

X
102. Si una funcién es continua en un punto, entonces es derivable

en €l

103. Si una funcidn tiene derivadas laterales por la derecha y por la
izquierda en un punto, entonces es derivable en él.

104. Si una funcién es derivable en un punto, entonces es continua
en él.

xsenl, x#0
X

0, x=0

1
2 —
105. Sean f(x) = y glx) = {x seny x % 0.
0,

x=0

Demostrar que f es continua, pero no derivable, en x = 0. De-
mostrar que g es derivable en 0 y calcular g'(0).

fq: 106. Redaccion Utilizar una herramienta de graficacion pararepre-

sentar las funciones f(x) = x* + 1y g(x) = |x| + 1 en la misma
ventana. Utilizar las funciones zoom y trace para analizarlas cerca
del punto (0, 1). ;Qué se observa? ; Cudl funcion es derivable en
ese punto? Escribir un pequefio parrafo describiendo el signifi-
cado geométrico de la derivabilidad en un punto.



SECCION 2.2 Reglas bdsicas de derivacién y razén de cambio 107

Iml Reglas basicas de derivacion y razon de cambio

La pendiente
de una recta
horizontal es 0

f)=c
La derivada de
una funcién
constante es 0

Se observa que la regla de la constante equi-
vale a decir que la pendiente de una recta
horizontal es 0. Esto demuestra la relacion
que existe entre derivada y pendiente
Figura 2.14

Encontrar la derivada de una funcién por la regla de la constante.
Encontrar la derivada de una funcién por la regla de la potencia.
Encontrar la derivada de una funcién por la regla del miiltiplo constante.
Encontrar la derivada de una funcién por las reglas de suma y diferencia.
Encontrar la derivada de las funciones seno y coseno.

Usar derivadas para calcular razén de cambio.

La regla de la constante

En la seccién 2.1 se usé la definicién por medio de limites para calcular las derivadas. Esta
y las dos préximas secciones presentan varias “reglas de derivacién” que permiten calcular
las derivadas sin el uso directo de la definicién por limites.

TEOREMA 2.2 LA REGLA DE LA CONSTANTE

La derivada de una funcion constante es 0. Es decir, si ¢ es un nimero real, entonces
d
—[c] = 0.
dx

(Ver la figura 2.14)

DEMOSTRACION ) Sea f(x) = c. Entonces, por la definicién de derivada mediante el proceso
de limite, se deduce que

d ,
5[0] = f(x)
o Lot A — £l

Ax—0 Ax
= lim &—°
Ax—0  Ax
= 1lm0=0
Ax—0
EJEMPLO I Aplicacion de la regla de la constante
Funcion Derivada
_ dy _
@ y=1 dx 0
b) flx)=0 fx) =0
c) s(t)=-3 s(6)) =0
d) y = kw?, k es constante y'=0

EXPLORACION

Conjetura Utilizar la definicion de derivada de la seccién 2.1 para encontrar la de-
rivada de las siguientes funciones. ;Qué patrones se observan? Utilizar los resultados
para elaborar una conjetura acerca de la derivada de f(x) = x".

a) f(x)=x' b) f)=x ) f)=x
d) fo)=x' e) flx)=x'" H fe)=x"
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Del ejemplo 7 de la seccién 2.1,
se encontr que la funcién flx) = x'/* estd
definida en x = 0 pero no es derivable en
x = 0. Esto se debe a que x 2 no estd
definida sobre un intervalo que contiene
al cero. |

} } } }
T T T T x

1 2 3 4

La pendiente de la recta y = xes 1
Figura 2.15

La regla de la potencia

Antes de demostrar la préxima regla, revisar el proceso de desarrollo de un binomio.
(x + Ax)2 = x2 + 2xAx + (Ax)?
(x + Ax)3 = x3 + 3x2Ax + 3x(Ax)? + (Ax)?

El desarrollo general del binomio para un entero positivo n cualquiera es
o n(n — 1)x"~2 5
(x + Ax)" = x" + nx" (Ax)-i-f(Ax) + -+ (A

« V]

(Ax)’ es un factor comin en estos términos.

Este desarrollo del binomio se va a utilizar para demostrar un caso especial de la regla de
la potencia.

TEOREMA 2.3 LA REGLA DE LA POTENCIA

Si n es un nimero racional, entonces la funcién f(x) = x" es derivable y

4

n| — n—1
dx[x] nx" =1,

Para que f sea derivable en x = 0, n debe ser un niimero tal que x* ' se encuentre
definido en un intervalo que contenga al 0.

DEMOSTRACION ) Sin es un entero positivo mayor que 1, entonces del desarrollo del binomio
resulta

i[x”] = Ilim w
dx Ax—0 Ax
_ n(n — 1)x"~2
x" + nx" I(Ax) + f(Ax)z 4+ -+ (Ax)n — xn
- AI;EO Ax
— n—2
= lim [nx”*l + M(M) o+ (Ax)nfl]
Ax—0 2
=nx""'+0+---4+0

— nxn*l

Esto demuestra el caso en que n es un entero positivo mayor que 1. Se deja al lector la
demostracion del caso n = 1. En el ejemplo 7 de la seccién 2.3 se demuestra el caso para
el que n es un entero negativo. En el ejercicio 76 de la seccion 2.5 se demuestra el caso
en el cual n es racional (en la seccion 5.5 la regla de la potencia se extenderd hasta abarcar

los valores irracionales de n).
I

Al utilizar la regla de la potencia, resulta conveniente separar el caso parael que n = 1
como otra regla distinta de derivacién, a saber

a [x] = 1. Regla de las potencias paran = 1.

Esta regla es congruente con el hecho de que la pendiente de la recta y = x es 1, como se
muestra en la figura 2.15.
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Observar que la pendiente es negativa en el
punto (—1, 1), cero en el (0, 0) y positiva
enel (1, 1)

Figura 2.16

fx)=x2
(-2,4) 4+

]

R o

y=—4x-4

La recta tangente y = —4x — 4 es tan-
gente a la grafica de f(x) = x* en el punto
(=2,4)

Figura 2.17

SECCION 2.2
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EJEMPLO 2 Aplicacion de la regla de la potencia

Funcion Derivada
a) flx)=x3 Fx) = 3x2
b) &) =Jx o) = L) =L s o
dx 3 3x2/3
= — ﬂzi =21 = (— _3:_2
c) y x2 dx dx [x ] ( 2)x o

Observar que en el ejemplo 2c¢, antes de derivar se ha reescrito 1/x* como x 2. En muchos
problemas de derivacion, el primer paso consiste en reescribir la funcién.

Dada: Reescribir: Derivar: Simplificar
_1l = 2 = s = d 2
YT A dx_( 2 de x3

EJEMPLO 3 Pendiente de una grafica

Calcular la pendiente de la grafica de f(x) = x* cuando

a) x=—1 b) x=0 c) x=1.

Solucién La pendiente de una grafica en un punto es igual a la derivada en dicho punto.
La derivada de f es f'(x) = 4x°.
a) Parax = —1,lapendiente es f'(—1) = 4(—1)* = —4.

b) Parax = 0, la pendiente es f'(0) = 4(0)* = 0.
¢) Parax = 1, la pendiente es f'(1) = 4(1)° = 4.

La pendiente es negativa.
La pendiente es 0.

La pendiente es positiva.

Ver la figura 2.16.

EJEMPLO 4 Ecuacién de una recta tangente

Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) = x* cuando x = —2.
Solucién Para encontrar el punto sobre la grfica de f, evaluar la funcién en x = —2.

(=2, f(=2) = (=2, -4

Punto de la grifica.

Para calcular la pendiente de la grafica en x = —2, evaluar la derivada, f'(x) = 2x, en
x=-2.

m=f(-2)=—4

Pendiente de la grafica en (—2, 4).
Ahora, utilizando la forma punto-pendiente de la ecuacion de una recta, escribir

y—y = m(x — xl) Forma punto-pendiente.
y— 4= —dfx - (2]

y = —4x — 4.

Sustituir y,, my x;.

Simplificar.

Ver la figura 2.17.
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La regla del multiplo constante

TEOREMA 24 LA REGLA DEL MULTIPLO CONSTANTE

Si f es una funcién derivable y ¢ un nimero real, entonces cf también es derivable

y Slef)] = o ).

d% [ef(x)] = Al)l:glo oftr & AAX))C — /W) Definicién de derivada.
_ Alifoc[f(x + AAX)z —f(xq
= [ Jim flar+ AAx)z —f (x)} Aplicar teorema 1.2.

= of (%)

De manera informal, esta regla establece que las constantes se pueden extraer de la
derivada, incluso cuando aparecen en un denominador.

EJEMPLO 5 Aplicacion de la regla del multiplo constante

Funcion Derivada
@ y=2 Dot = o= -2
by fr) = 4%2 £10) = jt[%ﬂ] = %%[ﬁ] = %(m) = %;
¢) y=2Jx % = %[2)&/2] = 2(%)(1/2) = 12 = Lx
R A ST

La regla del multiplo constante y la de la potencia se pueden combinar en una sola. La regla
resultante es

%[cx"] = cnx" 1.
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EJEMPLO 6 Uso de paréntesis al derivar

Funcion original Reescribir Derivar Simplificar
5 5 5 15
a = — = Z (43 /S = (— —4 /S = =
) y=55 y=35679 y'=5(=37) y e
5 5 5 15
- = 2(3 r= (a4 r— _
by 'y PR y=g&™) yi=g(=3 y o
7 7 7 14x
C — — (42 [ r—
) y=35 y =303 v =72 Y=
d y-= 7(3)3)_2 y = 63(x?) vy’ = 63(2x) vy’ = 126x

Las reglas de suma y diferencia

TEOREMA 2.5 LAS REGLAS DE SUMA Y DIFERENCIA

La derivada de la suma (o de la diferencia) de dos funciones derivables f y g es deri-
vable en si. Ademas, la derivada de f + g (o f — g) es igual a la suma (o diferencia)
de las derivadas de fy g.

L) + 8] = F6) + ') Regla e suma.

d%,c[f(x) - g(x)] = f/(x) - g/(x) Regla de la diferencia.

DEMOSTRACION ) Una demostracién de la regla de la suma se sigue del teorema 1.2 (la de la
diferencia se demuestra de manera andloga).

d%[ 0 + g)] = Jim. [f(x + Ax) + glx +AxAx)] - [f) + gW)]
=l TE A g+ AY) — f(0) — g(o)
Ax—0 Ax
=i | SO A —f) L gl + Ax) — g(x)
- Aligo [ Ax * Ax ]

o JEEAY S0, gl AY) — g0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

=[x + g'x)

Las reglas de suma y diferencia pueden ampliarse en cualquier nimero finito de funcio-
nes. Por ejemplo, si F(x) = flx) + g(x) — h(x), entonces F'(x) = f'(x) + g'(x) — h'(x).

EJEMPLO 7 Aplicacion de las reglas de suma y diferencia

Funcion Derivada

a) f(x)=x3—4x+5 fx) =3x2— 4

4
b gx) = —% + 3x3 — 2x g'x) = —2x3+9x2 -2
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PARA MAYOR INFORMACION

El esbozo de una demostracién geomé-
trica de las derivadas de las funciones
seno y coseno puede consultarse en

el articulo “The Spider’s Spacewalk
Derivation of sin” and cos’” de Tim
Hesterberg en The College Mathema-
tics Journal.

ycreciente  ydecreciente y creciente

y’ positiva vy’ negativa v’ positiva
I

y

I I

I I I

I I I

I I I

1 1 1

1 1

| | x
T 2r
-1 ‘_
Yy =cCosx

La derivada de la funcion seno es la funcion
€0seno

:

Figura 2.18
=7 S sen x
y=2senx » y=3
T
—a ™
-
o
-2

y=senx y=%senx
i[asenx] = ac0sx
dx

Figura 2.19

Derivadas de las funciones seno y coseno

En la seccidn 1.3 se vieron los limites siguientes:

lfm senAx_1 lfm l—cosAx_O
Ax—0  Ax Y ao Ax

Estos dos limites pueden utilizarse para demostrar las reglas de derivacién de las funcio-
nes seno y coseno (las derivadas de las demds funciones trigonométricas se analizan en la
seccion 2.3).

TEOREMA 2.6 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES SENO'Y COSENO

—[cos x] = —senx

d
[senx] = cos x T

dx

DEMOSTRACION

+ —
% [senx] = lim sen(x + Ax) — senx

Definicién de derivada.
Ax—0 Ax

senx cos Ax + cos x senAx — senx

- Al)lcgo Ax
. cosxsenAx — (senx)(1 — cos Ax)
= lim

Ax—50 Ax

o (3] =2
= cos x< ) — senx< hmO w)

Ax
= (cos x)(1) — (senx (0)

= COS X

Esta regla de derivacion se ilustra en la figura 2.18. Observar que para cada x, la pendiente
de la curva seno es igual al valor del coseno. La demostracién de la segunda regla se deja
como ejercicio (ver el ejercicio 120).

I
EJEMPLO 8 Derivadas que contienen senos y cosenos
Funcion Derivada
a) y=2senx y' = 2cosx
b sen x lsen ’—1cos _ COos X
) YTy T e YT T
¢) y=x+cosx y'=1—senx
I

TECNOLOGIA Unaherramienta de graficacién permite visualizar la interpretacion de
una derivada. Por ejemplo, en la figura 2.19 se muestran las graficas de

y=asenx

paraa = 3, 1, 3 y 2. Estimar la pendiente de cada grafica en el punto (0, 0). Después
verificar los cédlculos de manera analitica mediante el calculo de la derivada de cada
funcién cuando x = 0.
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Exposicion fotografica de larga duracion de una
bola de billar en caida libre.
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Razén de cambio

Ya se ha visto que la derivada se utiliza para calcular pendientes. Pero también sirve para
determinar la razén de cambio de una variable respecto a otra, lo que le confiere utilidad
en una amplia variedad de situaciones. Algunos ejemplos son las tasas de crecimiento de
poblaciones, las tasas de produccidn, las tasas de flujo de un liquido, la velocidad y la
aceleracion.

Un uso frecuente de la razén de cambio consiste en describir el movimiento de un objeto
que va en linea recta. En tales problemas, la recta del movimiento se suele representar en
posicién horizontal o vertical, con un origen marcado en ella. Sobre tales rectas, el movi-
miento hacia la derecha (o hacia arriba) se considera de direccion positiva y el movimiento
hacia la izquierda (o hacia abajo) de direccién negativa.

La funcién s que representa la posicién (respecto al origen) de un objeto como funcién
del tiempo ¢ se denomina funciéon de posicién. Si durante cierto lapso de tiempo Af el
objeto cambia su posicién en una cantidad As = s(r + Ar) — s(¢), entonces, empleando la
consabida férmula:

__ distancia

Razén = —
tiempo

la velocidad media es

Cambio en distancia As
= Velocidad media.

Cambio en tiempo At

EJEMPLO 9 Velocidad media de un objeto en su caida

Si se deja caer una bola de billar desde una altura de 100 pies, su altura s en el instante 7 se
representa mediante la funcién posicion

s = —16+ 100 Funcién posicion.

donde s se mide en pies y t en segundos. Encontrar su velocidad media para cada uno de
estos intervalos.

a) [1,2] b) [1,1.5] c) [1,1.1]

Solucion

a) Enelintervalo [1, 2], el objeto cae desde una altura de s(1) = —16(1)* + 100 = 84 pies
hasta una altura de s(2) = —16(2)* + 100 = 36 pies. La velocidad media es
As 36 —84 —48
[ ——— _4 1 < .
At 1 | 8 pies por segundo
b) Enelintervalo [1, 1.5] el objeto cae desde una altura de 84 pies hasta una altura de 64
pies. La velocidad media es

As 64— 84 —20
At 15-1 05

¢) En el intervalo [1, 1.1] el objeto cae desde una altura de 84 pies hasta una altura de
80.64 pies. La velocidad media es

= —40 pies por segundo.

As _ 80.64 — 84  —3.36 _

At 11—1 0.1

—33.6 pies por segundo.

Observar que las velocidades medias son negativas, lo que refleja el hecho de que el objeto
se mueve hacia abajo. —
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Derivacion

Recta tangente

/

Recta secante

f f t
=1 t2\

La velocidad media entre z, y £, es igual a la
pendiente de la recta secante. La velocidad
instantanea en ¢, es igual a la pendiente de
la recta tangente

Figura 2.20

La velocidad es positiva cuando un objeto
se eleva, y negativa cuando desciende. Se
observa que el clavadista se mueve hacia
arriba durante la primera mitad de segun-
do, porque la velocidad es positiva para

0 < 7<3. Cuando la velocidad es de 0,

el clavadista ha alcanzado la altura maxima
del salto

Figura 2.21

Supongamos que en el ejemplo anterior se quisiera encontrar la velocidad instantdnea
(o simplemente de la velocidad) del objeto cuando ¢ = 1. Al igual que la pendiente de la
recta tangente puede aproximarse utilizando las pendientes de rectas secantes, se puede
aproximar la velocidad en r = 1 por medio de las velocidades medias durante un pequefio
intervalo [1, 1 + Af] (ver la figura 2.20). Se obtiene dicha velocidad calculando el limite
cuando At tiende a cero. Al intentar hacerlo se puede comprobar que la velocidad cuando
t = 1 es de —32 pies por segundo.

En general, si s = s(¢) es la funcién posicién de un objeto en movimiento rectilineo, su
velocidad en el instante 7 es

st + A —s(r)
O T A

s(2).

Funcién velocidad.

En otras palabras, la funcién velocidad es la derivada de la funcién posicién. La velocidad
puede ser positiva, cero o negativa. La rapidez de un objeto se define como el valor absoluto
de su velocidad, y nunca es negativa.

La posicién de un objeto en caida libre (despreciando la resistencia del aire) bajo la
influencia de la gravedad se obtiene mediante la ecuacién

Funcién posicion.

1
s(t) = Egt2 + vt + 5,

donde s, es la altura inicial del objeto, v, la velocidad inicial y g la aceleracion de la gravedad.
En la Tierra, el valor de g es de aproximadamente —32 pies.

EJEMPLO 10 Aplicacion de la derivada para calcular la velocidad

En el instante # = 0, un clavadista se lanza desde un trampolin que estd a 32 pies sobre el
nivel del agua de la piscina (ver la figura 2.21). La posicién del clavadista estd dada por

s(f) = =16 + 161 + 32

Funcién posicidn.

donde s se mide en pies y 7 en segundos.

a) (Cuanto tarda el clavadista en llegar al agua?

b) (Cual es su velocidad al momento del impacto?

Solucién

a) Para determinar el momento en que toca el agua hacemos s = 0 y despejamos .
=16 + 16t + 32 =0

—16(t+ 1)(r—2)=0
t=—-102

Igualar a cero la funcion posicién.
Factorizar.

Despejar t.

Como ¢t = 0, hemos de seleccionar el valor positivo, asi que el clavadista llega al agua
en t = 2 segundos.

b) Su velocidad en el instante ¢ esta dada por la derivada s'(f) = —32¢ + 16. En conse-
cuencia, su velocidad en r = 2 es

s'(2) = —32(2) + 16 = —48 pies por segundo.
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1y 2, utilizar la grafica para estimar la pendiente
de larecta tangente ay = x" en el punto (1, 1). Verificar la respuesta
de manera analitica.

1. a y=x"? by y=x3
y y
2 2 l
=
: 0.1 : (1)
X X
2 2
2. a) y=x1? by y=x""!
y y

(1,1 (1, 1)

En los ejercicios 3 a 24, usar las reglas de derivabilidad para
calcular la derivada de la funcion.

3. y=12 fx) = -9

y=x’ 6. y=x'°

1 1

7. y= 5 8. y= e
9. flx) = x 10. g(x) = x
11. fx)=x+11 12. glx) =3x—1
13. f()=—-22+3t—-6 4. y=12+2t—-3
15. glx) = x2 + 4x3 16. y=8—x3

17. s(t) =13+ 52—=3t+8 18. f(x) =2x3 — x2 + 3x

19. y:Esenﬂfcose

2
21. y=x2—%cosx 22. y=7+ senx
1 5
.y =——3: L Y= t2
23. vy . 3 senx 24,y 2P COs X

En los ejercicios 25 a 30, completar la tabla.

Funcion original ~ Reescribir  Derivar Simplificar
5
25. = —
e
2
26. =—
YT e
27. 0

Reglas bésicas de derivacién y razén de cambio 115

Funcion original ~ Reescribir ~ Derivar Simplificar
28. y= (3:)2
29. y= %
30. y= %

En los ejercicios 31 a 38, encontrar la pendiente de la grafica de la
funcion en el punto indicado. Utilizar la funcién derivative de una
herramienta de graficacion para verificar los resultados.

Funcion Punto
. 8
31. j(x) = ; (2, 2)
3

2 f0=3-3 (2)
B f)=—3+5 (0.-3)
34. y=3x*-10 (2, 14)
35. y=(4x + 1)? 0,1)
36. f(x) =305 —x)? (5,0)
37. f(6) =4senf — 0 (0,0)
38. g(t) = —2cost+5 (,7)

En los ejercicios 39 a 54, encontrar la derivada de cada funcién.

39. f(x) =x2+5—3x2 40. f(x) = x2 —3x — 3x72

4 1
41. gt) =12 — 3 2. fx)=x+ s
4x3 + 3x2 X —6
43. f(x) = Y 4. flx) = 2
3_ 3.2 2 _
45, flx) = X 3)2c + 4 46. nlx) = 2x 3x + 1
X X
47. y=x(x2+1) 48. y = 3x(6x — 5x?)
49. f(x) = Vx—6x 50. f(x) = Ix+ Ix
51. n(s) = s%/5 — §2/3 52. f) =1 —134+4

flx) = i-ﬁ- 3 cosx

53, f(x) =6 x+ 5cosx 54. i

I'dF En los ejercicios 55 a 58, a) encontrar la ecuacion de la recta

tangente a la grifica de f en el punto indicado, b) utilizar una
herramienta de graficacion para representar la funcion y su recta
tangente en el punto, y ¢) verificar los resultados empleando la
funcion derivative de su herramienta de graficaciéon.

Funcion Punto
55. y=x*—3x2+2 (1,0)
56. y=x+x (=1,-2)
2
57. flx) = VP (1,2
58. y=(x2+20)x+1) (1, 6)
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En los ejercicios 59 a 64, determinar los puntos (si los hay) donde
la grifica de la funcion tiene una recta tangente horizontal.

59. y=x*—2x2+3
60. y=x3+x

1
61. y=;
62. y=x>+9
63. y=x+senx, 0<x<27m
64. y:\/§x+ZCosx, 0<x<2mw

En los ejercicios 65 a 70, encontrar una k tal que la recta sea
tangente a la grafica de la funcién.

Funcion Recta
65. f(x) = x> — kx y=5x—4
66. f(x) =k —x? y=—6x+1
67. f(x):g y:—%x-l-?a
68. f(x) =kVx y=x+4
69. f(x) = kx* y=x+1
70.  f(x) = kx* y=4x—1

71. Bosquejar la grafica de una funcién f tal que f’ > 0 para todas
las x y cuya razén de cambio de la funcion sea decreciente.

Para discusion

72. Utilizar la gréfica para responder a las siguientes pre-
guntas.

y

a) (Entre qué par de puntos consecutivos es mayor larazén
de cambio promedio de la funcién?

b) (Larazénde cambio promedio de f entre A y B es mayor
o menor que la razén de cambio instantdneo en B?

¢) Trazar una recta tangente a la gréfica entre los puntos
Cy D cuya pendiente sea igual a la razén de cambio
promedio de la funcién entre C'y D.

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 73 y 74 se muestra la relacion que existe entre
f 'y g. Explicar la relaciéon entre f' y g'.

73. gx) = f(x) +6
4. g0 = =5 f(x)

Desarrollo de conceptos (continuacién)

En los ejercicios 75 y 76, se muestran las graficas de la funcion f
y de su derivada f’ en el mismo plano cartesiano. Clasificar las
grificas como fo f' y explicar en un breve parrafo los criterios
empleados para hacer tal seleccion.

75. 76.

77. Construir las grificas de las ecuaciones y = x>y y = —x> +
6x — 5, asf como las dos rectas que son tangentes a ambas gra-
ficas. Encontrar las ecuaciones de dichas rectas.

78. Demostrar que las graficas de y = x y y = 1/x tienen rectas
tangentes perpendiculares entre si en su punto de interseccion.

79. Demostrar que la grifica de la funcién

flx) = 3x + senx + 2
no tiene ninguna recta tangente horizontal.

80. Demostrar que la grifica de la funcién

flx) =x° + 3% + 5x
no tiene una recta tangente con pendiente de 3.

En los ejercicios 81 y 82, encontrar la ecuacion de la recta tan-
gente a la grafica de la funcion f que pasa por el punto (x,, y,), no
perteneciente a la grafica. Para determinar el punto de tangencia
(x,y) en la grafica de f, resolver la ecuacion

f’(x) =y0 _y.
Xy — X

81.  f(x)=x 82.

()CO, yo) = (_4’ O)

flx) =

(-x0$ yo) = (Ss 0)

=

H:- 83. Aproximacion lineal En una ventana cuadrada de la herramien-

ta de graficacion, aplicar el zoom para aproximar la grafica de
fo) =430

a fin de estimar f'(1). Calcular f'(1) por derivacién.

Fl:' 84. Aproximacion lineal En una ventana cuadrada de la herramien-

ta de graficacidn, aplicar el zoom para aproximar la gréfica de
Ff) =4Ux+ 1

a fin de estimar f'(4). Calcular f'(4) por derivacion.
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fﬂF 85. Aproximacion lineal Tomando en cuenta la funcién f(x) =

x*? con el punto de solucién (4, 8):

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
f. Usar el zoom para ampliar el entorno del punto (4, 8).
Tras varias ampliaciones, la grifica aparecerd casi lineal.
Utilizar la funcién trace para determinar las coordenadas
de un punto de la grafica préximo al (4, 8). Encontrar la
ecuacién de la secante S(x) que une esos dos puntos.

b) Encontrar la ecuacién de la recta

Tx) = f'($Hx —4) + f4)

tangente a la grafica de f que pasa por el punto dado. ;Por
qué las funciones lineales S'y 7 son casi iguales?

¢) Representar f y T en la misma ventana de la herramienta
de graficacion. Observar que T es una buena aproxima-
cién de f cuando x es cercano a 4. ;Qué ocurre con la
precision de esta aproximacién a medida que el punto de
tangencia se aleja?

d) Demostrar la conclusion obtenida en el apartado ¢) com-
pletando la tabla.

Ax -3/ -2 | -1 -05]| —-011]0

f(4 + Ax)

T4 + Ax)

Ax 0.1 | 05 1 2 3

@ + Ax)

T(4 + Ax)

I'dF 86. Aproximacion lineal Repetir el ejercicio 85 empleando ahora

la funcién f(x) = x°, donde T(x) es la recta tangente en el punto
(1, 1). Explicar por qué la precision de la aproximacion lineal
disminuye mds rdpido que en el ejercicio anterior.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 87 a 92, determinar si la
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que demuestre que lo es.

87. Si f/(x) = g’(x), entonces f(x) = g(x).

88. Si f(x) = g(x) + c, entonces f'(x) = g'(x).
89. Siy = 72, entonces dy/dx = 2.

90. Siy = x/m, entonces dy/dx = 1/m.

91. Si g(x) = 3f(x), entonces g’(x) = 3f"(x).
92.  Si f(x) = 1/x", entonces f'(x) = 1/(nx"~").

En los ejercicios 93 a 96, calcular la razon de cambio promedio
de la funcion en el intervalo dado. Compararlo con las razones de
cambio instantaneas en los extremos del intervalo.

93. f(r)=4r+5, [1,2] 9. f(nn=r-17, [3,3.1]

9. f(x):%l, [1,2] 96. f(x) =senx, [0%]
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Movimiento vertical En los ejercicios 97 y 98, utilizar la funcién
de posicién s(f) = —16£ + v,t + s, para objetos en caida libre.

97. Se deja caer una moneda desde lo alto de un edificio que tiene
una altura de 1 362 pies.

a) Determinar las funciones que describen la posicién y la
velocidad de la moneda.

b) Calcular su velocidad promedio en el intervalo [1, 2].

¢) Encontrar las velocidades instantaneas cuando t = 1y
t=2.

d) Calcular el tiempo que tarda en llegar al suelo.

e) Determinar su velocidad al caer en el suelo.

98. Desde una altura de 220 pies, se lanza hacia abajo una bola con
una velocidad inicial de —22 pies/s. (Cudl es su velocidad tras
3 segundos? ;Y luego de descender 108 pies?

Movimiento vertical En los ejercicios 99 y 100, utilizar la funcién
posicion s(f) = —4.9 + v,t + s, para objetos en caida libre.

99. Se lanza un proyectil hacia arriba desde la superficie terrestre
con una velocidad inicial de 120 m/s. ;Cuél es su velocidad a
los 5 segundos? (Y alos 10?

100. Con el fin de estimar la altura de un edificio, se deja caer una
piedra desde su parte mds alta en el agua de una piscina que
se encuentra al nivel del suelo. ;Cual es la altura del edificio, si el
chapoteo se observa 5.6 segundos después de soltar la piedra?

Para pensar En los ejercicios 101 y 102 se muestra la grafica de
una funciéon posicion, que representa la distancia recorrida en
millas por una persona que conduce durante 10 minutos para
llegar a su trabajo. Elaborar un boceto de la funcién velocidad
correspondiente.

101. 102.

[N S e I w)

Distancia (en millas)
Distancia (en millas)

0,0) 2 4 6 810
Tiempo (en minutos)

0,0) 2 4 6 810

Tiempo (en minutos)

Para pensar En los ejercicios 103 y 104 se muestra la grafica
de una funcién velocidad, que representa la velocidad, en millas
por hora, de una persona que conduce durante 10 minutos para
llegar a su trabajo. Elaborar un boceto de la funcién posicion
correspondiente.

103. 104.

<

Velocidad
(en millas por hora)

Velocidad

—_—N W s U
ocoococoo
1 1 : 1 1

A R e S :
8

246 810
Tiempo (en minutos)

246 810
Tiempo (en minutos)
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Modelado matemdtico Ladistancia de frenado de un automévil
que viaja a una velocidad v (kilémetros por hora), es la distancia
R (metros) que recorre durante el tiempo de reaccién del con-
ductor mas la distancia B (metros) que recorre una vez aplicados
los frenos (ver la figura). La tabla muestra los resultados de un
experimento al respecto.

Distancia
de frenado

Tiempo
de reaccion

1
1
1
( Y |
1 ! 1
1 ! 1
! 1
! !

~ A
t & & B ®

El conductor Aplica el freno  El automdévil

observa el se detiene

obstdculo
Velocidad, v 20 40 60 80 100
Distancia durante el | g 31169 1 950 | 333 | 417
tiempo de reaccion, R
Distancia durante el
tiempo de frenado, B 2.3 9.0 20.2 | 358 | 559

106.

107.

108.

a) Utilizar las funciones de regresion de una herramienta de
graficacién para obtener un modelo lineal para el tiempo
de reaccion.

b) Utilizar las funciones de regresién de una herramienta
de graficacién para obtener un modelo cuadratico para la
distancia aplicando los frenos.

¢) Encontrar el polinomio que expresa la distancia total T’
recorrida hasta que el vehiculo se detiene por completo.

d) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
las funciones R, By T en una misma ventana.

e) Calcularladerivadade T'y el ritmo de cambio de la distancia
total de frenado parav = 40, v = 80y v = 100.

f) A partir de los resultados de este ejercicio, elaborar con-
clusiones acerca del comportamiento de la distancia total
de frenado a medida que se aumenta la velocidad.

Costo del combustible Un automdvil viaja 15 000 millas al aio
y recorre x millas por galén. Suponiendo que el costo promedio
del combustible es $2.76 por galdn, calcular el costo anual C
del combustible consumido como funcién de x y utilizar esta
funcién para completar la tabla.

x 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40

C

dCldx

(Quién se beneficiarfa mds con el aumento en 1 milla por galén
en la eficiencia del vehiculo: un conductor que obtiene 15 millas
por galén o uno que obtiene 35 millas por galén? Explicar la
respuesta.

Volumen El volumen de un cubo con lado s es V = s°. Calcu-
lar el ritmo de cambio del volumen respecto a s cuando s = 6
centimetros.

Area El drea de un cuadrado con lados s es A = s°. Encontrar
la razén de cambio del drea respecto a s cuando s = 6 metros.

109. Velocidad \Verificar que la velocidad media en el intervalo
[ty — At, t, + Ar] es la misma que la velocidad instantdnea en

t = t, para la funcién posicién

s(r) = —2ar® + c.

110. Gestion de inventario El costo anual de inventario C de un

fabricante es

C= 1 008 000

0 + 6.30

donde Q es el tamafio del pedido cuando se reponen existencias.
Calcular el cambio del costo anual cuando Q crece de 350a 351y
compararlo con la razén de cambio instantdneo para Q = 350.

111. Redaccion Laecuacién N = f(p) representa el nimero de ga-
lones N de gasolina normal sin plomo que vende una gasolineria

a un precio de p ddlares por galén.

a) Describir el significado de f'(2.979).

b) (f'(2.979) suele resultar positiva o negativa? Explicar la

respuesta.

112. Ley del enfriamiento de Newton Esta ley establece que la
razén de cambio o velocidad de la temperatura de un cuerpo es
proporcional a la diferencia entre su temperatura 7'y la tempe-

ratura ambiente 7. Elaborar una ecuacion para esta ley.

113. Encontrar la ecuacién de la pardbola y = ax® + bx + ¢ que pasa
por el punto (0, 1) y es tangente a larectay = x — 1 en el punto

(1,0).

114. Sea (a, b) un punto cualquiera de la grafica de y = 1/x, x > 0.
Demostrar que el drea del tridngulo formado por la recta tangente

que pasa por (a, b) y los ejes coordenados es 2.

115. Encontrar la recta o rectas tangentes a la curvay = x> — 9x en

el punto (1, —9).

116. Encontrar la ecuacién de la recta o rectas tangentes a la pardbola

y = x* en el punto dado.
a) 0, a) b) (a,0)

(Existe alguna restriccion para la constante a?

En los ejercicios 117 y 118, encontrar a y b tales que f sea derivable

en todos los puntos.

. ax3, x<2
. x) =
X2+b x>2

18, () = COS X, x<0

’ * ax+b, x>0
119. ;Doénde son derivables las funciones f,(x) = |sen x| y

f2(x) = sen |x|?
d

120. Demostrar que a[cos x] = —senx.

PARA MAYOR INFORMACION En el articulo “Sines and Cosi-

nes of the Times”, de Victor J. Katz, publicado en Math Horizons,
encontrard una interpretacién geométrica de las derivadas de las
funciones trigonométricas.



SECCION 2.3 Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior 119

Iml Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior

B Encontrar la derivada de una funcién por la regla del producto.
B Encontrar la derivada de una funcién por la regla del cociente.
B Encontrar las derivadas de las funciones trigonométricas.
B Encontrar las derivadas de orden superior de una funcién.

La regla del producto

Enlaseccion 2.2 se vio que la derivada de una suma de dos funciones es simplemente la suma
de sus derivadas. La regla para derivar el producto de dos funciones no es tan simple.

TEOREMA 2.7 LA REGLA DEL PRODUCTO

Algunas personas prefieren
la siguiente version de la regla del
producto

El producto de dos funciones derivables f y g también es derivable. Ademas, su de-
rivada es igual a la primera funcién por la derivada de la segunda més la derivada de
la primera por la segunda.

L] = W) + /g ). L Fg0)] = W) + g )

La ventaja de esta forma radica en

que se puede generalizar con facili- _ ) »
dad amultiplicaciones con tres o mds DEMOSTRACION ) Algunas demostraciones matemadticas, como en el caso de la regla de la

factores. B suma, son directas. Otras requieren pasos inteligentes cuyo motivo puede resultar imper-
ceptible para el lector. Esta demostracién presenta uno de esos pasos, sumar y restar una
misma cantidad, la cual se muestra en distinto color.

d e Je+ Ax)g(x + Ax) — f(x)g(x)
a[f(X)g(X)] = lim Ax
= i Lo Ax)gl + Ax) — S+ Axgl) + flx + Ax)e() — f)gl)
Ax—0 Ax
_ Aljgo [f(x + Ax)g(x + AAXJ)C _ g(x) + g(x)f(x + AAxi _f(x)}
e v R L v
= Jim, e+ ) Jim S i - g S
= f(0)g'(x) + g)f (x) —

Observar que Al}g{l} f(x + Ax) = f(x) porque se considera que f es derivable y, por tanto,
continua.

La regla del producto es extensiva a multiplicaciones con mas de dos factores. Por
ejemplo, si f, g y h son funciones derivables de x, entonces

W] = PR + W WAC) + Fgh ().

Por ejemplo, la derivada de y = x* sen x cos x es

La prueba de la regla del d

producto para productos de més de dos 4 — oy senxcos x + x2cos x cos x + x2sen x(—senx)
factores se deja al lector como ejercicio dx

(ver el ejercicio 141). [ ] = 2xsenx cos x + x2(cos2x — senx).
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LA REGLA DEL PRODUCTO
Cuando Leibniz elaboro originalmente una
formula para la regla del producto, lo hizo
motivado por la expresion

(x + do)(y + dy) — xp

de la cual resto dx dy (considerandolos
despreciables) y calculando la forma
diferencial x dy + y dx. Esta derivacion tuvo
como resultado la forma tradicional de la
regla del producto.

(Fuente: The History of Mathematics de
David M. Burton)

Observar que en el ejemplo

3 se usa la regla del producto cuando
ambos factores son variables, y la del
multiplo constante cuando uno de ellos
es constante. |

En términos generales, la derivada del producto de dos funciones no estd dada por el
producto de sus derivadas. Para observarlo basta con comparar el producto de las derivadas
de f(x) = 3x — 2x*y g(x) = 5 + 4x con la derivada obtenida en el ejemplo 1.

EJEMPLO I Aplicacion de la regla del producto
Encontrar la derivada de h(x) = (3x — 2x%)(5 + 4x).

Solucion

Derivada Derivada
Primera  de la segunda Segunda  de la primera

h’(x) = (3x - 2x2) %[5 + 4x] =+ (5 + 4x)%[3x - 2x2] Aplicar la regla del producto.

=(Bx — 2x)@4) + (5 + 4x)(3 — 4x)
= (12x — 8x2) + (15 — 8x — 16x?)
= —24x% + 4x + 15 —

En el ejemplo 1 se cuenta con la opcién de calcular la derivada con o sin la regla del
producto. Sin ella se escribiria

D [(3x — 2x?)(5 + 4x)] = D [—8x3 + 2x2 + 15x]
= —24x2 + 4x + 15.

En el siguiente ejemplo, se debe utilizar la regla del producto.

EJEMPLO 2 Aplicacion de la regla del producto
Encontrar la derivada de y = 3x” sen x.

Solucion

d d d
$[3x2 senx] = 3x? a[sen x] + senx a[sz] Aplicar la regla del producto.
= 3x2cos x + (senx)(6x)
= 3x%2cosx + 6xsenx

= 3x(x cos x + 2 senx)

EJEMPLO 3 Aplicacion de la regla del producto

Encontrar la derivada de y = 2x cos x — 2 sen x.

Solucién
Regla del mdltiplo
Regla del producto constante
r N r I
dy

e (2x)<d%[cos x]) + (cos x)((%[bc]) -2 d%[senx]

= (2x)(—senx) + (cos x)(2) — 2(cos x)

= —2xsenx



TECNOLOGIA En una herra-
mienta de graficacién se pueden
comparar las grificas de una funcién
y de su derivada. Por ejemplo, en la
figura 2.22, la grifica de la funcién
del ejemplo 4 parece incluir dos pun-
tos con rectas tangentes horizonta-
les. ;Cudles son los valores de y” en
dichos puntos?

,_=5x%+4x+5

y = 2 2
x“+1) 6

7“ﬂ 8

Comparacion grafica de una funcion y
su derivada
Figura 2.22
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La regla del cociente

TEOREMA 2.8 LA REGLA DEL COCIENTE

El cociente f/g de dos funciones derivables f y g también es derivable para todos los
valores de x para los que g(x) # 0. Ademds, la derivada de f/g se obtiene mediante
el denominador por la derivada del numerador menos el numerador por la derivada
del denominador, todo dividido entre el cuadrado del denominador.

A1 gWfe) — fge)
cT[ ]‘g PO A

g(x)

DEMOSTRACION ) Al igual que en la demostracién del teorema 2.7, la clave radica en sumar
y restar una misma cantidad.

W] | Mran
dl| flx . x + Ax X
a’x[{gc(x)} = AI;QO & Ax & Definicion de derivada.
L s + A — el + A
Ax—0 Axg(x)g(x + Ax)
_ g 80+ AN — fW)gl) + f0)g() — flx)glx + Ax)
Ax—0 Axg(x)g(x + Ax)
LAY @] el + Ax) — g(w)]
A0 Ax Ax—0 Ax
- Jim [g(x)g(x + Ax)]
ot gim, P — o] i, B

Jim [g(0)g(x + Ax)]
_ g — fe'(x)

Observar que 1im g(x + Ax) = g(x) porque se considera que g es derivable y por tanto es
continua. 7’
EJEMPLO 4 Aplicacion de la regla del cociente
-2
Encontrar la derivada de y = 5)2c .
xs+ 1

Soluciéon

d d
2 Are 57 b2
i[Sx _ 2} . (2 + l)dx[Sx 2] — (5x Z)dx[x + 1]
dx| x2 + 1

Aplicar la regla del cociente.

(x2 4+ 1)2
_ @+ D) = (5x = 2)(2x)
(x%+ 1)
_ (5x2 + 5) — (10x2 — 4x)
(x2+1)2
_ =5xr+4x+ 5

o2+ 1)
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_1
X
fx) -

5 4

4 4

3 |-

y=1

Larectay = | es tangente a la grafica de
f(x)enel punto (—1, 1)
Figura 2.23

Para distinguir la ventaja de la
regla del multiplo constante en ciertos
cocientes, tratar de calcular las deriva-
das del ejemplo 6 mediante la regla del
cociente. Se llegard al mismo resultado,
pero con un esfuerzo mucho mayor. M

Observar el uso de los paréntesis en el ejemplo 4. Es recomendable utilizar paréntesis
en fodos los problemas de derivacién. Por ejemplo, cuando se usa la regla del cociente, es
conveniente encerrar todo factor y derivada en un paréntesis y prestar especial atencién a
la resta exigida en el numerador.

Al presentar las reglas de derivacién en la seccién precedente, se hizo hincapi€ en la
necesidad de reescribir antes de derivar. El ejemplo siguiente ilustra este aspecto en relacién
con la regla del cociente.

EJEMPLO 5 Reescribir antes de derivar

- (1
Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) = %(S/X) en
X

(—1,1).

Soluciéon Comenzar por reescribir la funcion.

3—(1
f(x) = % Funcién original.
x<3 - l)
= (7_’_;5) Multiplicar por x a numerador y denominador,
X\X
3x — 1
= X2 + 5x¢ Reescribir.
2+ 5x)3) - Bx—D2x +5
f’(x) = (x X)( zxz _|(_ ;Cx)z )( - ) Regla del cociente.
_ (3x% + 15x) — (6x> + 13x — 5)
(x2 + 5x)2
—3x24+2x+ 5
= W Slmphﬁcar

Con objeto de encontrar la pendiente en (—1, 1), evaluar f(—1).
f(=1)=0

Luego, utilizando la forma punto-pendiente de la ecuacién de una recta, se puede determinar
que la ecuacion de la recta tangente en ese punto es y = 1. Ver la figura 2.23.

Pendiente de la graficaen (—1, 1).

No todo cociente requiere ser derivado mediante la regla del cociente. Por ejemplo,
cada uno de los cocientes del ejemplo siguiente se puede considerar como el producto de
una constante por una funcién de x, de modo que es mds sencillo aplicar la regla del mul-
tiplo constante.

EJEMPLO 6 Aplicacion de la regla del multiplo constante

Funcion original Reescribir Derivar Simplificar
x% + 3x L, 1 2x + 3
= — = — + [Q——— + -
a Yy 6 y 6(x 3x) y 6(2x 3) y 5
_ 5 _ 5.4 r_ s =3
by v=7g y=3¥ y' =g (4xd) Y=o
_ —3(3x — 2x?) 3 ,_ 3 ,_6
) y= T y=-26-29 y=-2(-2) =7
9 9, ., 9 18
- — 2y /:,_273 /-
d y=35 y=35067 V=) oy 50
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Enlaseccion 2.2 se demostr6 la regla de la potencia sélo para exponentes n enteros ma-
yores que 1. En el ejemplo que sigue se amplia esa demostraciéon a exponentes enteros
negativos.

EJEMPLO 7 Demostracion de la regla de la potencia
(exponentes enteros negativos)

Si n es un entero negativo, existe un entero positivo k tal que n = —k. Por tanto, usando la
regla del cociente se puede escribir

g = 4] 1]
dx dx | x*
k(O) — k=1
= (0) (1)(kx ) Regla del cociente y regla de la potencia.
(&)
0 — kxk—1!
2k

X
= —fx k1

= px"— 1 n=—k.
De tal modo, la regla de la potencia
d o .
f[x”] = nx" Regla de la potencia.
dx

es vélida para todo entero. En el ejercicio 76 de la seccidn 2.5 se pide demostrar el caso en
el que n es cualquier nimero racional.

Derivadas de las funciones trigonométricas

Conocidas las derivadas de las funciones seno y coseno, la regla del cociente permite esta-
blecer las de las cuatro funciones trigonométricas restantes.

TEOREMA 2.9 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

i[tan x] = sec?x i[cot x] = —cscx
dx dx

d d
—/[sec x] = sec x tan x —/[csc x] = —csc x cot x
dx dx

DEMOSTRACION ) Considerando tan x = (sen x)/(cos x) y aplicando la regla del cociente,
se obtiene

_ (cos x)(cos x) — (senx)(—senx)

Aplicar la regla del cociente.

d
I [tan x]

cos?x + sen?x
cos?x
1
cos®x

= sec?x.

La demostracion de las otras tres partes del teorema se deja como ejercicio (ver el ejerci-
cio 89).
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Debido a las identidades
trigonométricas, la derivada de una
funcién trigonométrica puede adoptar
diversas formas. Esto complica la com-
paracién de las soluciones obtenidas
por el lector con las propuestas al final
del libro. |

EJEMPLO 8

Funcion

a) y=x—tanx

b) y=xsecx

Derivacion de funciones trigonométricas

Derivada
d
d% =1 —sec?x

v’ = x(sec x tan x) + (sec x)(1)

= (sec x)(1 + xtanx)

EJEMPLO 9 Diferentes formas de una derivada

Derivar ambas formas de y =

Soluciéon

Primera forma: Y =

Segunda forma:

1 — cosx
sen x

1 — cosx
senx

—

(senx)(senx) — (1 — cos x)(cos x)

sen?x

sen?x + cos?x — cos x

sen? x
1 —cosx
sen? x

y = CcSscx — cotx

[—

y’ = —cscxcotx + csc?x

= CcSCx — cotx.

Para demostrar que ambas derivadas son idénticas, basta escribir

1 — cosx

sen? x

El siguiente compendio muestra que gran parte del trabajo necesario para obtener la
forma simplificada de una derivada se debe hacer después de derivar. Observar que dos
caracteristicas de una forma simplificada son la ausencia de exponentes negativos y el

1 _( 1 ><cosx>
sen? x senx/\ senx

= csc2x — C€SC X cot X.

agrupamiento de términos semejantes.

f(x) tras derivar f/(x) tras simplificar

Ejemplo 1 (Bx —2x2)(4) + (5 + 4x)(3 — 4x) —24x> 4+ 4x + 15
Ejemplo 3 | (2x)(—senx) + (cos x)(2) — 2(cos x) —2x sen x

. (2 4+ 1)(5) — (5x — 2)(2x) —5x24+4x+5
E lo 4 _— =

Jempio 2+ 17 2+ 172
Ejemplo 5 (x% + 5x)3) — B3x — D(2x + 9) —3x*+2x+5

(x2 + 5x)2 (x2 + 5x)2

Ejemplo 9 (sen x)(sen x) — (1 — cos x)(cos x) 1 — cos x

’ sen? x sen? x




La segunda derivada de f es la
derivada de la primera derivada de f.

Seth Resnick/Getty Images

LA LUNA
La masa de la Luna es de 7.349 X 10 kg
yla de la Tierra 5.976 X 10* kg. El radio
dela Lunaes 1737 kmy el de la Tierra
6 378 km. Puesto que la fuerza de gravedad
de un planeta es directamente proporcional
a su masa e inversamente proporcional al
cuadrado de su radio, la razon entre las
fuerzas de gravedad en la Luna y en la
Tierraes

(5.976 x 1024)/63782 _
(7.349 x 102)/1 7372

6.0.
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Derivadas de orden superior

Asi como al derivar una funcién posicion se obtiene una funcién velocidad, al derivar esta
dltima se obtiene una funcion aceleracion. En otras palabras, la funcién aceleracion es la
segunda derivada de la funcién posicién.

S(t) Funcién posicién.
v(r) = s(1) Funcién velocidad.
Cl(l‘) = V/(t) = S”(t) Funcién aceleracion.

La funcién dada por a(z) es la segunda derivada de s(7) y se denota como 57 (7).

La segunda derivada es un ejemplo de derivada de orden superior. Se puede definir
derivadas de cualquier orden entero positivo. Por ejemplo, la tercera derivada es la deri-
vada de la segunda derivada. Las derivadas de orden superior se denotan como se muestra
a continuacion.

. . , , dy d
Primera derivada: ', fx), e a[f @], D [y]
: ” 1/, d2y dz 2
Segunda derivada: vy, f(x), e dxz[ F)l, D2[y]

. " 117, d3y d3 3
Tercera derivada: Yy, 1), s E[f ()], D[y]

d4 y d4
Cuarta derivada: Y%,  f¥(x), s @[f @], DIyl

dny dﬂ
e . ) (n) () "
n-ésima derivada: Y™,  f™(x), e dx"[f @l  DMy]

EJEMPLO 10 Aceleracion de la gravedad

Puesto que la Luna carece de atmdsfera, un objeto que cae en ella no encuentra resistencia
del aire. En 1971, el astronauta David Scott verific6 que una pluma de ave y un martillo caen
con la misma velocidad. La funcién posicién para cada uno de esos objetos es

s() = —0.812 + 2

donde s(7) es la altura en metros y ¢ el tiempo en segundos. ;Cudl es la relacién entre la
fuerza de gravedad de la Tierra respecto a la de la Luna?

Solucion Para calcular la aceleracion, derivar dos veces la funcién posicion.

s(1) = —0.8112 + 2 Funcién posicion.
s(H) = —1.62¢ Funcién velocidad.
s"(t) = —1.62 Funcidn aceleracion.

De esta forma resulta que la aceleracién de la gravedad en la Luna es de —1.62 m/s?. Puesto
que la aceleracion de la gravedad en la Tierra es de —9.8 m/s?, la fuerza de gravedad de la
Tierra respecto a la de 1a Luna es

Fuerza de gravedad en la Tierra _ —9.8
Fuerza de gravedad en la Luna —1.62
=~ 6.0.
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, utilizar la regla del producto para derivar
la funcién.

1. gx) = (& + 3)(x2 — 4x)
3. h() = Vi1 -7

5. f(x) = x3cos x

2. f(x) = (6x + 5)(x> —2)
4. g(s) = Vs(s> +8)
6. glx) = Jxsenx

En los ejercicios 7 a 12, utilizar la regla del cociente para derivar
la funcién.

x 2+ 4

T IW = 8. ) =53
__x _ s

9. h()c)—x3+1 10. h(s)—\/;_1
t
11 g(x):%c 2. f() =°‘;_;f

En los ejercicios 13 a 18, encontrar f”(x) y f'(c).

Funcion Valor de ¢
13. f(x) = (x* + 4x)(3x2 + 2x — 5) c=0
14. f)=Gx2—2x+ D> —1) c=1
x2—4
15. = =
f(x) T —3 c=1
x+5
16 f() =" c=4
17. f(x) = xcos x c=%
sen x T
18. flx) = " c= 6

En los ejercicios 19 a 24, completar la tabla sin usar la regla del
cociente.

Funcion Reescribir Derivar Simplificar
x% + 3x
19. y= 7
5x2 =3
20, y="72 =
Y 4
6
21. y= 2
10
22, y= 33
4 3/2
23. y= xx
5x2 — 8
24. y=
T

En los ejercicios 25 a 38, encontrar la derivada de la funciéon
algebraica.

3x — x2

4 — X +5x+3
5. (0 =""5 St

x2—1

26. f(x) =

El icono @@ indica que un ejercicio debe utilizarse con un sistema algebraico
por computadora.

f(x)=x4(l _ 2 )

27. flx) = x(l — i) 28. T 1

x+3

29, f(x) = 3"\/;1 30.  f(x) = Jx(Vx +3)
31, hs) = (s° — 2)2 32, h(x) = (x2—1)?
|
2 JE—
i R

35, flx) = (28 + 5x)(x — 3)(x + 2)
36. f() = 02 +2)x2+x—1)

x2 4+ c?

37, ) == 7> € €suna constante
x2—c
8. )= =L tant
. x) = , ces una constante
c? + x?

En los ejercicios 39 a 54 encontrar la derivada de la funcién
trigonométrica.

39. f(t) = t?sent 40. f(0) =(6+ 1)cos 6
cos 1 sen x
41. f(») = e 2. flx) = e
43. f(x) = —x + tanx 44, y=x + cotx
1
45. g(t) = ¥t + 6csct 46. h(x) = M 12 sec x
_ 3(1 — senx) _secx
47. = S cosx 48. y= .
49, y = —cscx — senx 50. y = xsenx + cosx
51. f(x) = x*tanx 52. f(x) = senxcosx

53. y = 2xsenx + x?cosx 54. h(0) = 560sec § + Otan 0

@D En los ejercicios 55 a 58, usar un programa de célculo para derivar

las funciones.

s5. 50— (S )er-9)

_(¥r-x—3) .,
56. f(x) = <7x2 1 )(x +x+1)
6 sen 0
57. g(6) = Y 58. f(0) = T~ cos

En los ejercicios 59 a 62, evaluar la derivada de la funcion en el
punto que se indica. Utilizar una herramienta de graficacion para
verificar su resultado.

Funcion Punto
5 _ 1 +escex (E _3)
- YT Tescx 6
60. f(x) = tanxcotx (1,1)
61. () =21 (m —l)
t T
62. f(x) = senx(senx + cos x) (g, 1)



SECCION 2.3

fq: En los ejercicios 63 a 68, a) encontrar la ecuacion de la recta
tangente a la grafica de f en el punto que se indica, b) utilizar
una herramienta de graficacion para representar la funciéon y su
recta tangente en ese punto, y ¢) utilizar la funcién derivative para
confirmar los resultados.

63. f(x) =03 +4x— Dx—2), (1,4
64. fx) = (x +3)(x2 - 2), (-2,2)

65. f(x) = (= 1) !

oo - E=D. (11)

68. f(x) = secx, (%T, 2)

X
x+ 4

(=5.5)

67. f(x) = tanx, (g, 1)

Curvas famosas En los ejercicios 69 a 72, encontrar la ecuacién
de la recta tangente a la grifica en el punto dado (las curvas de los
ejercicios 69 y 70 se conocen como Brujas de Agnesi. Las curvas
de los ejercicios 71 y 72 de denominan serpentinas).

y y
69. 70. 27
6 6+ f)=—
T f) = 8 + x°+9
4+ X244 LAt
T (53T
_/* 2D T
> = > x
4 2 L 2 4 4 2 L 2 4
_277 _2,,
71. " - 72. "
8+ =2 4+
T f(x) Bonile T ( )
4+ 2+ (2,2
T 2 (25)
A A
T4 8 11234
) !
> s) | - &> |
st o= el

En los ejercicios 73 a 76, determinar el punto o los puntos donde
la grafica tiene tangente horizontal.

3. flx) = 2’;2‘ ! T f0) = 5
2 —
75, flx) = xx_ ; 76.  f(x) = ;Cz _‘;

77. Rectas tangentes Encontrar las ecuaciones de las rectas tangen-
x+1
x—1
Después dibujar la gréfica de la funcién y las rectas tangentes.

tes a la grafica de f(x) = paralelas a larecta 2y + x = 6.

78. Rectas tangentes Encontrar las ecuaciones de las rectas

tangentes a la grafica de f(x) = que pasan por el punto

(—1, 5). Después dibujar la grafica de la funcién y las rectas
tangentes.
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En los ejercicios 79 y 80, verificar que f'(x) = g’(x), y explicar la
relacion que existe entre fy g.

3x 5x + 4

. S0 =55 W =T
senx — 3x senx + 2x
80.  f) = S gy = SR

En los ejercicios 81 y 82, utilizar las graficas de f y g, siendo

P =fWel) ¥ g0) ={‘%

81. a) Encontrar p’(1). 82. a) Encontrar p’(4).
b) Encontrar ¢’(4) b) Encontrar ¢’(7)

y y

10 10

8 ) 8 Y

6
X g

, g 5

} > x Py
- 27 4+ 6 810 - 2+ 4 6 810

83. Area Lalongitud de un rectingulo estd dada por 67 + 5y su
altura es /7, donde 7 es el tiempo en segundos y las dimensio-
nes estan en centimetros. Encontrar el ritmo de cambio del drea
respecto al tiempo.

84. Volumen El radio de un cilindro recto circular estd dado por
Jt + 2 ysu altura por %\/?, donde ¢ es el tiempo en segundos
y las dimensiones se encuentran en pulgadas. Encontrar el ritmo
de cambio del volumen respecto al tiempo.

85. Reposiciondeinventario El costo C de pedido y transporte de
los elementos utilizados para la fabricacién de un producto es

200 X
= — + >
¢ 100( X2 x4+ 30)’ !

donde C se mide en miles de ddlares y x es el tamafio del pedi-
do, en cientos. Encontrar la razén de cambio de C respecto a x
cuando a) x = 10, b)) x = 15y ¢) x = 20. ;Qué implican estas
razones de cambio cuando el tamafio del pedido aumenta?

86. Leyde Boyle Estaley establece que sila temperatura de un gas
permanece constante, su presion es inversamente proporcional a
su volumen. Utilizar la derivada para demostrar que el ritmo de
cambio de la presion es inversamente proporcional al cuadrado
del volumen.

87. Crecimiento demogrdfico Una poblacion de 500 bacterias se
introduce en un cultivo y aumenta de nimero de acuerdo con la
ecuacion

4t
P(1) = 500(1 t 30y ;2>

donde ¢ se mide en horas. Calcular el ritmo de cambio al que
estd creciendo la poblacién cuando ¢ = 2.
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88. Fuerza gravitacional La ley de la gravitacion universal de
Newton establece que la fuerza F que existe entre dos masas,

m, 'y m,, es
_ Gm;ym,
F = 2

donde G es una constante y d es la distancia entre ambas masas.
Encontrar una ecuacién que calcule el ritmo de cambio instanta-
neo de F respecto a d (suponer que m, y m, representan puntos
moviles).

89. Demostrar las siguientes reglas de derivacion.

a) i[secx] =secx tanx b) i[cscx] = —cscx cotx
dx dx

c) i[cotx] = —csc?x
dx

90. Ritmo o velocidad de cambio Determinar si existe algtin va-
lor de x en el intervalo [0, 27r) tal que los ritmos de cambio de
fix) = sec x 'y de g(x) = csc x sean iguales.

HF 91. Modelo matemdtico Lasiguiente tabla muestra las cantidades

g (en millones) de computadoras personales embarcadas en
Estados Unidos y los valores v (en miles de millones de délares)
de estos embarques durante los afios 1999 a 2004. La t repre-
senta el afio, y t = 9 corresponde a 1999. (Fuente: U.S. Census
Bureau.)

Afo, ¢ 9 10 11 12 13 14

q 19.6 | 159 | 14.6 | 129 | 150 | 158

v 26.8 | 22.6 | 189 | 162 | 147 | 153

a) Utilizar una herramienta de graficacion para encontrar los
modelos cubicos para el nimero de computadoras perso-
nales embarcadas ¢(#) y su valor v(¢) correspondiente.

b) Representar graficamente cada uno de los modelos desa-
rrollados al responder el apartado a).

¢) Encontrar A = v(f)/q(f), para obtener la grafica A. ;Qué
representa esta funcion?

d) Interpretar A'(f) en el contexto de estos datos.

92. Satélites Cuando los satélites exploran la Tierra, s6lo tienen
alcance para una parte de su superficie. Algunos de ellos cuentan
con sensores que pueden medir el 4ngulo 6 que se muestra en
la figura. Si & representa la distancia que hay entre el satélite
y la superficie de la Tierra y r el radio de esta tltima:

a) Demostrar que i = r(csc 6 — 1).
b) Encontrar el ritmo al que cambia / respecto a 6 cuando
0 = 30°. (Suponer que r = 3 960 millas.)

En los ejercicios 93 a 100, encontrar la segunda derivada de la
funcion.

93. flx) =x*4+ 23 —3x —x 94. f(x) = 8x° — 10x° + 5x°

95. flx) = 43> 96. f(x) = x + 32x72
X x?+2x — 1

97. f) =7 98. f(x) = ,

99, f(x) = xsenx 100. f(x) = secx

En los ejercicios 101 a 104, encontrar la derivada de orden supe-
rior que se indica.

101 /() =x%  f7(x) 102, /() =2 — % 70

103. f7(x) = 2%, fO(x) 104 fO(x) =2x + 1, fO(x)

En los ejercicios 105 a 108, utilizar la informacion dada para
encontrar f'(2).

g2)=3 y g@2)=-2
r2)=-1y KR =4

105. f(x) = 2g(x) + h(x)

_g)
107. f(x) = el

Desarrollo de conceptos

109. Construir la grafica de una funcién derivable ftal que f(2) =
0,f" <0Opara —00 <x<2yf' >0 para?2<x< 0. Explicar
el razonamiento.

106. f(x) = 4 — h(x)

108. f(x) = g(x)h(x)

110. Construir la grafica de una funcién derivable f tal que f> 0
y f" <0 para todos los nimeros reales x. Explicar el razona-
miento.

En los ejercicios 111 y 112 se muestran las graficas de f, f' y
f” sobre el mismo plano cartesiano. ;Cual es cual? Explicar
el razonamiento.

111. y 112. y

N

En los ejercicios 113 a 116 se muestra la grafica de f. Construir
las graficasde f' y f”.

113. Y 114.
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117. Aceleracion Lavelocidad, en m/s, de un objeto es v(f) = 36
— 2,0 = t = 6. Calcular su velocidad y su aceleracién cuando
t = 3. (Qué se puede decir acerca de la rapidez del objeto
cuando velocidad y aceleracion tienen signos opuestos?

118. Aceleracion La velocidad de un automdvil que parte del
reposo es
100t
0= 1

donde v se mide en pies por segundo. Calcular su aceleracién
en a) 5 segundos, b) 10 segundos y ¢) 20 segundos.

119. Distancia de frenado Al momento de aplicar los frenos, un
vehiculo viaja a 66 pies/s (45 millas por hora). La funcién
posicién del vehiculo es s(f) = —8.25¢ + 66¢, donde s se mide
en pies y # en segundos. Utilizar esta funcién para completar la
tabla y encontrar la velocidad media durante cada intervalo.

t 101234
s(?)
()
a(t)

Para discusion

120. Movimiento de una particula En la figura se muestran las
gréficas de las funciones posicion, velocidad y aceleracion
de una particula.

y

-1 4567

a) Copiar las graficas de las funciones. Identificar cada
una de ellas. Explicar el razonamiento.

b) En la ilustracidn, identificar cudndo aumenta y dis-
minuye la velocidad de la particula. Explicar el ra-
zonamiento.

Biisqueda de un patron  En los ejercicios 121 y 122, desarrollar
una férmula general para f™(x), dada f(x).

121, f(x) = x" 122.
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123. Biusquedade un patron Considerando la funcion fix) = g(x)
h(x).
a) Utilizar laregla del producto para elaborar una regla general
para encontrar f"(x), f"(x) y f*(x).
b) Empleando los resultados del apartado a), confeccionar
una regla general para f "(x).
124. Busquedade un patron Desarrollar una férmula general para
[xf(x)]™, donde f es una funcién derivable de x.

En los ejercicios 125 y 126, encontrar las derivadas de la funcién
fparan =1, 2,3y 4. Utilizar los resultados para elaborar una
regla general para f’(x) en términos de n.

cos X

x"

125. f(x) = x"senx 126.  f(x) =

Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 127 a 130, verificar
que la funcion satisfaga la ecuacion diferencial.

Funcion

1
127. y=;,x>0

Ecuacion diferencial

X3y +2x%y'=0

128. y=2x*— 6x + 10
129. y =2senx + 3
130. y =3cosx + senx

_y/// . xy// . 2y/ — _24x2
y'ty=3

y'+y=0

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 131 a 136, determinar si
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que demuestre que lo es.

131. Siy = fix)g(x), entonces dy/dx = f'(x)g’ (x).

132. Siy = (x + D(x + 2)(x + 3)(x + 4), entonces d’y/dx’ = 0.
133. Sif'(c)y g'(c) son cero y h(x) = fix)g(x), entonces h'(c) = 0.

134. Si f(x) es un polinomio de n-ésimo grado, entonces

Fo0(x) = 0.
135. Lasegunda derivada representa la razén de cambio de la primera
derivada.

136. Sila velocidad de un objeto es constante, entonces su acelera-
cién es cero.

137. Encontrar un polinomio de segundo grado f(x) = ax* + bx + ¢
tal que su grédfica tenga una recta tangente con pendiente de 10
en el punto (2, 7) y una interseccion en x en (1, 0).

138. Tomando en cuenta el siguiente polinomio de tercer grado:
f)=a +bx*+cx+d, a#0.
determinar las condiciones de a, b, ¢ y d, si la grafica de f:
a) no tiene tangentes horizontales, b) tiene exactamente una
tangente horizontal, ¢) tiene exactamente dos tangentes hori-
zontales. Acompaiiar las respuestas con un ejemplo.

139. Calcular la derivada de f{x) = x |x|. ¢ Existe f"(0)?

140. Para pensar Seanfy g funciones cuyas respectivas primera
y segunda derivadas existen dentro del intervalo /. ; Cudl de las
siguientes formulas es verdadera?

a 8" —f"'¢=Us —f9
b) fg"+[f"g=(fg)"

141. Utilizar la regla del producto dos veces para demostrar que si

f. &'y h son funciones derivables de x, entonces

d%[f()f)g(X)h(X)] = f)g(0h(x) + f(x)g ()h(x) + flx)g(x)h(x).
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Iml La regla de la cadena

Eje 1: y revoluciones por minuto
Eje 2: u revoluciones por minuto
Eje 3: x revoluciones por minuto
Figura 2.24

® Encontrar la derivada de una funcién compuesta por la regla de la cadena.
® Encontrar la derivada de una funcién por la regla general de la potencia.

® Simplificar la derivada de una funcién por técnicas algebraicas.

® Aplicar la regla de la cadena a funciones trigonométricas.

La regla de la cadena

Ahora es tiempo de analizar una de las reglas de derivaciéon mds potentes: la regla de la
cadena. Esta se aplica a las funciones compuestas y afiade versatilidad a las reglas analizadas
en las dos secciones precedentes. Como ejemplo, comparar las funciones que se muestran
a continuacion; las de la izquierda se pueden derivar sin la regla de la cadena, mientras que
a las de la derecha conviene aplicarles dicha regla.

Sin la regla de la cadena Con la regla de la cadena
y=r y= JTF1

y = senx y = sen 6x

y=3x+2 y=03x+2)y
y=x+tanx y = x + tan x?

En esencia, la regla de la cadena establece que si y cambia dy/du veces mas rdpido que u,
mientras que u cambia du/dx veces mds rdpido que x, entonces y cambia (dy/du)(du/dx)
veces mds rapido que x.

EJEMPLO | La derivada de una funcion compuesta

Un juego de ruedas dentadas estd construido, como muestra la figura 2.24, de forma que la
segunda y la tercera giran sobre un eje comun. Cuando la primera gira, impulsa a la segunda
y ésta a su vez a la tercera. Sean y, u y x los niimeros de revoluciones por minuto del primero,
segundo y tercer ejes. Encontrar dy/du, du/dxy dy/dx, y verificar que

dy _dy du
dx du dx

Solucién Puesto que la circunferencia del segundo engranaje es tres veces mayor que la
de la primera, el primer eje debe dar tres vueltas para que el segundo complete una. Del
mismo modo, el segundo eje ha de dar dos vueltas para que el tercero complete una y, por
tanto, se debe escribir

dy du
- = — =2,
du 3y dx

Combinando ambos resultados, el primer eje debe dar seis vueltas para hacer girar una vez
al tercer eje. De tal manera:

ﬂ _ Razénde cambio del primer Raz6n de cambio del segundo
dx " eje con respecto al segundo eje con respecto al tercero
dy du
DA _3.5_¢
du dx

Razén de cambio del primer
eje con respecto al tercero

En otras palabras, la razén de cambio de y respecto a x es igual al producto de la razén de
cambio de y con respecto a # multiplicado por el de u con respecto a x.



EXPLORACION

Aplicacion de la regla de la
cadena Cada una de las funciones
que se encuentran a continuacion
se pueden derivar utilizando las
reglas de derivacion estudiadas en
las secciones 2.2 y 2.3. Calcular la
derivada de cada funcién utilizando
dichas reglas; luego encontrar la
derivada utilizando la regla de la
cadena. Comparar los resultados.
(Cudl de los dos métodos es mas
sencillo?
2

3x + 1

b) (x +2)°

¢) sen2x

SECCION 2.4 Laregla de la cadena 131

El ejemplo 1 ilustra un caso simple de la regla de la cadena. Su enunciado general es
el siguiente.

TEOREMA 2.10 LA REGLA DE LA CADENA

Siy = f(u) es una funcidn derivable de u y ademds u = g(x) es una funcién derivable
de x, entonces y =f(g(x)) es una funcién derivable de x y

dy _dy du
dx du dx

0 su equivalente

0] = Fel)g ().

DEMOSTRACION ) Sea h(x) = f{g(x)). Usando la forma alternativa de la derivada, es necesario
demostrar que, para x = c,

h'(c) = f'(8(c))g’ (o).

Un aspecto importante en esta demostracion es el comportamiento de g cuando x tiende a c.
Se presentan dificultades cuando existen valores de x, distintos de c, tales que g(x) = g(c). En
el apéndice A se explica como utilizar la derivabilidad de f y g para superar este problema.
Por ahora, supéngase que g(x) # g(c) para valores de x distintos de c. En las demostraciones
de las reglas del producto y del cociente se sumd y resté una misma cantidad. Ahora se recu-
rrird a un truco similar, multiplicar y dividir por una misma cantidad (distinta de cero). Ob-
servar que, como g es derivable, también es continua, por lo que g(x) — g(c) cuando x — c.

o £60) = 7(g(0)

h,(C) - x—c X —C
o [ F80) = Flsle) 50 = 560
il ey = RUAET

e flg) = flge) ][ .
B [li“ <0) — &(0) ][hm
= f"(g(c))g(c)

glx) — g(C)}

x—c X —C

Al aplicar la regla de la cadena, es ttil considerar que la funcién compuesta f © g estd
constituida por dos partes: una interior y otra exterior.

Funcidn exterior

/N

y = flglv) = flu)

N/

Funcién interior

La derivada de y = f(u) es la derivada de la funcién exterior (en la funcién interior u)
multiplicada por la derivada de la funcién interior.

y' =fu) - u
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El ejemplo 3 tam-
bién se puede resolver sin hacer uso de
la regla de la cadena, si se observa que

y=xt+3x+32+1
y, por tanto,
y' = 6x5+ 12x* + 6x.

Comprobar que esta derivada es la mis-
ma que la del ejemplo 3. ;Qué método
seria preferible para encontrar

d 2
— (2 + 1)°0?
ey

EJEMPLO 2 Descomposicion de una funcién compuesta

y = f(g(x) u = gx) y=fw)
a) y=71 u=ux+I yZi
b) y =sen2x u=2x y =senu
) y=V3x2—-x+1 u=73x*—x+1 y=u
d) y=tan’x u = tanx y=u’

EJEMPLO 3 Aplicacion de la regla de la cadena

Encontrar dy/dx paray = (x> + 1)

Solucion Para esta funcién, considerar que la funcién interior es u = x> + 1. Por medio
de la regla de la cadena, se obtiene

dy _ 3(x2 + 1)%(2x) = 6x(x2 + 1)
de
dy du

du dx —

La regla general de la potencia

La funcién del ejemplo 3 es uno de los tipos mds comunes de funciones compuestas,
y = [u(x)]". La regla para derivar tales funciones se llama regla general de la potencia, y
no es sino un caso particular de la regla de la cadena.

TEOREMA 2.11 LA REGLA GENERAL DE LA POTENCIA

Siy = [u(x)]", donde u es una funcién derivable de x y n es un nimero racional,
entonces

@ — n—1 @
L 1C0) s

0 su equivalente

d
a[u"] =nu""'u’

Puesto que y = ", aplicar la regla de la cadena para obtener
-
dx du)\dx
d du
du [u ]dx'
Por medio de la regla (simple) de la potencia estudiada en la seccidn 2.2, se tiene

D [u'] = nu"~ 'y se sigue que

184

L . =

dx



f) = Y2 -1)2

La derivada de f es 0 en x = 0 y no esta
definidaenx = = |
Figura 2.25

Derivar la funcién del ejemplo
6 usando la regla del cociente. El resul-
tado serd el mismo, pero el método es
menos eficiente que la regla general de
la potencia. |
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EJEMPLO 4 Aplicacion de la regla general de la potencia

Encontrar la derivada de f(x) = (3x — 2x?)%.

Solucion Sea u = 3x — 2x*. Entonces
fx) = Bx—2x)* =

y, mediante la regla general de la potencia, se deduce que

Aplicar la regla general de la potencia.

fx) = 303x — 2x2)2£ [3x — 2x2]

= 3(3x — 2x2)2%(3 — 4x).

Derivar 3x — 2x%

EJEMPLO 5 Derivacion de funciones con radicales

Encontrar los puntos de la grafica de f(x) = (x> — 1)> en los que f'(x) = 0 y aquellos en
los que f'(x) no existe.

Solucion Reescribir de nuevo la funcién como

£ = @ = 1P

Aplicar ahora la regla general de las potencias (con u = x> — 1); se obtiene

n ! u
| — "
/ 2 2 -1/3 : .
f ()C) = g (X - 1) - (2)6) Aplicar la regla general de las potencias.
4x
= 332 -1 Expresar en forma radical.

De tal manera, f'(x) = O en x = 0y f'(x) no existe en x = *£1, como se muestra en la
figura 2.25.

EJEMPLO 6 Derivacion de cocientes con numeradores constantes

-7
(2t — 3)2°

Solucién Para empezar, reescribir la funcién como

Derivar g(t) =

gty =-T7Q2t—3)%
Después, con la regla general de la potencia se tiene

n ! u

YT ™
g'(1) = (=7)(=2)2t = 3)73(2)
N

Aplicar la regla general de la potencia.

Regla del
multiplo constante
= 28(2t - 3)73 Simplificar.
28

Expresar con exponente positivo.

T (-3
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TECNOLOGIA  Las herramientas
de graficacion con derivacion simb6-
lica son capaces de derivar funciones
muy complicadas. No obstante, suelen
presentar el resultado en forma no
simplificada. Si se cuenta con una
de ese tipo, usarla para calcular las
derivadas de las funciones de los
ejemplos 7, 8 y 9, y comparar después
los resultados.

Simplificacion de derivadas

Los siguientes tres ejemplos ponen de manifiesto algunas técnicas para simplificar las de-
rivadas de funciones que involucran productos, cocientes y composiciones.

EJEMPLO 7 Simplificacion por factorizaciéon de la potencia minima

flx) =x2/1 - 22
= x2(1 — x2)1/2
) =

= 3029 [+ - ey

= —x3(1 — x)7V2 + 2x(1 — x?)1/2
=x(1 — x2)7 V2 =x2(1) + 2(1 — x?)]

_ x(2 = 3x?)
IV

» d _ 2)1/2 NV
22 [0 = )] (1= a2 ]

Funcién original.

Reescribir.

Regla del producto.

Regla general de la potencia.

Simplificar.

Factorizar.

Simplificar.

EJEMPLO 8 Simplificacion de la derivada de un cociente

_ X
10 = 55—
X
T (2t 4y

(x2 + H13(1) — x(1/3)(x2 + 4)72/3(2x)

fx) =

=%@2+4yw{

_ x2+ 12
3(x2 + 4)4/3

3(x2 + 4) — (2x3)(1)

Funcién original.

Reescribir.

Regla del cociente.

Factorizar.

Simplificar.

EJEMPLO 9 Simplificacion de la derivada de una potencia

_ <3x — 1\?
M PR
n Ml)*l

| "

e
Y x2+3)dx

_ [2(3x - 1)}[@2 +3)(3) — (3x — 1)(2%)

x4+ 3

_ 2(3x — 1)(3x2 + 9 — 6x2 + 2x)

(> + 3

C20Bx — 1)(=3x2+2x +9)
a (x2 + 3)3

Funcién original.

Regla general de la potencia.

Regla del cociente.

Multiplicar.

Simplificar.
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Funciones trigonométricas y la regla de la cadena

A continuacion se muestran las “versiones de la regla de la cadena” correspondientes a las
derivadas de las funciones trigonométricas:

4 4

T [senu] = (cos u) u T [cosu] = —(senu) u

d / d /
—[tan u] = (sec2u) u —[cotu] = —(csc?u) u

dx dx

i[sec u] = (sec utan u) u’ i[csc u] = —(cscucotu)u’
dx dx

EJEMPLO 10 Aplicacién de la regla de la cadena a funciones

trigonomeétricas
u cos u u’
/\ PR . e N,
d
a) y = sen2x y’ = cos 2x£ [2x] = (cos 2x)(2) = 2 cos 2x
b) y =cos(x — 1) y’ = —sen(x — 1)
¢) y =tan3x y’ = 3sec?3x —

Hay que asegurarse de entender los convenios matematicos que afectan a paréntesis y
funciones trigonométricas. Asi, en el ejemplo 10a, se escribe sen 2x que significa sen (2x).

EJEMPLO Il Paréntesis y funciones trigonométricas

a) y = cos 3x? = cos(3x?) vy’ = (—sen3x?)(6x) = —6x sen 3x?
b) y = (cos 3)x? vy’ = (cos 3)(2x) = 2x cos 3
Y/
¥’

¢) y = cos(3x)?> = cos(9x?) (—sen9x2)(18x) = — 18x sen 9x?

d) y = cos?x = (cos x)? = 2(cos x)(—senx) = —2 cos x senx
1 sen x

e = Jcosx = (cos x)1/2 "= —(cos x)"/2(—senx) = —————

) ¥ = Veosx = (cos ) v’ = 3leos )2 (=sen ) =~

Para calcular la derivada de una funcién con la forma k(x) = f(g(h(x))) es necesario
aplicar la regla de la cadena dos veces, como se ilustra en el ejemplo 12.

EJEMPLO 12 Aplicacion reiterada de la regla de la cadena

f(l) = sen’® 4t Funcién original.
= (sen 41‘)3 Reescribir.
f/(t) = 3(sen 42‘)2 %[sen 42‘] Aplicar la regla de la cadena por primera vez.
2 d .
= 3(sen 42‘) (COS 42‘) E [4t] Aplicar la regla de la cadena por segunda vez.
= 3(sen 4¢t)%(cos 4t)(4)
= 12 sen? 41 cos 4t Simplificar.
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Derivacion

y  f(x)=2senx+cos 2x

| (m 1) /
/ | | | >
/ T bid 3 2r

1 2 2

Figura 2.26

Para adquirir
mayor practica en la derivacion, se
deben aprender todas las reglas. Como
ayuda para la memoria, observar que
las cofunciones (coseno, cotangente y
cosecante) tienen un signo negativo en
sus derivadas.

EJEMPLO I3 Recta tangente a una funcién trigonomeétrica

Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de
f(x) = 2senx + cos 2x

en el punto (7, 1), como se muestra en la figura 2.26. A continuacién determinar todos los va-
lores de x en el intervalo (0, 277) en los que la grafica de f tienen una tangente horizontal.

Solucion Comenzar por encontrar f'(x).

f(x) = 2senx + cos 2x

f(x) = 2cos x + (—sen2x)(2)

=2cosx —2sen2x

Funcioén original.
Aplicar la regla de la cadena a cos 2x.

Simplificar.

Para encontrar la ecuacién de la recta tangente en (1, 1), evaluar f'(7r).

f/(m) = 2cos m— 2sen2

Sustituir.

Pendiente de la grafica en (m, 1).

Ahora, utilizando la forma punto-pendiente de la ecuacion de la recta, escribir

y_Y1:m(x_x1)
y—l=*2(x—71')
y=1-—2x+2m.

Se puede determinar que f'(x)

. T
tangente horizontal en x = 3

)

Forma punto-pendiente.
Sustituir y , my x,.

Ecuacioén de la recta tangente en (7, 1).

T m ST T .
(?Sc;;]anc;%x— 62 6 y 2.De tal modo, f tiene una
9?5 }’7

Esta seccién concluye con un compendio de las reglas de derivacién estudiadas hasta

este momento.

Compendio de reglas de derivacion

Reglas generales de derivacion

Derivadas de funciones
algebraicas

Derivadas de funciones
trigonométricas

Regla de la cadena

Sean f, g y u funciones derivables de x.

Regla del muiltiplo constante:

Regla de la suma o de la diferencia:

Llefl = of”
Regla del producto:

d /7 4
S LEl=fe' + ef

Regla de la constante:

d

T [c] =0
% [senx] = cos x

d

- [cos x] = —senx

Regla de la cadena:

d /| /7
L] = ) u

d

A + = f' & o’
el =f*g
Regla del cociente:
i[[] _8f - fg
dx| 8 g2

Regla simple de la potencia:

i n| — —1 i —
dx[x]—nx” , dx[x] 1

i[tan x] = sec?x i[sec x] = sec x tan x
dx dx

d — _ep2 da - _

o [cot x] = —csc?x T [csc x] = —csc x cot x

Regla general de la potencia:

i n| — n—1,7
dx[u]—nu u




Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, completar la tabla.

y = flgx)) u = gx) y = fw)
1. y=(5x— 8
2. y= !

Va+l

Y

y = 3 tan(mx?)

y = cscix

5x

6. y= sen —

En los ejercicios 7 a 36, encontrar la derivada de la funcion.

oy = =1 8. y=2(6—x2°
9. glx) =3(4—9)?* 10. f() = (9 + 2)?/3
11. f()= V51t 12. gv) = V9 — 4x
13. y=J6x>+1 14, g)=/x2—2x+1
15. y=2¥9 —x? 16. f(x) = =342 — ox
17, y=—1 8 s =— 1
R 8. W=
12 5
19. f(t) - (m) 20. y = —m
20 y= 2 )= )t
R ) - 8 -2
23, f(x) =x(x — 2)* 24. f(x) = x(3x — 9)
25. y=xJ/1-x° 26. y=15x2/16 — x2
X X
27, y=—— 28, y=— %
y Vx2+ 1 J Jxt+ 4
+ 5 2 t2 2
29, glx) = (;2 - 2) 30. (1) = (m>
1 — 2v\? 3x2 — 2\3
31. f(V)f<1+v> 32. g(x)—(2x+3>

33, flx) = (62 + 3)° + x)? 34. gx) =2+ 2+ 1%

350 fl) = m 36. g =~/Vit1+1

En los ejercicios 37 a 42, utilizar un sistema algebraico por compu-
tadora para encontrar la derivada de la funcién. Utilizar el mismo
mecanismo para representar graficamente la funcion y su deri-
vada en el mismo plano cartesiano. Describir el comportamiento
de la funcién que corresponde a cualquier cero de la grafica de
la derivada.

CUx+ B 2x
3. y="513 Boy= T
+ 1
3. v=" 40. g = Vr— T+l
cosmx + 1 N 1
Y= . y=x%tan—
41. y . 42, y=x an
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En los ejercicios 43 y 44, calcular la pendiente de la recta tangente
ala funcion seno en el origen. Comparar este valor con el nimero
de ciclos completos en el intervalo [0, 277]. ;Cual es la conclusion
respecto a la pendiente de una funcién sen ax en el origen?

43.

En los ejercicios 45 a 66, encontrar la derivada de la funcién.

45. y = cos 4x 46. y = senmx

47. g(x) = 5tan3x 48. h(x) = sec x?

49. y = sen(mx)? 50. y = cos(l — 2x)?

51. h(x) = sen2x cos 2x 52. g(p) = sec(% 9) tan(%@)
cot x cos v

53. 1 = sen x 54. gl) = csc v

55. y=4sec’x 56. g(t) = 5cos? mt

57. f(6) = tan?56 58. g(6) = cos? 86

59. f(6) = §sen226 60. h(r) = 2 cotX(mt + 2)

61. f(r) = 3secX(mt — 1) 62. y = 3x — 5 cos(mx)?

63. y= x+ §sen(2x)? 64. vy =sen ¥x + ¥senx

65. y = sen(tan 2x) 66. y = cos~/sen(tan 7x)

En los ejercicios 67 a 74, evaluar la derivada de la funcion en el
punto indicado. Utilizar una herramienta de graficacion para
verificar los resultados.

Funcion Punto
67. s(t) = V12 +6t—2 (3,5)
68. y=3x>+ 4x (2,2)
5 1
. 0= <—2, —5>
O pp—— (455)
v (x2 — 3x)? 16
3t+ 2
M) = (0, —2)
x + 1
72. =
=2t L 2.3)
73. y =26 — sec’ 4x (0, 25)
74. y = 1 + J/cos x (E’ 2)
X 27
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FF En los ejercicios 75 a 82, a) encontrar la ecuacion de la recta tan-
gente a la grafica de f en el punto que se indica, b) utilizar una
herramienta de graficacién para representar la funcion y la recta
tangente en ese punto y c) verificar los resultados empleando la
funcién derivative de su herramienta de graficacion.

Funcion Punto
75. fx) = J2xZ -7 (4,5)
76. f(x) =xJ/xZ+5 2,2)
77. vy = (43 + 3)? (—1,1)
78. f(x) = (9 — x2)?/3 (1,4)
79. f(x) = sen2x (7, 0)
80. y = cos3x <g, —?)
81. f(x) =tanx <g, 1)
82. y=2tan’x (1—7 2)

FIF En los ejercicios 83 a 86, a) utilizar una herramienta de graficacion
para encontrar la derivada de la funcién del punto dado, b) en-
contrar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién
del punto dado y c) utilizar la herramienta de graficacion para
representar la funcion y su recta tangente en la misma ventana.

372 13
860 st (33)
84. f(x) = V/x(2—-x2% (4,98)
85. s(1) :%’ <0,§>

86. y=(?—9)Ji+2 (2,-10)

I IF Curvas famosas En los ejercicios 87 y 88, encontrar la ecuacion

de la recta tangente a la grafica del punto dado. Después utilizar
una herramienta de graficaciéon para dibujar la funcién y su recta
tangente en la misma ventana.

87. Semicirculo superior 88. Curva de bala

) =25 -2 f) = | x|
Y Y 2 —x?
8+ 4+
6 A 3+
G i
.l L da
Py e N
6-4-2 | 2 4 6 3-2-1 | 1 23
,4Ak _ZAV

89. Recta tangente horizontal Determinar el o los puntos en el
intervalo (0, 27) en los que la grifica de f(x) = 2 cos x + sen
2x tiene una tangente horizontal.

90. Recta tangente horizontal Determinar el o los puntos en

X
los que la gréfica de f(x) = ﬁ tiene una tangente
T —

horizontal.

En los ejercicios 91 a 96, encontrar la segunda derivada de la
funcién.

91. f(x) = 52 — Tx)* 92, f(x) = 4(x2 — 2)3

4

93. f(x) = ﬁ 9. f(x) = m

95. f(x) = senx? 96. f(x) = sec?mwx

En los ejercicios 97 a 100, evaluar la segunda derivada de la funcion
en el punto dado. Utilizar una herramienta de graficacion para
verificar los resultados.

97. h(x) = 5Gx + 1%, (1Y)

98. 1(x) = ﬁ (o, %)
99. f(x) = cos(x?), (0,1)

100. g(r) = tan 27, (g \/§)

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 101 a 104, se muestran las graficas de una
funcion f y su derivada f’. Clasificar las graficas segin co-
rrespondan a f o f' y escribir en un breve parrafo los criterios
utilizados para hacer la seleccion.

101. M 102. Y

103. y 104.

En los ejercicios 105 y 106, se da la relacion que existe entre f
y g. Explicar la relacion que existe entre f' y g’.

105. g(x) = f(3x) 106. g(x) = fix?)

107. Parapensar Latabla muestra algunos valores de la derivada
de una funcién desconocida f. Completar la tabla encontrando
(si es posible) la derivada de cada una de las siguientes trans-
formaciones de f.

a) glx) =flx) —2
b) h(x) =2f()
o) rlx) =f(=3x)
d) s(x) =flx+2)



x -2 | -1 0 1 2 3

fx) | 4 24 -1 -2 -4

g'(x)
h'(x)
r'(x)
s'(x)
Tabla para 107

Para discusion

108. Dado que g(5) = —3,¢'(5) =6, h(5) =3y h'(5) = -2,
encontrar f'(5) (si es posible) para cada una de las si-
guientes funciones. Si no es posible, establecer la infor-
macion adicional que se requiere.

O fW) =W b)) = (ko)
_ sl P
0 16 =55 &) 109 = 5]

En los ejercicios 109 y 110 se muestran las graficas de fy g. Sea
h(x) = f(g(x)) y s(x) = g(f(x)). Calcular las derivadas, si es que
existen. Si las derivadas no existen, explicar por qué.

109. a) Encontrar h'(1) 110. ) Encontrar h'(3)
b) Encontrar s'(5) b) Encontrar s'(9)
y
10
8 /,
\
\
X 2
X X
2747677 8710

111. Efecto Doppler La frecuencia F de la sirena de un carro de
bomberos oida por un observador en reposo estd dada por

_ 132400
331 £ v

donde = v representa la velocidad del carro de bomberos (ob-
servar la figura). Calcular la razén de cambio de F respecto de
v cuando

a) el carro se acerca a una velocidad de 30 m/s (usar —v).
b) el carro se aleja a una velocidad de 30 m/s (usar +v).

132400 132400

T 331+ T 331—y
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112. Movimiento armonico El desplazamiento de su posicién de

equilibrio para un objeto en movimiento armonico situado al
extremo de un muelle es

y = %cos 12t — isen 12t

donde y se mide en pies y ¢ en segundos. Determinar la posicién
y la velocidad del objeto cuando ¢ = /8.

113. Péndulo Un péndulo de 15 cm se mueve seglin la ecuacién

114.

115.

0 = 0.2 cos 8¢, donde 6 es el desplazamiento angular de la
vertical en radianes y ¢ es el tiempo en segundos. Calcular
el maximo desplazamiento angular y la razén de cambio de
0 cuando ¢ = 3 segundos.

Movimiento ondulatorio Una boya oscila con movimiento
armoénico simple dado por y = A cos wt, mientras las olas pasan
por ella. La boya se mueve verticalmente, desde el punto mds
bajo hasta el mds alto, un total de 3.5 pies. Cada 10 segundos
regresa a su punto de maxima altura.

a) Escribir una ecuacién que explique el movimiento de esa
boya si estd en su mdxima altura cuando ¢ = 0.
b) Calcular la velocidad de la boya en funcién de ¢.

Sistema circulatorio La velocidad S de la sangre que estd a
r cm del centro en una arteria estd dada por

S=CR—1r)

donde C es una constante, R es el radio de la arteria y S se mide
en cm/s. Suponer que se administra un farmaco y la arteria
empieza a dilatarse a un ritmo dR/dt. A una distancia cons-
tante r, encontrar el ritmo de cambio de S con respecto a ¢ para
C=176X10,R=12X 102y dR/dt = 107>,

HF 116. Modelado matemdtico En la siguiente tabla se muestra la

temperatura maxima promedio (en grados Fahrenheit) corres-
pondiente a la ciudad de Chicago, Illinois. (Fuente: National
Oceanic and Atmospheric Administration)

Mes Ene | Feb | Mar | Abr | May | Jun

Temperatura | 29.6 | 347 | 46.1 | 58.0 | 69.9 | 79.2

Mes Jul Ago | Sep Oct | Nov | Dic

Temperatura | 83.5 | 81.2 | 73.9 | 62.1 | 47.1 | 344

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
los datos y encontrar un modelo para esos datos con la
forma

T(t) =a + bsen (ct — d)

donde T es la temperatura y ¢ el tiempo en meses, con
t = 1 correspondiente al mes de enero.

b) Representar el modelo en la herramienta de graficacién.
(Ajusta bien a los datos?

¢) Encontrar 7" y utilizar la herramienta de graficacién para
representar la derivada.

d) Con base en la gréfica de la derivada, ;cuidndo cambia
la temperatura de manera mds rdpida? ;Y mds lenta?
(Coinciden las respuestas con las observaciones experi-
mentales? Explicar la respuesta.
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117. Modelado matemdtico El costo de produccién de x unidades
de un articulo es C = 60x + 1 350. Durante una semana, la
gerencia observé el nimero de unidades producidas a lo largo
de ¢ horas en un turno de 8 horas. En la tabla se muestran los
valores promedio de x para una semana.

x 0] 16 | 60 | 130 | 205 | 271 | 336 | 384 | 392

H: a) Utilizar una herramienta de graficacién para ajustar un
modelo ctibico para los datos.

b) Usar laregla de la cadena para encontrar dC/dt.

¢) Explicar por qué la funcién de costo no se incrementa con
un ritmo constante durante el turno de 8 horas.

118. Biisqueda de un patron Sea f(x) = sen Bx, donde 8 es una

constante.

a) Calcular las cuatro primeras derivadas de la funcién.

b) Verificar que la funcién y su segunda derivada satisfacen
la ecuacién f"(x) + B*f(x) = 0.

¢) Utilizar los resultados del apartado a) para desarrollar for-
mulas generales para las derivadas de orden par e impar.

S0y [ ).

[Sugerencia: (—1)* es positivo si k es par y negativo si k es
impar.]
119. Conjetura Sea funa funcién derivable de periodo p.
a) La funcidn f’ jes periddica? Verificar la respuesta.
b) Considerando la funcién g(x) = f(2x), la funcidén g'(x) ;es
periddica? Verificar la respuesta.

120. Para pensar Sean r(x) = f(g(x)) y s(x) = g(f(x)), confy g
tales como muestra la figura adjunta. Calcular

a) r'(1)
by s'(4)
y
7 (6, 6)
6
s g
4 /)
3 2.4 /5
2 /!
1 /
Tl 234s567

121. a) Encontrar la derivada de la funcién g(x) = sen® x + cos® x
de dos maneras distintas.
b) Para f(x) = sec’ xy g(x) = tan® x, demostrar que f'(x) =
g'(x).
122. a) Demostrar que la derivada de una funcién impar es par.
Esto es, si f(—x) = —f(x), entonces f'(—x) = f'(x).

b) Demostrar que la derivada de una funcién par es impar. Es
decir, si f(—x) = f(x), entonces f'(—x) = —f'(x).

123. Sea u una funcién derivable de x. Considerar que |u| = /12 para
demostrar que

d , U
dx[|u|] =u ] u # 0.

En los ejercicios 124 a 127, utilizar el resultado del ejercicio 123
para encontrar la derivada de la funcion.

124. g(x) = |3x — 5| 125.
126. h(x) = |x| cos x 127.

&) = [x* = 9]
f(x) = [senx]

HF Aproximaciones lineal y cuadrdtica Las aproximaciones lineal y

cuadratica de una funcion f en x = a son

P(x)=f(a)x—a)+ fla)y
P,x) = 3 f"(@(x — a)* + f'(a)x — a) + f(a).

En los ejercicios 128 y 129 a) calcular las aproximaciones lineal y
cuadratica de f que se especifican, b) utilizar una herramienta de
graficacion para representar f y sus aproximaciones, c) determinar
cudl de las dos, P, o P,, es mejor aproximacion y d) establecer cémo
varia la precision a medida que se aleja de x = a.

128. f(x) = tan x 129.  f(x) = sec x

a7
6

e

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 130 a 132, determinar si
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que demuestre que lo es.

130. Siy = (1 — x)"/?, entonces y’ = 3(1 — x)""/~.

131. Si f(x) = sen?(2x), entonces f'(x) = 2(sen 2x)(cos 2x).

132. Si y es una funcién derivable de u, u es una funcion derivable
de vy v es una funcién derivable de x, entonces:

dy _ dy dudv
dx  dudvdx

Preparacion del examen Putnam

133. Seaf(x) = a, sen x + a,sen 2x + - - - + a _sen nx, donde
a,, a, -+, a sonndimeros reales y n es un nimero entero
positivo. Dado que |f(x)| =< |sen x|, para todo x real, de-
mostrar que |a, + 2a, + -+ - + na | = 1.

134. Sea k un nimero entero positivo fijo. La n-ésima derivada

de tiene la forma

b
k=1
P (x)
(xk _ 1)n+1

donde P (x) es un polinomio. Encontrar P (1).

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize
Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos
reservados.
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Iml Derivacion implicita

EXPLORACION

Representacion grdfica de una
ecuacion implicita

(Como se podria utilizar una
herramienta de graficacién para
representar

x2 —2y° + 4y = 27

He aqui dos procedimientos
posibles:

a) Despejar x en la ecuacion.
Intercambiar los papeles de x
y y, y dibujar la gréfica de las
dos ecuaciones resultantes. Las
graficas combinadas presentardn
una rotacién de 90° con respec-
to a la grafica de la ecuacién
original.

b) Configurar la herramienta de
graficacion en modo parameétri-
co y representar las ecuaciones

x==J28 -4+ 2
y=t

y
x =2 — 4t +2
y=t

A partir de cualquiera de estos mé-
todos, ¢se puede decidir si la gréfica
tiene una recta tangente en el punto
0, 1)?

Explicar el razonamiento.

® Distinguir entre funciones explicitas e implicitas.
® Hallar la derivada de una funcién por derivacién implicita.

Funciones explicitas e implicitas

Hasta este punto, la mayoria de las funciones estudiadas en el texto se enunciaron de forma

explicita. Por ejemplo, en la ecuacion
y=3x2%-5 Forma explicita.

la variable y estd escrita explicitamente como funcién de x. Sin embargo, algunas funciones

s6lo se enuncian de manera implicita en una ecuacion. Asf, la funcién y = 1/x estd definida

implicitamente por la ecuacion xy = 1. Supongamos que se pide calcular la derivada dy/dx

para esta ecuacién. Podemos escribir y como funcién explicita de x, y luego derivar.

Forma implicita Forma explicita Derivada
1 dy 1
:1 :7:)671 —:—x72:——
Y YT dx x2

Esta estrategia funciona siempre que se pueda despejar y como funcién de x en la ecua-
cién, de lo contrario, este método no es viable. Por ejemplo, ;c6mo encontrar dy/dx para
la ecuacién

X2=2y+4y=2

donde resulta muy dificil despejar y como funcién explicita de x? En tales situaciones se
debe usar la llamada derivacion implicita.

Para comprender esta técnica, es preciso tener en cuenta que la derivacion se efecttia con
respecto a x. Esto quiere decir que cuando se tenga que derivar términos que s6lo contienen
a x, la derivacion serd la habitual. Sin embargo, cuando haya que derivar un término donde
aparezca y, serd necesario aplicar la regla de la cadena, ya que se estd suponiendo que y estd
definida implicitamente como funcién derivable de x.

EJEMPLO I Derivacion respecto de x

Las variables coinciden: usar la regla simple de las potencias.

a) dii[ﬁ] = 3x2
N

Las variables coinciden

n—1,7

" nu u

u

d — — f;
b) [)’3] = 3y2 244 Las variables no coinciden: usar la regla de la cadena.
dx dx
N
Las variables no coinciden
d d
c) a [x + 3y] =1+ 3d7§ Regla de la cadena: %[3\] = 3y/
d d d
d) a [xy 2l =x E [yz] + yza[x] Regla del producto.

Regla de la cadena.

{2 ®) + v

dy
- + 2
2xy It y

Simplificar.
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4 v +y?—5y—x?=—4

Puntosen la grafica  Pendiente de la grafica

2,0) -
(1,-3) 5

x=0 0

(1,1 No definida
La ecuacion implicita

PHy=5y—x=—4
tiene la derivada

dy 2x

d 32+ 2 -5
Figura 2.27

Derivacién

Derivacion implicita
Estrategias para la derivacion implicita

1. Derivar ambos lados de la ecuacién respecto de x.

2. Agrupar todos los términos en que aparezca dy/dx en el lado izquierdo de la
ecuacion y pasar todos los demds a la derecha.

3. Factorizar dy/dx del lado izquierdo de la ecuacion.

4. Despejar dy/dx.

Observar que en el ejemplo 2 la derivacion implicita puede producir una expresion para
dy/dx en la que aparezcan ala vez x y y.

EJEMPLO 2 Derivacion implicita

Encontrar dy/dx dado que y* + y* — 5y — x> = —4.
Solucién

1. Derivar los dos miembros de la ecuacién respecto de x.
di d
+ 2 _ — 2] = —
Sty = sy =] =4

L)+ 1y - S l5y] - 2] = S [-4]

D s p g

dy
222 4
3y Do T Vdx

dx

2. Agrupar los términos con dy/dx en la parte izquierda y pasar todos los demds al lado
derecho.

3y2dl + ZyQ — 5ﬂ

dx dx dx =

3. Factorizar dy/dx en la parte izquierda.
dy .,
- +2y—5)=2
P2y =5 =2

4. Despejar dy/dx dividiendo entre (3y> + 2y — 5).

dy _ 2x

dx 3y +2y—5

Para ver cémo usar la derivacion implicita, considerar la grafica de la figura 2.27. En

ella se puede observar que y no es una funcién de x. A pesar de ello, la derivada determi-
nada en el ejemplo 2 proporciona una férmula para la pendiente de la recta tangente en un
punto de esta gréfica. Debajo de la grafica se muestran las pendientes en varios puntos de
la grafica.

TECNOLOGIA Con la mayoria de las herramientas de graficacién es fécil repre-
sentar una ecuacién que expresa de manera explicita a y en funcién de x. Por el
contrario, representar las grificas asociadas a otras ecuaciones requiere cierto in-
genio. Por ejemplo, tratar de representar la grifica de la ecuacién empleada en el
ejemplo 2 configurando la herramienta de graficacion en modo paramétrico, a fin
de elaborar la gréfica de las representaciones paramétricas x =/ +# =5t + 4,y =1t
yx=—~+ =5t +4,y=t para —5 =t = 5. ;Como se compara el resultado
conla grafica que se muestra en la figura 2.27?



lAk
2 2
x“+y =0
0, 0)
} } x
-1 1
_lAk
a)
y
| y=v1-x?
(—1,0){ (1,0)
X
-1 1
-1 y=-— 1-x2
b)
y
\ y=v1-x
1
\\(1,0)
t 3 x
-1 1
-1l
y=—V1-x
c)

Algunos segmentos de curva pueden repre-
sentarse por medio de funciones derivables
Figura 2.28

Figura 2.29
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En una ecuacién que no tiene puntos solucion, por ejemplo, x> + y> = —4, no tiene
sentido despejar dy/dx. Sin embargo, si una porcién de una gréifica puede representarse
mediante una funcién derivable, dy/dx tendré sentido como pendiente en cada punto de esa
porcién. Recordar que una funcién no es derivable en a) los puntos con tangente vertical y
b) los puntos en los que la funcién no es continua.

EJEMPLO 3 Representacion de una grafica mediante
funciones derivables

Si es posible, representar y como funcién derivable de x.
a) ¥ +y'=0 b) ¥ +y =1 ¢) x+y' =1
Solucién

a) La gréfica de esta ecuacion se compone de un solo punto. Por tanto, no define y como
funcidén derivable de x. Ver la figura 2.28a.

b) La gréfica de esta ecuacion es la circunferencia unidad, centrada en (0, 0). La semicir-
cunferencia superior estd dada por la funcién derivable

y=Vv1—-x% —-1l<x<l1
y la inferior por la funcién derivable

y=—-J1—-x3 —-1l<x<l.

En los puntos (—1, 0) y (1, 0), la pendiente no esta definida. Ver la figura 2.28b.
¢) La mitad superior de esta pardbola estd dada por la funcién derivable

y=JV1l—x, x<1
y la inferior por la funcién derivable
y=—-J1—x x<l

En el punto (1, 0) la pendiente no estd definida. Ver la figura 2.28c¢.

EJEMPLO 4 Calculo de la pendiente de una grafica implicita
Calcular la pendiente de la recta tangente a la grafica de

X+ 4y =4
en el punto (ﬂ, - l/ﬂ) Ver la figura 2.29.

Solucion
x>+ 4y =4 Ecuaci6n original.
d
2x + 8yz§ =0 Derivar respecto de x.

-2 — ,
ﬂ S —— Despejar términos con &
dx 8y 4y dx

Por tanto, en (ﬂ -1/V2 ), la pendiente es
dy _ —J2 _1

= = dy _ oL
dx _4/7\5 2 Evaluaracuando x=2,yy= N

[([1)'W Para observar las ventajas de la derivacién implicita, intentar rehacer el ejemplo 4 manejando
la funcién explicitay = —3 /4 — x> [ |
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4

34

5

N (3. 1)
|

3(x? +y?)? = 100xy
Lemniscata
Figura 2.30
y
seny=x
T
0
} % X
-1 1
T
f-HC 5t
3
2
. dy 1
La derivadaes = = ———=
dx \/l —x2
Figura 2.31

EJEMPLO 5 Calculo de la pendiente de una grafica implicita

Calcular la pendiente de la gréfica de 3(x> + y*)> = 100xy en el punto (3, 1).

Solucion
d... d
_ + 221 = =
o [3(x* + y?)?] dx[100xy]
dy dy }
24 y?) 20 + 2y = 2
32)(x2 +y )<2x 2ydx> 100[}6 I y(1)
dy

)@ — 100x—= = 100y — 12x(x?> + y?)

12y(x2 + y2
y(x Y dx dx

[12y(x2 + y?) — IOOX]% = 100y — 12x(x2 + y?)

dy 100y — 12x(x> + ?)
dx  —100x + 12y(x% + y?)
25y — 3x(x? + y?)
—25x + 3y(x% + y?)

En el punto (3, 1), la pendiente de la gréfica es
dy ~ 25(1) =3(3)3*+1>) _ 25-90 _ —65_ 13

dc  —253) +3()(3*+ 1) -75+30 —45 9

como muestra la figura 2.30. Esta grafica se denomina lemniscata.

EJEMPLO 6 Determinacion de una funcion derivable

Encontrar dy/dx implicitamente para la ecuacion sen y = x. A continuacién, determinar
el mayor intervalo de la forma —a <y < a en el que y es una funcién derivable de x (ver la
figura 2.31).

Soluciéon

seny] = <[]

d
cosyszI

dy_ 1

dx cosy

El intervalo mds grande cercano al origen en el que y es derivable respecto de x es — /2
<y < ar/2. Para verlo, observar que cos y es positivo en ese intervalo y 0 en sus extremos.
Si se restringe a ese intervalo, es posible escribir dy/dx explicitamente como funcién de x.
Para ello, usar

cosy = /1 —sen’y

5 v o

= l—x, —§<y<§
y concluir que
dy_ 1
dx 1 —x%

Este ejemplo se estudia mds adelante cuando se definen las funciones trigonométricas
inversas en la seccion 5.6.
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Al usar la derivaciéon implicita, con frecuencia es posible simplificar la forma de la
derivada (como en el ejemplo 6) utilizando de manera apropiada la ecuacion original. Se
puede emplear una técnica semejante para encontrar y simplificar las derivadas de orden
superior obtenidas de forma implicita.

EJEMPLO 7 Calculo implicito de la segunda derivada

2
Dada x* + y* = 25, encontrar % Evaluar la primera y segunda derivadas en el punto
(=3,4).

Solucion Derivando ambos términos respecto de x se obtiene

The Granger Collection

2x + Zy? =0
x
Isaac Barrow (1630-1677)

La grafica de la figura 2.32 se conoce 2y =L = —2x
como la curva kappa debido a su dx

semejanza con la letra griega kappa, k. dy —2x
La solucion general para la recta dx = 2y =

tangente a esta curva fue descubierta
por el matematico inglés [saac Barrow.
Newton fue su alumno y con frecuencia
intercambiaron correspondencia
relacionada con su trabajo en el
entonces incipiente desarrollo del

X,
y

d -3) _3

En (=3,4): " = - ; ) ==

Derivando otra vez respecto de x vemos que

calculo. LZy = _(y)(l) — (x)(dy/dx) Regla del cociente.
dxz y2
_ Y- Wy oy 25
S Sy Y
2
En(-3.4): 2B _ .2

& 64

EJEMPLO 8 Recta tangente a una grafica

Encontrar la recta tangente a la grafica dada por x*(x> + y?) = y* en el punto (~/2/2,
V/2/2), como muestra la figura 2.32.

Solucion Reescribiendo y derivando implicitamente, resulta

x4+x2y2—y2=0

4x3 + x2<2y?> + 2xy? — 2;;? =0
x X

2y(x% — 1)% = —2x(2x%> + y?)

dy _ x(2x2 + y?)

La curva kappa
Figura 2.32 dx  y(1 —x?)
En el punto (~/2/2, +/2/2), 1a pendiente es

dy _ (V2/2)20/2) + (1/2) _3/2 _,
v (V2/2)1-(1/2] 12
y la ecuacioén de la recta tangente en ese punto es
Vi ( ﬂ)
y - 7 =3|lx— 7
y=3x — V2.
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 16, encontrar dy/dx por medio de la deriva-
cion implicita.

1. X*+y*=9 2. XX—y*=25
3. x2+y2=16 4. ¥ +y =64
5. ¥*—xy+y*=17 6. X’y +yx=-2
7. ¥y —y=x 8. \/)Ty:xzy—i-l
9. x3—3x%y + 22 =12 10. 4cosxseny = 1

11. senx + 2cos2y =1 12. (sen mx + cos my)2 =2
13. senx = x(1 + tany) 14. coty=x—1y
15. y =senxy 16. x = seci

En los ejercicios 17 a 20, a) encontrar dos funciones explicitas
despejando y en términos de x, b) construir la grafica de la ecua-
cion y clasificar las partes dadas por las respectivas funciones
explicitas, ¢) derivar las funciones explicitas y d) encontrar dy/dx
y demostrar que el resultado es equivalente al del apartado c).

17. X*+y* =064 18. ¥+ —4x+6y+9=0
19.  16x + 25y* = 400 20. 16y> —x*=16

En los ejercicios 21 a 28, encontrar dy/dx por medio de la deriva-
cion implicita y calcular la derivada en el punto indicado.

21. xy=6, (—6,—1)

22, x2—y¥*=0, (1,1)
x2 — 49
2 ¥4
23y X2 +49° (7.0)

24, x+yP=x+y, (-1,1)
25. x4+ 323 =5 (8,1)

26. ¥ +y =6xy+1, (2,3)
27. tan(x +y) =x, (0,0)

28. xcosy =1, (2,7{)

Curvas famosas En los ejercicios 29 a 32, calcular la pendiente
de la recta tangente a la grafica en el punto propuesto.

29. Bruja de Agnesi: 30. Cisoide:
@**+4)y=238 @4 —xy'=x
Punto: (2, 1) Punto: (2, 2)

y y

31. Bifolio:
(2 + )2 = 4dx?y
Punto: (1, 1)

32. Folio de Descartes:

X +y—6xy=0

Punto: (%’ %)

Curvas famosas En los ejercicios 33 a 40, encontrar la ecuacién
de la recta tangente a la grafica en el punto dado.

33. Pardbola

(V=37 =4(x-5)

10
g -
6
4
2

—2
—4
—6-

35. Hipérbola rotada

Y xy =1

37. Cruciforme

)czy2 —Ox% — 4y2 =0
y

34. Circunferencia

(x+2)2+(y—-3)2=37

36. Elipse rotada

7x% - 6~/3xy+ 13> - 16 =0

38. Astroide



39. Lemniscata 40. Curva kappa

3(x% + y%)? = 100(x* — y?)
y

Y02 +y?) =24

6Ak
N
2Ak
X X
-6 1 6
_4 —
_6 —_

41. a) Utilizar la derivacion implicita para encontrar la ecuacion

de la recta tangente a la elipse il len(1,?2).

2 8
b) Demostrar la ecuacién de la recta tangente a la elipse
oy XoX | VoY
;+ﬁ: len(xo,yo)es? +ﬁ =1

42. a) Utilizarla derivacién implicita para encontrar la ecuacion de
2 2

la recta tangente a la hipérbola % - yg = len (3, —2).

b) Demostrar que la ecuacién de la recta tangente a la hipérbola

¥y XX Yo¥
22 - b2 = len(xo,yo)esafz—ﬁ= 1.

En los ejercicios 43 y 44, calcular dy/dx de manera implicita y
encontrar el mayor intervalo con la forma —a<y<ao0<y<
a tal que y sea una funcién derivable de x. Expresar dy/dx en
funcion de x.

43. tany =x 44, cosy =x

En los ejercicios 45 a 50, encontrar d? /dx? en términos de x y y.
45. > +y*=4 46. X}y —2x=3

47. x> —y* =136 48. 1 —xy=x-y

49. y*=x 50. y*= 10x

FlF En los ejercicios 51 y 52 usar una herramienta de graficacion

para representar la ecuacion. Encontrar la ecuacion de la recta
tangente en la grafica obtenida en el punto y la grafica en la recta

tangente.
x=1 (5
2+ 1 75

51, Ux+ Jy=35 (9,4  52. y2=

H‘“‘ En los ejercicios 53 y 54, encontrar las ecuaciones de las rectas

tangente y normal a la circunferencia en el punto indicado (la
recta normal en un punto es perpendicular a la tangente en ese
punto). Utilizar una herramienta de graficacion para representar
la ecuacion, la recta tangente y la normal.

53, 2 +y2=25
4,3),(=3,4)

54. X +y*=36
(6,0), (5, V11

55. Demostrar que la recta normal a cualquier punto de la circunfe-
rencia x> + y* = r? pasa por el origen.

56. Dos circunferencias de radio 4 son tangentes a la grifica de
y? = 4xen el punto (1, 2). Encontrar las ecuaciones de esas dos
circunferencias.
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En los ejercicios 57 y 58, localizar los puntos en los que la grafica
de la ecuacion tiene recta tangente horizontal o vertical.

57. 25x* + 16y* + 200x — 160y + 400 = 0
58. 4x>+y*—8x+4y+4=0

HT- Trayectorias ortogonales En los ejercicios 59 a 62, utilizar

herramienta de graficacién para representar las ecuaciones y
probar que en sus intersecciones son ortogonales. (Dos graficas
son ortogonales en un punto de interseccion si sus rectas tangentes
en ese punto son perpendiculares entre si.)

59. 2x>+y*=6 60. > =13
V2 =4dx 23+ 3y =5
61. x+y=0 62. X¥*=3>uy—1)
X =seny x(3y —29)=3

HF Trayectorias ortogonales En los ejercicios 63 y 64, verificar que

las dos familias de curvas son ortogonales, siendo C y K niimeros
reales. Utilizar una herramienta de graficacion para representar
ambas familias con dos valores de C'y dos valores de K.

63. xy=Cx -y =K 64. @ +y'=C,y=Kx

En los ejercicios 65 a 68, derivar: a) respecto a x (y es una funcién

de x) y b) respecto a ¢ (x y y son funciones de 7).

65. 2x* —3x*=0
67. cosmy —3sen mx = 1

66. x> —3xy* +y*=10
68. 4senxcosy=1

Desarrollo de conceptos

69. Describir la diferencia que existe entre la forma explicita de
una ecuacioén y una ecuacion implicita. Elaborar un ejemplo
de cada una.

70. Con sus propias palabras, establezca las estrategias a seguir
en la derivacién implicita.

71. Trayectorias ortogonales En la siguiente figura se muestra un
mapa topografico realizado por un grupo de excursionistas. Ellos
se encuentran en el drea boscosa que estd en la parte superior de
la colina que se muestra en el mapa y deciden seguir la ruta
de descenso menos empinada (trayectorias ortogonales a los
contornos del mapa). Dibujar la ruta que deben seguir si parten
desde el punto A y si lo hacen desde el punto B. Si su objetivo
es llegar a la carretera que pasa por la parte superior del mapa,
(cudl de esos puntos de partida deben utilizar?
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72.

A 7.
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Mapa climdtico El siguiente mapa climdtico muestra varias
curvas isobdricas (curvas que representan dreas con pre-
sién constante de aire); tres de alta presion H y una de baja
presion L. Puesto que la velocidad del viento es mayor a lo
largo de las trayectorias ortogonales de las curvas isobdricas,
utilizar el mapa para determinar las dreas con mayor velocidad
del viento.

Considerando la ecuacion x* = 4(4x* — y?):

a) Utilizar una herramienta de graficacion para represen-
tarla.

b) Encontrar y representar graficamente las cuatro rectas
tangentes a la curvaeny = 3.

¢) Calcular las coordenadas exactas del punto de interseccion

de las dos rectas tangentes en el primer cuadrante.

Para discusion

74. Determinar si el enunciado es verdadero. Si es falso,

explicar por qué y corregir. Para cada caso, suponer que
y es una funcién de x.

d > ) d
< = — b L 2) — 2
a) dxcos(x) 2x sen(x?) b) dycos(y) 2y sen(y?)

i 2y — 2
) dxCOS(y)— 2y sen(y?)

FRovecro oe rons

75.

77.
78.

79.

80.

i 1.

Sea L unarectatangente ala curva \/;c + f = \/E Demostrar
que la suma de las intersecciones de L en los ejes x y y es c.

Demostrar (teorema 2.3) que:

d

—I[x"l = n xn*]

el

para el caso donde n es un nimero racional. (Sugerencia: Es-
cribir y = x?/9 en la forma y? = x” y derivar de forma implicita.
Suponer que p y g son enteros, con g > 0.)

Pendiente Encontrar todos los puntos de la circunferencia
x* + y? = 100 donde la pendiente es igual a §.

Tangente horizontal Determinar el (los) punto(s) en el (los)
que la grdfica de y* = y* — x? tiene una tangente horizontal.

Rectas tangentes Encontrar las ecuaciones de las dos rectas
2

2
% = 1 que pasa por el punto (4, 0).

tangentes a la elipse xz +
Normales a una pardbola En la grifica se mostraron las
rectas normales desde el punto (2, 0) a la gréfica de la pardbola
x = y% Encontrar cudntas rectas normales existen desde el
punto (x,, 0) a la grifica de la pardbola si @) x, = 1, b) x, = 3 y
¢) x, = 1. ;Para qué valor de x, existen dos rectas normales
perpendiculares entre si?

y

Rectas normales «) Encontrar la ecuacion de la recta normal

»

alaeli sei+
PS¢ Ty

rramienta de graficacién para representar la elipse y la recta
normal. c¢) {En qué otros puntos interseca esta recta normal a la
elipse?

= lenel punto (4, 2). b) Utilizar una he-

llusiones opticas

En cada una de las siguientes graficas se genera una ilusiéon éptica
por intersecciones de rectas con una familia de curvas. En todos los
casos, las rectas parecen ser curvas. Encontrar el valor de dy/dx
para los valores de x y y.

a)

Circunferencia: x> + y> = C> b) Hipérbolas: xy = C
x=3,y=4,C=5 x=1Ly=4,C=4

y y

S

c)

Rectas: ax = by d) Curvas coseno: y = C cos x

X \/g,)’ 35 x:E,y:iC:*

a=3b=1 378003
y y

\l/ §
%\@x :

PARA MAYOR INFORMACION  Para obtener més informa-
cién sobre las matemadticas de las ilusiones Opticas, leer el articulo
“Descriptive Models for Perception of Optical Illusions”, de David
A. Smith, en The UMAP Journal.
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Im Razones de cambio relacionadas

l— F —>|

El volumen esta relacionado con el radio y
con la altura
Figura 2.33

PARA MAYOR INFORMACION
Para aprender mas sobre la historia de
los problemas de razones de cambio
relacionadas, ver el articulo “The
Lengthening Shadow: The Story

of Related Rates”, de Bill Austin,
Don Barry y David Berman, en
Mathematics Magazine.

= Hallar una razén de cambio relacionada.
B Resolver problemas de la vida real con razones de cambio relacionadas.

Calculo de razones de cambio relacionadas

Ya se sabe cémo usar la regla de la cadena para encontrar dy/dx de manera implicita. Otra
aplicacion relevante de la regla de la cadena consiste en encontrar razones de cambio de dos
0 mads variables relacionadas que estdn cambiando respecto al tiempo.

Por ejemplo, cuando sale agua de un depdsito cénico (figura 2.33), el volumen V, el
radio r y la altura & del nivel del agua son funciones de 7. Sabiendo que estas magnitudes
variables se relacionan mediante la ecuacién

V=£r2h
3

Ecuacioén original.

se puede derivar implicitamente con respecto a ¢ a fin de obtener la ecuacién de razones
de cambio

dt
d_V = E 2 @ h(Zrﬂ) Diferenciar con respecto a .
dat 3 d dt
= E(rz ﬁ 2rh ﬂ)
3 d dt

Para esta ecuacion se puede ver que la razén de cambio de V estd relacionada con la razén
de cambiode hy r.

EXPLORACION

Cdlculo de una razon de cambio relacionada  Suponer que en el tanque conico que se
muestra en la figura 2.33, la altura estd cambiando a un ritmo de —0.2 pies por minuto
y el radio lo esta haciendo a un ritmo de —0.1 pies por minuto. ;Cudl es la razén de
cambio del volumen cuando el radio es » = 1 pie y la altura es 4 = 2 pies? ;La razén
de cambio del volumen depende de los valores de r y 2? Explicar la respuesta.

EJEMPLO I Dos razones de cambio relacionadas

Sean x y y dos funciones derivables de 7, y relacionadas por la ecuacién y = x* + 3. Calcular
dy/dt para x = 1, sabiendo que dx/dt = 2 parax = 1.

Solucién Derivar ambos lados con respecto a t, utilizando la regla de la cadena.

y=x>+3 Ecuacién original.
d d
E[y] = E[xz + 3] Derivar con respecto a t.
d dx
j}t] = QXE Regla de la cadena.

Cuando x = 1y dx/dr = 2, se tiene

dy _ _
i 2(1)(2) = 4.
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El area total se incrementa a medida que lo
hace el radio del circulo exterior
Figura 2.34

Al utilizar esta estrategia, hay
que cerciorarse de que el paso 4 no se
realiza hasta que el paso 3 esté termi-
nado. Sustituir los valores conocidos de
las variables antes de derivarlas tendria
como resultado final una derivada
inapropiada. |

Solucion de problemas con razones de cambio relacionadas
Enel ejemplo 1 se dio la ecuacidn que relaciona las variables x y y, y se pedia hallar el ritmo
de cambio de y para x = 1.

Ecuacion: y = x2+3

Ritmo dado: =2 cuandox =1

dx
dt
d
Hallar: — cuando x = 1

Yy
dt
En los ejemplos restantes de esta seccién, se debe crear un modelo matematico a partir de
una descripcion verbal.

EJEMPLO 2 Ondas en un lago

En un lago en calma se deja caer una piedra, lo que provoca ondas circulares, como se
muestra en la figura 2.34. El radio r del circulo exterior esta creciendo a una razon constante
de 1 pie/s. Cuando el radio es 4 pies, ;a qué razon estd cambiando el drea A de la region
circular perturbada?

Solucién Las variables r y A estdn relacionadas por A = 7%, La razén de cambio del
radio res dr/dt = 1.

Ecuacion: A = wr?
Ritmo dado: dr_ 1
Todt
Hallar: % cuando r = 4

Con esta informacion, proceder como en el ejemplo 1.

%[A] = %[77”2] Derivar con respecto a f.
A =27r dr Regla de la cadena.
dt dt
% =27(4)(1) = 87 Sustituir 4 por ry 1 por dr/dt.
Cuando el radio es de 4 pies, el drea cambia a razén de 87 pies®/s. ——

Estrategia para la solucion de problemas de razones de cambio
relacionadas

1. Identificar todas las cantidades dadas y por determinar. Hacer un esbozo y cla-
sificarlas.

2. Escribir una ecuacién que incluya las variables cuyas razones de cambio se en-
cuentran en la informacién dada o deben calcularse.

3. Utilizando la regla de la cadena, derivar de manera implicita ambos lados de la
ecuacion con respecto al tiempo t.

4. Después de terminar el paso 3, sustituir en la ecuacion resultante todos los valores
conocidos de las variables y sus razones de cambio. Luego se despeja la razén de
cambio requerida.
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La tabla siguiente contiene varios ejemplos de modelos matematicos que incluyen
razones de cambio. Por ejemplo, la razén de cambio del primer ejemplo es la velocidad
del automdvil.

Enunciado verbal Modelo matematico
La velocidad de un automdvil tras una hora x = distancia recorrida
de viaje es de 50 millas por hora. dx _ 50 cuando £ = 1
dt
Se introduce agua en una piscina a razén de V = volumen de agua en la piscina
10 metros ctibicos por hora. av _ 10 m3/h
dt
Una rueda gira a 25 revoluciones por minuto 0 = 4ngulo de giro
(1 revolucién = 27 radianes). de
i 25(27) rad/min

EJEMPLO 3 Inflado de un globo

Se bombea aire en el interior de un globo esférico (ver la figura 2.35) a razén de 4.5 pies
cubicos por minuto. Calcular la razén de cambio del radio del globo cuando el radio es de
2 pies.

Solucion  Sea V el volumen del globo y r su radio. Puesto que el volumen esta crecien-
do a razén de 4.5 pies ctibicos por minuto, se sabe que en el instante 7 la razén de cambio
del volumen es dV/dt = §. De tal modo que el problema se puede formular de la siguiente

manera:
Ritmo dado: av._9 (ritmo constante)
dat 2
dr
Calcular: Z cuando r =2

Para encontrar el ritmo de cambio del radio, encontrar una ecuacién que relacione el radio
r con el volumen V.

Ecuacion: V = g 3 Volumen de una esfera.

Derivar ambos lados de la ecuacién con respecto a ¢, para obtener:

% = 4712 % Derivar con respecto a t.
dr 1 (dV .
E = pp— <E> Despejar dr/dt.

Por ultimo, cuando r = 2 la razon de cambio del radio resulta ser

Inflando un globo dr = L(2) =~ (.09 pies por minuto
Figura 2.35 dt  167\2 o PSP )

Observar que en el ejemplo 3 el volumen esta creciendo a razén constante, pero el radio
cambia a razon variable. El hecho de que dos razones estén relacionados no implica que
sean proporcionales. En este caso en particular, el radio crece mds y mds lentamente con el
paso del tiempo. ;Por qué?
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u No estd dibujado a escala

Un avion vuela a 6 millas de altura y dista
s millas de la estacion de radar
Figura 2.36

<5000 pies ——— =
No estd dibujado a escala

Una camara de television, situada a ras

del suelo, esta filmando el despegue del
transbordador espacial, que se mueve
verticalmente de acuerdo con la ecuacion de
posicion s = 50£, donde s se mide en pies
y ten segundos. La camara esta a 2 000 pies
de la plataforma de lanzamiento

Figura 2.37

EJEMPLO 4 Velocidad de un aviéon detectado por radar

Un avién recorre una ruta de vuelo que le llevard directamente sobre una estacion de radar,
como se muestra en la figura 2.36. Si s estd decreciendo a razén de 400 millas por hora
cuando s = 10 millas, ;cudl es la velocidad del avién?

Soluciéon  Sea x la distancia horizontal al radar, como se ilustra en la figura 2.36. Observar

que cuando s = 10, x = /102 — 36 = 8.

Ritmo dado: ds/dt = —400 cuando s = 10
Encontrar:  dx/dt cuando s=10 y x =38

Encontrar la velocidad del avién de la siguiente manera:

Ecuacion: x?> + 62 = s? Teorema de Pitdgoras.
dx ds )
2x E =2s E Derivar con respecto a t.
dx s (ds> Despeiar dx/d
— =\ espejar dx/dt.
dt dt Pl
dx 10
E 3 ( 400) Sustituir s, x y ds/d.
= —500 millas por hora Simplificar.

Puesto que la velocidad es de —500 millas por hora, la rapidez (o “velocidad” en sentido
coloquial) es 500 millas/h.

(1 Observar en el ejemplo 4 que la velocidad es negativa porque x representa una distancia que
disminuye. |

EJEMPLO 5 Angulo de elevacion variable

Calcular la razén de cambio del dngulo de elevacion 6 de la cadmara que se muestra en la
figura 2.37, diez segundos después del despegue.

Soluciéon Sea 6 el dngulo de elevacion, como se muestra en la figura 2.37. Cuando ¢ = 10,
la altura s del cohete es s = 507 = 50(10)* = 5 000 pies.

Ritmo dado: ds/dtr = 100t = velocidad del cohete
Encontrar:  d0/dt cuando =10 y s = 5000

Utilizando la figura 2.37, relacionar s y # mediante la ecuacién tan 6 = s/2 000.

Ecuacion: tan = —— Ver la figura 2.37
J 2000 er la figura 2.37.
1
(SCC 29) Lj: m <%> Derivar con respecto a .
do ,, 1001 N
= CoS Sustituir 100z por ds/dt.

dr 2 000
- 2000 2 100t
- \Us% + 20002/ 2000

Cuando r = 10y s = 5 000, se tiene

do 2 000(100)(10) 2
- 50002+ 2000 — 29 — radianes por segundo.

cos = 2000/+/s>+ 20002.

De tal modo, cuando r = 10, 6 cambia a razon de 2—29 radianes por segundo.



c
Ley de los cosenos:
b= d*+ & — 2accos 6
Figura 2.39
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EJEMPLO 6 Velocidad de un piston

En el motor que se muestra en la figura 2.38, una varilla de 7 pulgadas estd conectada a un
cigiieial de 3 pulgadas de radio, que gira en sentido contrario al de las manecillas del reloj,
a 200 revoluciones por minuto. Calcular la velocidad del pistén cuando 6 = /3.

La velocidad de un piston esta relacionada con el angulo del cigiiefal
Figura 2.38

Solucién Nombrar las distancias como se muestra en la figura 2.38. Puesto que una revo-
lucién completa equivale a 27 radianes, se deduce que d6/dt = 200(27) = 400 7 radianes
por minuto.

Ritmo dado: % = 4007 (razén constante)
dx T
Encontrar: — cuando 0= —
dt 3

Usar la ley de los cosenos (figura 2.39) para encontrar una ecuacién que relacione a x y a 6.

Ecuacion: 72 =32+ x2 — 2(3)(x) cos 6
dx do dx
O—Zxdt 6( xsenﬂdt-kcosedt)
dx do
(6 cos 6 — 2x) i 6x sen 0 0

dx __ 6xsend (@)
dt 6cos 0 — 2x\dt

Cuando 0 = /3, se puede despejar x de la siguiente manera:

72 =32+ x2 - 203)(x) cos =

3
1
49 =9 + x2 — 6x<*>
2
0=x2-3x—40
0=(x—8x+5)
x =38 Elegir la solucién positiva.

De esta manera, cuando x = 8 y 6 = /3, la velocidad del pist6n es

dx _ 6(8)(v/3/2)
dr  6(1/2) — 16
_ 960073
—13
~ —4 018 pulgadas por minuto. —

(40077)

[Ii'W Observar que la velocidad en el ejemplo 6 es negativa porque x representa una distancia que
estd decreciendo. |
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, suponer que x y y son funciones derivables
de ¢ y encontrar los valores sefialados de dy/dt y dx/dt.

1.

2.

4.

Ecuacion Encontrar Dado
y=\/;c a) %cuandox=4 %=3
b) % cuandox = 25 % =2
y=4(x*—-5x) a) % cuandox = 3 % =2
b) % cuandox = 1 % =5
xy =4 a) %Cuandox =38 % =10
b) %cuandox: 1 %: —6
x2+y2=25 a) %cuandox=3,y=4 %=8
b) %cuandox:4,y:3 %: -2

En los ejercicios 5 a 8, un punto se esta moviendo sobre la grafica
de la funcién, de modo que dx/dt es 2 cm/s. Calcular dy/dt para
los valores de x que se indican.

5.

7.

8.

y=2x2+1 a) x=—-1 b)) x=0 o) x=1
y=1_:x2 a) x=—2 by x=0 c) x=2
y = tanx a)x=—7§7 b)x——’f ) x=0
y = COS X a)x:g b)x—g c)x=7§7

Desarrollo de conceptos

9.

10.

Considerando la funcién lineal y = ax + b, jsi x cambia
a razon constante, y también lo hace a razén constante?
De ser asi, ;lo hace con la misma razén que x? Explicar la
respuesta.

Con las propias palabras, mencionar la estrategia para resol-
ver problemas de razones de cambio relacionadas.

11.

12.

13.

Encontrar la razén de cambio de la distancia entre el origen
y un punto que se mueve por la grifica de y = x* + 1, si
dx/dt = 2 cm/s.

Encontrar la razén de cambio de la distancia entre el ori-
gen y un punto que se mueve sobre la grafica de y = sen x,
sidx/dt =2 cm/s.

Area El radio r de un circulo estd creciendo a razén de 4
centimetros por minuto. Calcular la razén de cambio del drea
cuandoa) r = 8cmy b) r =32 cm.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Area Sea A el drea de un circulo con un radio r variable con
el tiempo. Si dr/dt es constante, es constante dA/dr? Explicar
la respuesta.

Area El angulo entre los dos lados iguales, con longitud s, de
un tridngulo isésceles es 6.

a) Demostrar que el drea del tridngulo se obtiene mediante
A = %57 sen 6.

b) Si festd creciendo arazén de 3 radidn por minuto, encontrar
la raz6n de cambio del drea cuando 6 = /6y 6 = /3.

¢) Explicar por qué la razén de cambio del drea del tridngulo
no es constante, a pesar de que d6/dr es constante.

Volumen El radio r de una esfera esta creciendo a razén de 3
pulgadas por minuto.

a) Calcular la razén de cambio del volumen cuando r = 9y
r = 36 pulgadas.

b) Explicar por qué la razén de cambio del volumen de la
esfera no es constante, a pesar de que dr/dt es constante.

Volumen Se infla un globo esférico con gas a razén de 800
centimetros cibicos por minuto. ;A qué razén estd aumentando
su radio en el momento en el que éste estd a a) 30 centimetros
y b) 60 centimetros?

Volumen Todas las aristas de un cubo estdn creciendo a razén
de 6 centimetros por segundo. ;A qué ritmo estd aumentando el
volumen cuando cada arista mide @) 2 cmy b) 10 cm?

Superficie Bajo las condiciones del problema anterior, deter-
minar la razén a la que cambia el drea de la superficie cuando
cada arista mide @) 2 cm y b) 10 cm.

Volumen La férmula para calcular el volumen de un cono es
V = % ’h. Encontrar el ritmo de cambio del volumen si dr/dt
es de 2 pulgadas por minuto y & = 3r, cuando a) r = 6 pulgadas
y b) r = 24 pulgadas.

Volumen En una planta de arena y grava, la arena cae de una
cinta transportadora creando un monticulo de forma cénica, a
razén de 10 pies ctibicos por minuto. El didmetro de la base
del monticulo es de aproximadamente tres veces la altura. ;A
qué razén cambia la altura del montén cuando su altura es 15
pies?

Profundidad Un depdsito conico (con el vértice abajo) mide 10
pies de ancho en su parte mds alta y tiene 12 pies de profundidad.
Si se le vierte agua a razén de 10 pies® por minuto, calcular la
razén de cambio de la profundidad del agua cuando ésta es de
8 pies.

Profundidad Una piscina tiene 12 metros de largo, 6 de ancho
y una profundidad que oscila desde 1 hasta 3 m (ver la figura).
Se bombea agua en ella a razén de § de metro ctibico por minuto
y ya hay 1 m de agua en el extremo mds profundo.

a) (Qué porcentaje de la piscina estd lleno?
b) (A qué razén se eleva el nivel del agua?



24.

25.

12m

Figura para 23

Figura para 24

Profundidad Una artesa tiene 12 pies de largo y 3 de ancho
en su parte superior (ver la figura), sus extremos tienen forma
de tridangulo isésceles con una altura de 3 pies.

a) Si se vierte agua en ella a razén de 2 pies ctibicos por
minuto, ¢a qué razén sube el nivel del agua cuando hay 1
pie de profundidad de agua?

b) Si el agua sube a una razén de § de pulgada por minuto
cuando & = 2, determinar una razén al que se estd vertiendo
agua en la artesa.

Escalera deslizante Una escalera de 25 pies de longitud esta
apoyada sobre una pared (ver la figura). Su base se desliza por
la pared a razén de 2 pies por segundo.

a) (A quérazén estd bajando su extremo superior por la pared
cuando la base estd a 7, 15y 24 pies de la pared?

b) Determinar la razén a la que cambia el drea del tridngulo
formado por la escalera, el suelo y la pared, cuando la base
de la primera estd a 7 pies de la pared.

¢) Calcular la razén de cambio del dngulo formado por la es-
calera y la pared cuando la base estd a 7 pies de la pared.

Figura para 25

Figura para 26

PARA MAYOR INFORMACION  Para obtener mas informacién
sobre las matematicas relativas a las escaleras deslizantes, ver el
articulo “The Falling Ladder Paradox”, de Paul Scholten y Andrew
Simoson, en The College Mathematics Journal.

26.

Construccion Un obrero levanta, con ayuda de una soga, un
tablén de cinco metros hasta lo alto de un edificio en construccién
(ver la figura). Suponer que el otro extremo del tabl6n sigue una
trayectoria perpendicular a la pared y que el obrero mueve el
tabl6n a razén de 0.15 m/s. ;A qué ritmo desliza por el suelo el
extremo cuando estd a 2.5 m de la pared?

27.

28.

29.

Distancia (en millas)

Figura para 29

30.
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Construccion Unapolea situada en lo alto de un edificio de 12
metros levanta un tubo de la misma longitud hasta colocarlo en
posicién vertical, como se muestra en la figura. La polea recoge
la cuerda a razén de —0.2 m/s. Calcular las razones de cambio
vertical y horizontal del extremo del tubo cuandoy = 6.

y ds _ m
E = —O2T

No estd dibujado a escala

Figura para 27

Figura para 28

Navegacion Un velero es arrastrado hacia el muelle por medio
de una polea situada a una altura de 12 pies por encima de la
quilla del barco (ver la figura).

a) Sila cuerda se recoge a razén de 4 pies por segundo, de-
terminar la velocidad del velero cuando quedan 13 pies de
cuerda sin recoger. ; Qué ocurre con la velocidad del velero
a medida que el barco se acerca mds al muelle?

b) Suponiendo que el bote se mueve a un ritmo constante de 4
pies por segundo, determinar la velocidad a la que la polea
recoge la cuerda cuando quedan 13 pies de ella por recoger.
(Qué ocurre con la velocidad de la polea a medida que el
barco se acerca mds al muelle?

Control de trdfico aéreo Un controlador detecta que dos
aviones que vuelan a la misma altura tienen trayectorias perpen-
diculares y convergen en un punto (ver la figura). Uno de ellos
estd a 225 millas de dicho punto y vuela a 450 millas por hora.
El otro estd a 300 millas y se desplaza a 600 millas/h.

a) (A qué ritmo se reduce la distancia entre ellos?
b) (De cudnto tiempo dispone el controlador para modificar
la ruta de alguno de ellos?

100 200 400 » AR

Distancia (en millas) A No estd dibujado a escala
Figura para 30

Control de trdfico aéreo Un avion vuela a 5 millas de altura
y pasa exactamente por encima de una antena de radar (ver la
figura). Cuando el avién estd a 10 millas (s = 10), el radar de-
tecta que la distancia s estd cambiando a una velocidad de 240
millas/h. ;Cudl es la velocidad del avién?
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31.

Tercera
base
>

Figura para 31y 32
32.

33.

34.
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Deportes Un campo de beisbol tiene forma de un cuadrado con
lados de 90 pies (ver la figura). Si un jugador corre de segunda
a tercera a 25 pies por segundo y se encuentra a 20 pies de la
tercera base, ;a qué ritmo estd cambiando su distancia s respecto
a home?

Segunda base
o

Primera
base
[

N

90 pies

v}
Home

Figura para 33

Deportes En el campo de beisbol del ejercicio anterior, supo-
ner que el jugador corre desde primera hasta segunda base a 25
pies por segundo. Calcular la razén de cambio de su distancia
con respecto a home cuando se encuentra a 20 pies de la segun-
da base.

Longitud de una sombra Un hombre de 6 pies de altura camina
a 5 pies por segundo alejandose de una luz que estd a 15 pies de
altura sobre el suelo (ver la figura). Cuando este hombre estd a
10 pies de la base de la luz:

a) (aqué velocidad se mueve el extremo de su sombra?
b) (aqué razén estd cambiando la longitud de su sombra?

Longitud de una sombra Repetir el ejercicio anterior, supo-
niendo ahora que el hombre camina hacia la luz y que ésta se
encuentra situada a 20 pies de altura (ver la figura).

—

—

i
L2
©,
Im
Vi
X
(x,0) \
Figura para 34 Figura para 35
35. Diseiio de mdquinas Los extremos de una varilla mévil de

36.

1 m de longitud tienen coordenadas (x, 0) y (0, y) (ver la figura).
La posicién del extremo que se apoya en el eje x es

1 Tt
x(t) = 5 sene

donde ¢ se mide en segundos.

a) Calcular la duracién de un ciclo completo de la varilla.

b) (Cudl es el punto mds bajo que alcanza el extremo de la
varilla que estd en el eje y?

¢) Encontrar la velocidad del extremo que se mueve por el eje
y cuando el otro estd en (3, 0).

Diseiio de mdquinas Repetir el ejercicio anterior para una
funcién de posicion x(f) = £ sen 7rz. Utilizar el punto (5, 0) para
el apartado c).

37.

Evaporacion Al caer, una gota esférica alcanza una capa de
aire seco y comienza a evaporarse a un ritmo proporcional a su
drea superficial (S = 4m%). Demostrar que el radio de la gota
decrece a ritmo constante.

Para discusion

38.

Utilizando la grafica de f, @) determinar si dy/dr es positiva
o negativa dado que dx/dr es negativa y b) determinar si
dx/dr es positiva o negativa dado que dy/dt es positiva.

i)y i) y

4 67

5
kk 4A
2 39

39.

40.

41.

Electricidad La resistencia eléctrica combinada R de R, y R,,

conectadas en paralelo, es dada por
1 1 1
+ R

R™R R

donde R, R, y R, se miden en ohmios. R, y R, estdn creciendo a
razén de 1 y 1.5 ohmios por segundo, respectivamente. ;A qué
ritmo estd cambiando R cuando R, = 50y R, = 75 ohmios?

Expansion adiabdtica Cuando cierto gas poliatémico sufre
una expansion adiabdtica, su presion p y su volumen V satisfacen
la ecuacién pV'* = k, donde k es una constante. Encontrar la
relacion que existe entre las razones dp/dry dV/dt.

Disefio de autopistas En cierta autopista, la trayectoria de
los automdviles es un arco circular de radio r. Con el fin de no
depender totalmente de la fricciéon para compensar la fuerza
centrifuga, se construye un peralte con un dngulo de inclinacién
0 sobre la horizontal (ver la figura). Este dngulo satisface la ecua-
cién rg tan § = 12, donde v es la velocidad de los automéviles y
g = 32 pies por segundo al cuadrado es la aceleracién de la
gravedad. Encontrar la relacién que existe entre las razones de
cambio relacionadas dv/dt y d6/dt.

42,

Angulo de elevacion  Un globo asciende a 4 metros por segundo
desde un punto del suelo a 50 m de un observador. Calcular la
razén de cambio del dngulo de elevacién del globo cuando estd
a 50 metros de altura.



43. Angulo de elevacion El pescador de la figura recoge sedal
para capturar su pieza a razén de 1 pie por segundo, desde un
punto que estd a 10 pies por encima del agua (ver la figura). ;A
qué ritmo cambia el dngulo 6 entre el sedal y el agua cuando
quedan por recoger 25 pies de sedal?

Figura para 43

Figura para 44

44. Angulo de elevacion Un avién vuela a 5 millas de altitud y
a una velocidad de 600 millas por hora, hacia un punto situado
exactamente en la vertical de un observador (ver la figura). ;A
qué ritmo esta cambiando el dngulo de elevacién 6 cuando el
dnguloesa) 6 =30%b) 6 =60°yc) 8 =757

45. Velocidad lineal y velocidad angular La patrulla de la figura
estd estacionada a 50 pies de un largo almacén. La luz de su
torreta gira a 30 revoluciones por minuto. ;A qué velocidad se
estd moviendo la luz a lo largo del muro cuando el haz forma
angulos de a) 6 = 30°,b) 0 = 60°y ¢) 6 = 70°?

Figura para 45

Figura para 46

46. Velocidad lineal y velocidad angular Una rueda de 30 cm de
radio gira a razén de 10 vueltas por segundo. Se pinta un punto
P en su borde (ver la figura).

a) Encontrar dx/dt como funcién de 6.
Fh b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
funcién del apartado a).
¢) (Cudndo es mayor el valor absoluto del ritmo de cambio
de x?, ;y el menor?
d) Calcular dx/dt cuando 6 = 30°y 6 = 60°.

47. Control de vuelo Un avién vuela en condiciones de aire en
calma a una velocidad de 275 millas por hora. Si asciende con
un dangulo de 18°, calcular el ritmo al que estd ganando altura.

48. Cdmarade vigilancia Unacamara de vigilancia estd a 50 pies
de altura sobre un vestibulo de 100 pies de largo (ver la figura).
Es mds fécil disefiar la cdmara con una velocidad de rotacién
constante, pero en tal caso toma las imdgenes del vestibulo a
velocidad variable. En consecuencia, es deseable disefiar un
sistema con velocidad angular variable de modo tal que la velo-
cidad de la toma a lo largo del vestibulo sea constante. Encontrar
un modelo para la velocidad variable de rotacién adecuado si
‘dx/ dt‘ = 2 pies por segundo.
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y
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100 pies
Figura para 48

49. Parapensar Describir larelacion que existe entre la razén de
cambio de y y el de x en los casos siguientes. Suponer que todas
las variables y derivadas son positivas.

dy _ s dy

0 dr T dr dr

dx
b =x(L—-x)—/, 0<x<L
) AL =2 x
Aceleracion En los ejercicios 50 y 51, calcular la aceleracion del
objeto especificado. (Sugerencia: Recordar que si una variable

cambia a velocidad constante, su aceleracion es nula.)

50. Calcular la aceleracion del extremo superior de la escalera del
ejercicio 25 cuando su base estd a 7 pies de la pared.

51. Calcular la aceleracion del velero del ejercicio 28a cuando faltan
por recoger 13 pies de cuerda.

52. Modelo matemdtico La siguiente tabla muestra el nimero de
mujeres solteras s (nunca casadas) y casadas m (en millones)
en el mundo laboral estadounidense desde 1997 hasta 2005.
(Fuente: U.S. Bureau of Labor Statistics)

Afio | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005

s 165171 | 17.6 | 17.8 | 18.0 | 18.2 | 184 | 18.6 | 19.2

m 33.8 1339 344|351 352355360 358|359

Hﬂl a) Utilizar las funciones de regresion de su herramienta
de graficaciéon para encontrar un modelo de la forma
m(s) = as® + bs* + cs + d para esos datos, donde 7 es el
tiempo en afios, siendo t = 7 el afio 1997.
b) Encontrar dm/dr. Después utilizar ese modelo para estimar
dm/dt para t = 10, si se supone que el nimero de mujeres
solteras s que forman parte de la fuerza de trabajo va a
crecer a razén de 0.75 millones al afio.

53. Sombra en movimiento Se deja caer una pelota desde una
altura de 20 m, a una distancia de 12 m de una ldmpara (ver la
figura). La sombra de la pelota se mueve a lo largo del suelo.
(A qué ritmo se estd moviendo la sombra 1 segundo después
de soltar la pelota? (Enviado por Dennis Gittinger, St. Philips
College, San Antonio, TX)

> Sombra
N
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Inl Ejercicios de repaso

En los ejercicios 1 a 4, encontrar la derivada de la funcién usando
la propia definicion de derivada.

L fx)=x2—4x+5 2. flo)=JSx+1
37w = 4 =12

En los ejercicios 5 y 6, buscar los valores de x en los que f es
derivable.

3x
5. = (x — 35 6.. f(x) =
fl) = (x = 3) ="
y y
5+ 38,,
4t e
3+ l
|4+
2+ ‘
T 2T
-1l 23 40 It N A

7. Construir la grifica de f(x) = 4 — |x — 2|.

a) (fescontinuaenx = 2?
b) (f es derivable en x = 2? Explicar la respuesta.

. . @+ A+ 2, x< -2
8. Construir la grafica de f(x) = {1 -2 x> -2
a) (fescontinuaenx = —2?
b) (f es derivable en x = —27? Explicar la respuesta.

En los ejercicios 9 y 10, encontrar la pendiente de la recta tangente
a la grifica de la funcién en el punto dado.

_2,_x (_.5
. g0 =20 -2 (-1.2)
10. h(x) = = — 2x2, <*2, *%)

FL‘- En los ejercicios 11 y 12, a) encontrar la ecuacion de la recta

tangente a la grafica de f en el punto dado, b) utilizar una herra-
mienta de graficacion para representar la funcién y su tangente
en el punto y ¢) usar la funcién derivative de una herramienta de
graficacion para confirmar sus resultados.

11. fx)=x*—-1, (-1,-2) 12. f(x) = , (0,2)

x + 1
Enlos ejercicios 13 y 14, utilizar la forma alternativa de la derivada
para calcular la derivada en x = ¢ (si existe).

1

13. = x(x — =
o) =X = 1), =2 —

4. flx) =

En los ejercicios 15 a 30, usar las reglas de derivaciéon para encon-
trar la derivada de la funcion.

c=3

15. y=25
17, f() =

16. y = —30
18, o) =

19. h(r) = 13¢* 20. f(r) = -8
21, f(x) = x3 — 11x2 22, g(s) = 4s* — 552
23, hx) = 6Vx +3¥x 24, f(x) = x1/2 = x~12
2 10

2. == 26. g L

g() 32 6. h(x) (72)2
27. f(6) =40 — 5sen 28. gla) =4cosa+6
B () =3cos0- 5T 30 ga) = 29y

Redaccion En los ejercicios 31 y 32, en la figura se muestran las
graficas de una funcion y su derivada. Nombrar las graficas como
Sy [y escribir un pequeiio parrafo estableciendo los criterios
utilizados al hacer la seleccion.

31. y 32.

33. Cuerda vibrante Cuando se pulsa la cuerda de una guitarra,
ésta vibra con una frecuencia F = 200\/7, donde F se mide en
vibraciones por segundo y la tensién 7 se mide en libras.
Encontrar las razones de cambio en F cuando a) T = 4y
b)yT =09.

34. Movimiento vertical Se deja caer una pelota desde una altura
de 100 pies. Un segundo después, se deja caer otra pelota desde
una altura de 75 pies. ;Cual de ellas llega primero al suelo?

35. Movimiento vertical Para estimar la altura de un edificio, se
deja caer una piedra desde su parte superior a una piscina que
se encuentra a nivel del suelo. ;Qué altura tiene el edificio si el
impacto en el agua ocurre 9.2 segundos después de lanzada la
piedra?

36. Movimiento vertical Se deja caer una bomba desde un aero-
plano que vuela a una altura de 14 400 pies. ;Cudnto tiempo
tardard la bomba en llegar al suelo? (Debido al movimiento del
avion, la caida no serd vertical, pero el tiempo serd el mismo.)
Si el avién viaja a 600 millas por hora, ;cudnto se moverd la
bomba de manera horizontal después de soltarla?

37. Movimiento de un proyectil Se lanza una pelota que sigue la
trayectoria descrita por y = x — 0.02x7.

a) Construir la gréafica de la trayectoria.

b) Encontrar la distancia horizontal total de la pelota.

¢) (En qué valor de x alcanzard la pelota la altura maxima?
(Utilizar la simetria de la ruta.)

d) Encontrar la ecuacién que sirve para calcular el ritmo de
cambio instantdneo para la altura de la pelota con respecto
al cambio horizontal. Evaluar la ecuacién en x = 0, 10, 25,
30y 50.

e) (Cudleslarazon de cambio instantdnea de la altura cuando
la pelota alcanza su altura maxima?



38.

B o

39.

£ 0.

Movimiento de un proyectil La trayectoria de un proyectil
lanzado con un dngulo de 45° con respecto al piso es

— 32 0,
y=x V02 (X )
donde la velocidad inicial es v, pies por segundo.

a) Encontrar la coordenada x del punto donde el proyectil
golpea al suelo. Utilizar la simetria de la trayectoria del
proyectil para localizar la coordenada x del punto en el que
alcanza su altura méxima.

b) (Cudleslarazén de cambio instantdneo de la altura cuando
el proyectil se encuentra a su altura maxima?

¢) Demostrar que duplicar la velocidad inicial del proyectil

multiplicarfa por 4 la altura mdxima y el alcance.

Calcular la altura médxima y el alcance de un proyectil

lanzado con una velocidad inicial de 70 pies por segundo.

Utilizar una herramienta de graficacién para representar la

trayectoria del proyectil.

Movimiento horizontal La funcién de posicién de una par-
ticula que se mueve a lo largo del eje x es:

x(t) = — 3t + 2 para —00 <t < 00,

a) Calcular la velocidad de la particula.

b) Encontrar el o los intervalos ¢ abiertos en los que la par-
ticula se mueve hacia la izquierda.

¢) Determinar la posicién de la particula cuando la velocidad
es 0.

d) Encontrar la velocidad de la particula cuando la posicién
es 0.

Modelado matemdtico En la siguiente tabla se muestra la
velocidad de un automdvil en millas por hora y la distancia de
frenado en pies:

Velocidad, x 20 | 30 | 40 | 50 | 60

Distancia de frenado,y | 25 | 55 | 105 | 188 | 300

a) Utilizar las funciones de regresion de la herramienta de grafi-
cacién para encontrar un modelo cuadratico para los datos.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
los datos y trazar el modelo.

¢) Utilizar una herramienta de graficacién para representar
dy/dx.

d) Utilizar el modelo para aproximar la distancia de frenado
para una velocidad de 65 millas por hora.

e) Utilizar la grafica de los apartados b) y c) para explicar el
cambio en la distancia de frenado a medida que aumenta
la velocidad.

En los ejercicios 41 a 54, encontrar la derivada de la funcién.

41.
42,
43.

45.

47.

49.

fx) = (522 + 8)(x2 — 4x — 6)
glx) = (& + Tx)(x + 3)

h(x) = Vxsenx 44. f(1) =21cost
e T L R
0= 5= 8.0 =5
y= x4 50. y— ser}t X
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51. y =3xsecx 52. y=2x—x’tanx

53. y = xcosx — senx 54. g(x) = 3xsenx + x> cosx

En los ejercicios 55 a 58, encontrar la ecuacion de la recta tangente
a la grafica de f en el punto dado.

2 — 1 x + 1 1
5. f0=""7— (L) %6 f()=""" (5, _3>
57. f(x) = —xtanx, (0,0) 58. f(x) = %’ <7§T, 1)

59. Aceleracion Lavelocidad de un objetoes v(f) =36 — £,0 =t
= 6, en metros por segundo. Calcular la velocidad y aceleracién
del objeto cuando ¢ = 4.

60. Aceleracion La velocidad inicial de un automévil que parte
del reposo es
90t
0= 4 10

donde v se mide en pies por segundo. Calcular la velocidad y
aceleracion del vehiculo una vez transcurridos los siguientes
tiempos:

a) 1 segundo b) 5 segundos ¢) 10 segundos
En los ejercicios 61 a 66, calcular la segunda derivada de la
funcién.

6l. (1) =—84—5r+12 62 h(x) =21x"3 + 3x

63. f(x) = 15x%2 64. f(x) =20%x
65. f(0) =3tan 6 66. (1) =10cost — 15sent

En los ejercicios 67 y 68, demostrar que la funcion que satisface
la ecuacién.

Funcion Ecuacion
67. y=2senx + 3cosx y'+y=0
10 —
68. y=& xy’ +y = senx
X

En los ejercicios 69 a 80, encontrar la derivada de la funcion.

5\? 1\s
69. . 70. _ < > ,)
h(x) <x2 i 3> fl) =(x2+ ;
Lo f(s) = (s = 1D)¥(s® + 5) T2 h(6) = (1 _0 0
73. y=5cos(9x + 1) 74. y=1—cos2x+ 2cos’x
75. y:ifm 76. y:m,sec%
2 4 7 5
71. y= %senyzx - %sen”zx 78. flx) = 773/:_ ;
79, y = sen mx 30. _cosx — 1)
x+2 x—1

En los ejercicios 81 a 84, encontrar la derivada de la funcion en
el punto dado.

8. f(x)=V1—-2, (-2.3)
82. f=¥x2—-1, (3.2
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1 1
83. y= chc2x, (4,2)

84. y = csc3x + cot 3x, (%T, 1)

@D En los ejercicios 85 a 88, utilizar un sistema algebraico compu-

tarizado para encontrar la derivada de la funcién. Utilizar una he-
rramienta de graficacion para representar la funcion y su derivada
en el mismo plano cartesiano. Describir el comportamiento de la
funcion que corresponda a todo cero de la grafica de la derivada.

8. 4= o 86. (1) = [(x = 2)(x + P

87. f=Vr+1¥+1 88 y= 3x(x+2)3

@D Enlos ejercicios 89 a 92, a) utilizar un sistema algebraico compu-

tarizado para encontrar la derivada de la funcién en el punto
dado, b) encontrar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de
la funcién en el punto y ¢) representar graficamente la funcién y
su recta tangente en el mismo plano cartesiano.

89. flo) =r(—1p, (2.4

90. g(x) = xJ/a%2+ 1, (3, 3\/5)
91. f(x) = tan m, (—2, tan \/§)
92. fx)=2 csc3(\/;c), (1,2 csc? 1)

En los ejercicios 93 a 96, encontrar la segunda derivada de la
funcion.

1
93. y = 7x%+ cos2x 94. y=Ftanx

95. f(x) = cotx 96. y = sen’x

En los ejercicios 97 a 100, utilizar un sistema algebraico compu-
tarizado para encontrar la segunda derivada de la funcién.

47 6x — 5
97. (1) = (1_’t)2 98. g(x)=x)2€+ :

99. 2(0) = tan30 —sen( — 1) 100. h(x) = 5x/x>— 16

101. Refrigeracion Latemperatura T en grados Fahrenheit de los
alimentos colocados en un congelador es

700
T=ya+ 10

donde ¢ es el tiempo en horas. Calcular la razén de cambio de
T con respecto a t en cada uno de los siguientes tiempos:

a) t=1 by t=3 c) t=5 dy t=10

102. Flujo de fluidos La velocidad de salida v de un liquido que
fluye por el orificio que se encuentra en la parte inferior de
un tanque estd dada por v = @ , donde g es la aceleracion
de la gravedad (32 pies por segundo al cuadrado) y % es la
profundidad del liquido dentro del tanque. Encontrar el ritmo
de cambio de v con respecto a h cuando a) h = 9y b) h =
4. (Observar que g = +32 pies por segundo al cuadrado. El
signo g depende de como se modele el problema. En este
caso, considerar una g negativa produciria un valor imaginario
parav.)

En los ejercicios 103 a 108, utilizar la derivacion implicita para
encontrar dy/dx.

103. x2+ 3xy +y3 =10 104, y2=(x—y)x2+y)

105. J/xy =x— 4y 106.  y/x —xJy =25
107. xseny = ycosx 108. cos(x +y) ==x

H: En los ejercicios 109 y 110, encontrar las ecuaciones de las rectas

tangente y normal a la grifica de la ecuacion en el punto dado.
Utilizar una herramienta de graficacion para representar la ecua-
cion, la recta tangente y la normal.

109. x2+y2=10, (3,1) 110. x2—y2=20, (6,4)

111.  Un punto se mueve sobre la curva y =+/x de manera tal que el
valor en y aumenta con un ritmo de dos unidades por segundo.
(A qué ritmo cambia x en cada uno de los siguientes valores?

by x=1 c) x=4
112. Superficie Las aristas de un cubo se expanden a un ritmo de

8 centimetros por segundo. ;A qué ritmo cambia el drea de su
superficie cuando sus aristas tienen 6.5 centimetros?

a) x=3

113. Profundidad La seccion transversal de un canal de 5 metros
es un trapezoide isdsceles con base menor de dos metros, base
mayor de tres metros y una altura de dos metros. El agua corre
por el canal a un ritmo de un metro ctbico por minuto. ;Con
qué rapidez aumenta el nivel del agua cuando ésta tiene un
metro de profundidad?

114. Velocidad lineal y angular Un faro giratorio se localiza a 1
kilémetro en linea recta de una playa (ver la figura). Si el faro
giraaunritmo de tres revoluciones por minuto, ; a qué velocidad
parece moverse el haz de luz (en kilémetros por hora) para un
espectador que se encuentra a medio kilémetro sobre la playa?

O

|<—%k1n—><

No estd dibujado a escala

115. Sombra en movimiento Se dejacaer un costal de arena desde
un globo aerostdtico que se encuentra a 60 metros de altura; en
ese momento el angulo de elevacion del Sol es de 30 grados (ver
la figura). Encontrar el ritmo al que se mueve la sombra sobre el
pisocuando el costal estd auna alturade 35 metros. [Sugerencia:
La posicién del costal estd dada por s(f) = 60 — 4.9¢%.]

Rayos
solares

Posicion: )
s(5)=60—4.9:% ! T

1
. A 60m
P o
1

.- \30° !

Trayectoria de la sombra



Iml Solucidn de problemas

A 1

Tomando en cuenta la gréfica de la pardbola y = x*:

a) Encontrar el radio rdel circulo mas grande posible centrado
sobre el eje x que es tangente a la pardbola en el origen, como
se muestra en la figura. Este circulo se denomina el circulo
de curvatura (ver la seccion 12.5). Encontrar la ecuacion
de este circulo. Utilizar una herramienta de graficacin para
representar el circulo y la pardbola en la misma ventana,
con el fin de verificar la respuesta.

b) Encontrar el centro (0, b) del circulo con radio 1 centrado
sobre el eje y que es tangente a la pardbola en dos puntos,
como se muestra en la figura. Encontrar la ecuacién de
este circulo. Utilizar una herramienta de graficacién para
representar el circulo y la pardbola en la misma ventana,
con el fin de verificar la respuesta.

-1 1

Figura para la Figura para 1
2. Representar las dos pardbolas y = x¥*yy = —x* + 2x — 5en
el mismo plano cartesiano. Encontrar las ecuaciones de las dos
rectas igualmente tangentes a ambas pardbolas.
3. a) Encontrar el polinomio P,(x) = a, + a,x cuyo valor y
pendiente concuerdan con el valor y la pendiente de f(x)
= cos x en el punto x = 0.
b) Encontrar el polinomio P,(x) = a, + a,x + a,x* cuyo valor
y primeras dos derivadas concuerdan con el valor y las dos
primeras derivadas de f(x) = cos x en el punto x = 0. Este
polinomio se denomina polinomio de Taylor de segundo
grado de f(x) = cosxenx = 0.
¢) Completar la siguiente tabla comparando los valores de
f(x) = cos xy P,(x). ;Qué es lo que se observa?
x —1.0 | —0.1 | —0.001 | 0 | 0.001 | 0.1 1.0
cos x
P z(x)
d) Encontrar el polinomio de Taylor de tercer grado de
f(x) =senxenx = 0.
4. a) Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la pardbola

y = x* en el punto (2, 4).

b) Encontrar la ecuacién de larectanormal a y = x* en el punto
(2, 4). (La recta normal es perpendicular a la tangente.)
(Dénde corta esta recta a la pardbola por segunda vez?

¢) Encontrar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a
y = x* en el punto (0, 0).

e s,
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Solucién de problemas

d) Demostrar que para todo punto (a, b) # (0, 0) sobre la
pardbola y = x la recta normal corta a la grafica una
segunda vez.

Encontrar un polinomio de tercer grado p(x) tangente a la
recta y = 14x — 13 en el punto (1, 1), y tangente a la recta
y = —2x — 5enel punto (—1, —3).

Encontrar la funcién de la forma f(x) = a + b cos cx tangente
alarectay = 1 en el punto (0, 1) y tangente a la recta

+
NSRS
13

y=x

en el punto <E, é)
4’2

La gréfica de la curva ocho, en forma de pera,
x*=a?(x2 — y?),a # 0,

es la siguiente

a) Explicar cémo podria utilizarse una herramienta de grafi-
cacion para representar esta curva.

b) Utilizar una herramienta de graficacién para representar
la curva para diversos valores de la constante a. Describir
c6mo influye en la forma de la curva.

¢) Determinar los puntos de la curva donde la recta tangente
es horizontal.

La grifica de la curva cudrtica, en forma de pera,

¥y =xa—x), a,b>0,
es la siguiente

y

a) Explicar como podria utilizar una herramienta de grafica-
cion para representar esta curva.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
curva para diversos valores de las constantes a 'y b. Describir
c6émo influyen en la forma de la curva.

¢) Determinar los puntos de la curva donde la recta tangente
es horizontal.
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10.

11.

12.

EE 1.

CAPITULO 2 Derivacién

Un hombre que mide seis pies de estatura camina a un ritmo de
5 pies por segundo hacia una farola del alumbrado publico que
tiene 30 pies de altura (ver la figura). Su hijo, que mide 3 pies,
le sigue a la misma velocidad pero 10 pies detrds de €l. Por
momentos, la sombra que queda detrds del nifio es la producida
por el hombre, y en otros, es la del nifio.

a) Suponiendo que el hombre estd a 90 pies de la farola,
demostrar que su sombra se proyecta tras del nifio.

b) Suponiendo que el hombre estd a 60 pies de la farola,
demostrar que la sombra del nifio se extiende mas alld de
la del hombre.

¢) Determinar la distancia d desde el hombre hasta la farola
en la que los bordes de ambas sombras estdn exactamente
a la misma distancia de la farola.

d) Determinar a qué velocidad se mueve el borde de la sombra
en funcién de x, la distancia entre el hombre y la farola.
Analizar la continuidad de esta funcién de velocidad de la
sombra.

30
pies

a
. N
6 pies| ¢

N
N
N
3 pies i \
No estd dibujado =10 pies—>

a escala

Figura para 9

Figura para 10

3 3 37
Una particula se mueve sobre la graficade y = 4/ x (verla figura).
Cuando x = 8, la componente y de su posicién aumenta con un
ritmo de un centimetro por segundo.

a) (A qué velocidad se modifica la componente x en este
momento?

b) (A qué velocidad se modifica la distancia desde el origen
en este momento?

¢) (A qué velocidad cambia el dngulo de inclinacién 6 en este
momento?

Sea L una funcidn derivable para todo x. Demostrar que si L(a
+ b) = L(a) + L(b) paratodo a y b, entonces L'(x) = L'(0) para
todo x. (A qué se parece la grafica de L?

Sea E una funcién que satisface E(0) = E'(0) = 1. Demostrar que
si E(a + b) = E(a)E(b) paratodo ay b, entonces E es derivable
y E’(x) = E(x) para todo x. Encontrar un ejemplo de una funcién
que satisfaga E(a + b) = E(a)E(b).

El limite fundamental lim o> = | supone que x se mide en

radianes. ;Qué sucedexziox sxe midié en grados en vez de ra-

dianes?

a) Configurar una herramienta de graficacién en modo degree
y completar la tabla.

z (en grados) | 0.1 | 0.01 | 0.0001

senz
4

14.

15.

b) Utilizar la tabla para estimar

senz

Iim
z—0 Z
para z en grados. ;Cudl es el valor exacto de este limite?
(Sugerencia: 180° = 1 radianes).

¢) Utilizar la definicién por limite de la derivada para en-
contrar

d

e sen z
para z en grados.

d) Definir las nuevas funciones S(z) = sen(cz) y C(z) =
cos(cz), donde ¢ = 7/180°. Encontrar S(90) y C(180).
Utilizar la regla de la cadena para calcular

d
;ZS (2).

e) Explicar por qué el cdlculo es mas sencillo utilizando
radianes en lugar de grados.

Un astronauta que estd en la Luna lanza una roca. El peso de
dicha roca es

27 ,
= -2 427 +
s 10[ 7t + 6

donde s se mide en pies y  en segundos.

a) Encontrar expresiones para la velocidad y aceleracion de
la roca.

b) Encontrar el tiempo en que la roca estd en su punto mas
alto calculando el tiempo en el que la velocidad es igual a
0. (Cuadl es la altura de la roca en este momento?

¢) (Como se compara la aceleracion de la roca con la acele-
racion de la gravedad de la Tierra?

Si a es la aceleracion de objeto, la variacion de la aceleracion
Jj se define como j = a' (7).

a) Utilizar esta definicién para elaborar una interpretacion
fisica de j.

b) Encontrarj para el vehiculo que se menciona en el ejercicio
119 de la seccién 2.3 e interpretar el resultado.

¢) Enlafigura se muestra la grafica de las funciones de posi-
cion, velocidad, aceleracion y variacion de la aceleracion
de un vehiculo. Identificar cada gréfica y explicar el razo-
namiento.




|ﬂ Aplicaciones
e la derivada

En este capitulo se discutirdn diferentes
aplicaciones de la derivada de una fun-
cién. Estas aplicaciones se dividen en tres
categorias bésicas: trazado de curvas, op-
timizacion y técnicas de aproximacion.

En este capitulo, se aprendera:

B Cémo utilizar la derivada para loca-
lizar los valores maximos y mini-
mos de una funcién en un intervalo
cerrado. (3.1)

B Cémo un gran niimero de resultados
en este capitulo dependen de dos
importantes teoremas: el Teorema de
Rolle y el Teorema del valor medio.
(3.2)

B Coémo utilizar la primera derivada
para determinar si una funcion es
creciente o decreciente. (3.3)

B Como emplear la segunda derivada
para determinar si la grafica de una
funcién es concava hacia arriba o
céncava hacia abajo. (3.4)

B Coémo determinar las asintotas hori-
zontales de la grafica de una funcion.
(3.5)

B Como graficar una funcién con las
técnicas del capitulo P-3. (3.6)

© E.J. Baumeister Jr./Alamy

Una nave pequeiia inicia su descenso desde una altitud de 1 milla, 4 millas
al oeste de la pista de aterrizaje. Dada una funcién que modela la trayectoria

B Cémo resolver problemas de optimi- L S U . N .
zacion. (3.7) en la que planea el avion, ;cuando desciende el avion con la mayor razén de
B .. .
B Cémo utilizar técnicas de aproxima- cambio? (Ver la seccion 3.4, ejercicio 75.)
cién para resolver problemas. (3.8 y
3.9)
| 1 . |

1 1
1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

P ® > — & & > T T
1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

En el capitulo 3 se usara el calculo para analizar graficas de funciones. Por ejemplo, se puede usar la derivada de una
funcién para determinar sus valores maximos y minimos. Se usaran limites para identificar las asintotas de la grafica
de una funcién. En la seccién 3.6 se combinaran estas técnicas para trazar la grafica de una funcién.
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en un intervalo

Im Extremos

5 (2’ 5) _Miximo
4+ f) =x2+1
3 -+
\2:
(0, 1) ———Minimo
[ I I
-1 1 2 3

a) fescontinua [ 1, 2] es cerrado

_Noesun
maximo
f)=x2+1
(0, ) ———Minimo
A
-1 1 2 3

2
_Jx+1, x#0
g(x)_{z, x=0

< Noesun
minimo

e

} 1 f x
1 2 3

® Entender la definicion de extremos de una funcion en un intervalo.
® Entender la definicion de extremos relativos de una funcién en un intervalo abierto.
® Encontrar los extremos en un intervalo cerrado.

Extremos de una funcion

En el cédlculo, se dedica mucho esfuerzo para determinar el comportamiento de una funcién
f sobre un intervalo /. ; f tiene un valor mdximo en /? ; Tiene un valor minimo? ;D6nde es
creciente la funcién? ;Dénde es decreciente? En este capitulo se verd cémo las derivadas
se utilizan para responder estas preguntas. También por qué los planteamientos anteriores
son importantes en las aplicaciones de la vida real.

DEFINICION DE EXTREMOS

Sea f definida sobre un intervalo I que contiene a c.

1. f(c) es el minimo de f en I si f(c) < f(x) para toda x en 1.
2. f(c)es el maximo de fenIsi f(c)>= f(x) paratodaxen /.

Los minimos y maximos de una funcién en un intervalo son los valores extremos, o
simplemente extremos, de la funcién en el intervalo. El minimo y el maximo de una
funcién en un intervalo también reciben el nombre de minimo absoluto y maximo
absoluto en el intervalo.

Una funcién no siempre tiene un minimo o un mdximo en un intervalo. Por ejemplo,
en la figura 3.1a y b, es posible ver que la funcién f(x) = x> + 1 tiene tanto un minimo
como un maximo en el intervalo cerrado [—1, 2], pero no tiene un maximo en el intervalo
abierto (—1, 2). Ademds, en la figura 3.1c se observa que la continuidad (o la falta de la
misma) puede afectar a la existencia de un extremo en un intervalo. Esto sugiere el siguiente
teorema. (Aunque el teorema de los valores extremos es intuitivamente plausible, la prueba
del mismo no se encuentra dentro del objetivo de este libro.)

TEOREMA 3.1 EL TEOREMA DEL VALOR EXTREMO

Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces f tiene tanto un minimo como
un maximo en el intervalo.

EXPLORACION

Determinacion de los valores minimo y mdximo El teorema del valor extremo (al
igual que el teorema del valor intermedio) es un teorema de existencia porque indica la
existencia de valores minimo y maximo, pero no muestra como determinarlos. Emplear la

) gnoes continua [-1, 2] es cerrado.

Los extremos pueden encontrarse en puntos
interiores o en puntos terminales de un

funcidén para valores extremos de una herramienta de graficacion con el fin de encontrar
los valores minimo y maximo de cada una de las siguientes funciones. En cada caso, ;los
valores de x son exactos o aproximados? Explicar.

intervalo. Los extremos que se presentan en

puntos terminales se denominan extremos

o terminales
Figura 3.1

a) flx) = x> — 4x + 5 en el intervalo cerrado [—1, 3]

b) flx) = x* — 2x> — 3x — 2 en el intervalo cerrado [—1, 3]



Cresta ¥ fx) =x3 = 3x2
0,00

]

—_—

T

-1 1 2

ftiene un maximo relativo en (0, 0) y un

minimo relativo en (2, — 4)
Figura 3.2

Valle

/2.4

y 2 _
Y Miximo  f) =2 . )
relativo 3
2 -4
(3.2)
} } } X
2 4 6
_2 -+
,4 -4
a) f'3)=0

y

f) =|x| 3

/ relativo
1 Il
T T

} T x
2 -1 N1 2
-1+ (0,0

b) f'(0) no existe

y

J(x) =sen x
2 .
(E’ ]) Maximo
14 2 relativo

} }
T 3
2

_l -+

o relativo

YERYCR

Figura 3.3
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Extremos relativos y puntos o nimeros criticos

En la figura 3.2, la gréfica de f(x) = x* — 3x? tiene un maximo relativo en el punto (0, 0) y
un minimo relativo en el punto (2, —4). De manera informal, para una funcién continua, es
posible que se piense que un maximo relativo ocurre en una “cima” de la grafica. Y que un
minimo relativo se presenta en un “valle” en la grafica. Tales cimas y valles pueden ocurrir
de dos maneras. Si la cima (o valle) es suave y redondeada, la grafica tiene una tangente
horizontal en el punto alto (o punto bajo). Si la cima (o valle) es angosta y picuda, la grafica
representa una funcién que no es derivable en el punto alto (o punto bajo).

DEFINICION DE EXTREMOS RELATIVOS

1. Sihay unintervalo abierto que contiene a ¢ en el cual f(c) es un mdximo, entonces
f(c) recibe el nombre de maximo relativo de f, o se podria afirmar que f tiene
un maximo relativo en (c, f(c)).

2. Sihay unintervalo abierto que contiene a ¢ en el cual f(c) es un minimo, entonces
f(c) recibe el nombre de minimo relativo de f, o se podria afirmar que f tiene
un minimo relativo en (c, f(c)).

El plural de maximo relativo es maximos relativos, y el plural de minimo relativo
es minimos relativos. Un médximo relativo y un minimo relativo algunas veces son
llamados maximo local y minimo local, respectivamente.

El ejemplo 1 examina las derivadas de una funcién en extremos relativos dados. (Se
habla bastante acerca de la determinacion de los extremos relativos de una funcion en la
seccion 3.3.)

EJEMPLO | El valor de la derivada en los extremos relativos

Encontrar el valor de la derivada en cada uno de los extremos relativos que se ilustran en
la figura 3.3.

Solucion
9(x? — 3)

3

a) Laderivadade f(x) = es

X

_ x3(18x) — (9)(x2 — 3)(3x?)

f’(x) (x3)2 Derivar utilizando la regla del cociente.

_ 909 = x?)

" Simplificar.

X
En el punto (3, 2), el valor de la derivada es f'(3) = 0 (ver la figura 3.3a).

b) Enx = 0,laderivadade f(x) = |x| no existe debido a que difieren los siguientes limites
unilaterales (ver la figura 3.3b).

lim f&) = 1(0) = lim |i| =—1 Limite desde la izquierda.
x—0~ x—0 x—0" X

lim f( ) —f(O) = lim |x| =1 Limite desde la derecha.
x—=0* x—0 x—=0" X

¢) Laderivada de f(x) = sen x es
f(x) = cos x.
En el punto (77/2, 1), el valor de la derivada es f'(7/2,) = cos (7/2) = 0. En el pun-
to (37/2, —1), el valor de la derivada es f'(37/2) = cos (37/2) = 0 (ver la figura
3.3¢).
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Mary Evans Picture Library

Pierre DE FErvaT (1601-1665)

Para Fermat, que estudio abogacia, las
matematicas eran mas una aficion que una
profesion. Sin embargo, Fermat realizo
muchas contribuciones a la geometria
analitica, la teoria de numeros, el calculo
y la probabilidad. En cartas a sus amigos,
escribio muchas de las ideas fundamentales
del calculo, bastante antes de Newton o
Leibniz. Por ejemplo, el teorema 3.2
algunas veces se atribuye a Fermat.

Notese que en el ejemplo 1 en los extremos relativos la derivada es cero o no existe. Los
valores de x en estos puntos especiales reciben el nombre de puntos criticos. La figura 3.4
ilustra los dos tipos de niimeros criticos. Obsérvese en la definicién que el nimero critico ¢
debe estar en el dominio de f;, pero ¢ no tiene que estar en el dominio de /.

DEFINICION DE UN NUMERO O PUNTO CRITICO

Sea f definida en ¢. Si f'(c) = 0 o si f no es derivable en ¢, entonces ¢ es un punto
critico de f.

f’(¢) no existe

f =0

Tangente
horizontal

Y R

L

/ N /

¢ es un punto critico de f
Figura 3.4

TEOREMA 3.2 LOS EXTREMOS RELATIVOS OCURREN SOLO EN NUMEROS
0 PUNTOS CRITICOS

Si f tiene un minimo relativo o un maximo relativo en x = ¢, entonces ¢ es un punto
critico de f.

DEMOSTRACION

Caso 1: Si f no es derivable en x = ¢, entonces, por definicion, ¢ es un punto critico de
fy el teorema es vélido.

Caso 2: Si f es derivable en x = ¢, entonces f'(c) debe ser positiva, negativa o 0. Suponer
que f'(c) es positiva. Entonces

7o) = tim T =10

x—c X —C
lo cual implica que existe un intervalo (a, b) que contiene a ¢ de modo tal que

x) — flc
f( ) f_( ) > 0, para todox # c en (a, b) (Ver el ejercicio 82b, seccion 1.2.)
x—c
Como este cociente es positivo, los signos en el denominador y el numerador deben coin-
cidir. Lo anterior produce las siguientes desigualdades para los valores de x en el intervalo

(a, b).
Izquierdadec: . < - y f(x) < f(c) —> f(c) noesun minimo relativo
Derechadec: - . y f(x) > fl¢) = f(c) noesun maximo relativo
De tal modo, la suposicion de que f'(c) > 0 contradice la hipétesis de que f(c) es un extre-
mo relativo. Suponiendo que f'(¢) <0 produce una contradiccion similar, sélo queda una

posibilidad, a saber, f'(c) = 0. En consecuencia, por definicion, ¢ es un punto critico de f
y el teorema resulta valido. ——
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12

8 +

(2, 16)
Miximo

a1,-1 ?
Minimo

fx) =3x% — 4x3

En el intervalo cerrado [— 1, 2], f tiene
un minimo en (1, —1) y un maximo en

(2, 16)
Figura 3.5
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Determinacion de extremos en un intervalo cerrado

El teorema 3.2 sefiala que los extremos relativos de una funcién sélo pueden ocurrir en los
puntos criticos de la funcién. Sabiendo lo anterior, se pueden utilizar las siguientes estrategias
para determinar los extremos en un intervalo cerrado.

Estrategias para la determinacion de extremos en un intervalo cerrado

Para determinar los extremos de una funcion continua f en un intervalo cerrado
[a, b], se siguen estos pasos.

1. Se encuentran los puntos criticos de f en (a, b).

2. Seevalua f en cada punto critico en (a, b).

3. Seevalia f en cada punto extremo de [a, b].

4. El mas pequefio de estos valores es el minimo. El mas grande es el maximo.

Los siguientes tres ejemplos muestran como aplicar estas estrategias. Asegurarse de ver
que la determinacidn de los puntos criticos de la funcién sé6lo es una parte del procedimien-
to. La evaluacién de la funcién en los puntos criticos y los puntos extremos o terminales
corresponden a la otra parte.

EJEMPLO 2 Determinacion de los extremos en un intervalo cerrado

Determinar los extremos de f(x) = 3x* — 4x> en el intervalo [—1, 2].

Solucién Se empieza derivando la funcién

f(x) = 3x* — 453 Escribir la funcién original.
f’(x) = 12x3 — 12x2 Derivar.

Para determinar los puntos criticos de f, se necesitan encontrar los valores de x para los
cuales f'(x) = 0y todos los valores de x para los cuales f’(x) no existe.

f’(x) = 12x3 — 12x2 = Igualar f”(x) a cero.
12x2(x — 1) =0 Factor.
X = O, 1 Numeros criticos.

Debido a que f' se define para todo x, es posible concluir que estos niimeros son los tnicos
puntos criticos de f. Al evaluar f en estos dos puntos criticos y en los puntos extremos de
[—1, 2], es posible determinar que el maximo es f(2) = 16 y el minimo corresponde a f(1)
= —1, como se muestra en la tabla. La grafica de f se muestra en la figura 3.5.

Punto terminal Punto Punto Punto terminal
izquierdo critico critico derecho
f(=1) =17 fO)=0 | f(1)= -1 f(2) =16
Minimo Maximo
I

En la figura 3.5 nétese que el punto critico x = 0 no produce un minimo relativo o un
maximo relativo. Esto indica que el reciproco del teorema 3.2 no es vélido. En otras palabras,
los niimeros criticos de una funcion no necesitan producir extremos relativos.
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y

Minimo
(-1,-5)

fx)=2x—3x*3

En el intervalo cerrado [— 1, 3], f tiene
un minimo en (— 1, — 5) y un maximo
en (0, 0)

Figura 3.6

( %, 3) Miximo

w

f(x) =2 sen x — cos 2x

[}

|
[SIE R
TS
_
[\*]
A
|
X
L
=

1
0,-1

-2 [E _3) (m _3)
. 6\2, . 6/ 2
Minimo

En el intervalo cerrado, [0, 2 7], f tiene dos
minimos en (77/6, — 3/2)y (1171/6,

— 3/2) y un maximo en (77/2, 3)

Figura 3.7

Aplicaciones de la derivada

EJEMPLO 3 Determinacion de los extremos en un intervalo cerrado

Encontrar los extremos de f(x) = 2x — 3x*° en el intervalo [—1, 3].

Solucion  Se empieza derivando la funcién.

flx) = 2x — 3x%/3

, 2 X3 —1
f(x):z—WZZ( /3 )

X

Escribir la funcién original.

Derivar.

A partir de esta derivada, es posible advertir que la funcién tiene dos puntos criticos en
el intervalo [—1, 3]. El ndmero 1 es critico porque f'(1) = 0, y el punto O es un punto
critico debido a que f'(0) no existe. Al evaluar f en estos dos niimeros y en los puntos
extremos del intervalo, se puede concluir que el minimo es f(—1) = —5 y el maximo,
f(0) = 0, como se indica en la tabla. La grafica de f se muestra en la figura 3.6.

Punto terminal Punto Punto Punto terminal
izquierdo critico critico derecho

f(=1) = =5 f0)=0 f)=-1 | f3)=6-339~-024
Minimo Maximo

EJEMPLO 4 Determinacion de los extremos en un intervalo cerrado

Encontrar los extremos de f(x) = 2 sen x — cos 2x en el intervalo [0, 277].

Solucién  Esta funcién es derivable para todo x real, por lo que es posible determinar todos
los puntos criticos derivandola e igualando f'(x) a cero, como se indica.

f(x) = 2senx — cos 2x
f/(x) =2cosx + 2sen2x =0
2cosx + 4cosxsenx =0
2(cos x)(1 + 2senx) =0

Escribir la funcién original.
Igualar f”(x) a cero.
sen 2x = 2 cos X sen x.

Factor.

En el intervalo [0, 2], el factor cos x es cero cuando x = 77/2 y cuando x = 377/2. El factor
(1 4+ 2 sen x) es cero cuando x = 77/6 y cuando x = 117/6. Al evaluar f en estos cuatro
nimeros criticos y en los puntos extremos del intervalo, se concluye que el mdximo es
f(mw/2) = 3 y que el minimo se presenta en dos puntos, f(77/6) = —3/2y f(117/6) =
—3/2, como se indica en la tabla. La grafica se muestra en la figura 3.7.

Punto terminal Punto Punto Punto Punto Punto terminal
izquierdo critico critico critico critico derecho
T T 3 37 117 3
£(0) = ~1 f<2>—3 f<6>——2 f<2>——1 f(6>——2 fem = -1
Maximo Minimo Minimo




Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, determinar el valor de la derivada (si ésta
existe) en cada extremo indicado.

2

X T
1. f(x) = 21a 2. f(x) = cos -
y y
2+ 2+

N ©, 1)

#4 X /\ | / x

200 1 2 / \3/3
-1+ —1—+
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4
3. gl =x+ 2 4 flx) = —-3x/x+1
y y
6 (_2 M)2*
54+ 3 3
Al 1
3+ H—H%
P C o) -2 (-1,0) 1 2
14+ T
> x i
1 23 456
5. flo)=(x+2)¥ 6. flx)=4— |x|
y y
6Ak
0,4
. 0,4)
X 2Ak
} } x
4y AN
_2A» _2 —_

En los ejercicios 7 a 10, aproximar los puntos criticos de la fun-
cion que se muestra en la grafica. Determinar si la funcién tiene
un maximo relativo, minimo relativo, maximo absoluto, minimo
absoluto o ninguno de éstos en cada nimero critico sobre el in-
tervalo indicado.

7. y 8. y

5+
4+
3+

2+ % % x

1
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9 y 10. y

s 8

4+ 6L

3+ i
2 —

Pl
i

% L ; t— >
-1 12 3 4 5 2, 02 4 88

En los ejercicios 11 a 16, determinar cualesquiera de los puntos
criticos de la funcién.
11, f(x) = 23 — 3x2 12. g(x) = x* — 442

1B, g)=1/d—1,1<3 14, flr) = -2

x>+ 1
15. h(x) = sen®x + cos x 16. f(6) = 2sec 0 + tan 6
0<x<2m 0<0<2m

En los ejercicios 17 a 36, ubicar los extremos absolutos de la fun-
cion en el intervalo cerrado.

17. f(x) =3 —x, [-1,2]

18. f(x) =

+
2x3 5! [0, 5]

19. g(x) = x> — 2x, [0, 4]
20. h(x) = —x*> + 3x — 5, [-2,1]
22, f(x) = x3 — 12x, [0, 4]

24. glx) = ¥x, [-1,1]

12 2x

21. f(x) = x3 — %xz, [-1.2]

23. y =3x¥3 —2x, [ 1, 1]

25. g(t) = 213 [—1,1] 26. f(x) = 2171 [—2,2]
1 t
27. h(s) = P [0, 1] 28. h(t) = PR [3,5]
29.y=3—|t—3,[-1,5]
1
30. g(x) i E—— PESIE [-3.3]

31 f(x) = [+, [-2,2]

1
33. f(x) = cos mx, [O, 6]
35. y =3 cosx, [0,27]

32. h(x) =2 -, [-2,2]

T
34. g(x) = secx, [ o 3]

X

36. y = tan <7; >, [0, 2]

En los ejercicios 37 a 40, localizar los extremos absolutos de la
funcion (si existen) sobre cada intervalo.

37. f(x) =2x — 3 38. f(x) =5 —x
a) [0,2] b) [0,2) a) [1,4] b) [1,4)
o) (0,2] d) (0,2) o) (1,4] d) (1,4)
39. f(x) = 22 — 2x 40. f(x) = /4 — 22
a) [-1,2] b) (1,3] a) [-2,2] b)) [-2,0)
o) (0,2) d) [1,4) o (-2,2) d 1,2
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HF En los ejercicios 41 a 46, dibujar la grafica de la funcién. Luego

localizar los extremos absolutos de la misma sobre el intervalo
indicado.

_ 2x+2, 0<x<1
A 0= 10 l<rey 03
2—-x% 1<x<3
42. = ’
U {2—3x, 3ercy 07
3 2
43. f(x):xfl’ (1, 4] 44. f(x):ﬁ, [0,2)

45, fx)=x*—-23+x+1, [-1,3]

46. f(x) = Jx + cosg, [0, 2]

@D Enlos ejercicios 47 y 48, a) usar un sistema de algebra por compu-

tadora para representar la funcién y aproximar cualesquiera
extremos absolutos sobre el intervalo dado. b) Utilizar una herra-
mienta de graficacion para determinar cualesquiera puntos criti-
cos y emplear éstos para encontrar todos los extremos absolutos
no ubicados en los puntos extremos o terminales. Comparar los
resultados con los del apartado a).

47.  f(x) = 3.2x° + 5x3 — 3.5x, [0,1]

88, flx) = %x\/i?a — [0.3]

@ En los ejercicios 49 y 50, utilizar un sistema de dlgebra por

computadora para encontrar el valor maximo de |f”(x)| en el in-
tervalo cerrado. (Este valor se usa en la estimacion del error para
la regla del trapecio, como se explica en la seccion 4.6.)

9. f)=JT+2 [0,2] S0 f(x):)ﬁ’ B 3]

@ En los ejercicios 51 y 52, utilizar un sistema de algebra por

computadora para determinar el valor maximo de |f“(x)| en
el intervalo cerrado. (Este valor se emplea en la estimacion del
error correspondiente a la regla de Simpson, como se explica en
la seccion 4.6.)

5L f(x) = e+ D3, [0,2] 520 flx) =

S L

53. Redaccion Escribir un parrafo breve explicando por qué una
funcién definida sobre un intervalo abierto puede no tener un
maximo o un minimo. Ilustrar la explicacién con un dibujo de
la gréfica de tal funcién.

Para discusion

54. Decidir si cada uno de los puntos etiquetados es un maxi-
mo o un minimo absoluto, un maximo o un minimo rela-
tivo o ninguno.

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 55 y 56, dibuje la grafica de una funciéon sobre
el intervalo [—2, 5] que tenga las siguientes caracteristicas.
55. Maximo absoluto en x = —2, minimo absoluto en x = 1,
maximo relativo en x = 3.
56. Minimo relativo en x = —1, nimero critico en x = 0, pero
ningtin extremo, maximo absoluto en x = 2, minimo absoluto
enx = 5.
En los ejercicios 57 a 60, determinar a partir de la grafica si f
tiene un minimo en el intervalo abierto (a, b).
57. a) b)
y y
X X
a b a b
58. a) b)
y y
f f
a b " a b
59. a) b)
y y
f f
*
)
X X
a b a b
60. a) b)
y y
/ : !
X X
a b a b




61.

62.

Potencia Laférmulaparalasalidade potencia P de unabateria
es P = VI — RI* donde Ves la fuerza electromotriz en volts. R es
laresistencia e [ es la corriente. Determinar la corriente (medida
en amperes) que corresponde a un valor maximo de P en una
bateria para la cual V = 12 volts y R = 0.5 ohms. Suponer que
un fusible de 15 amperes enlaza la salida en el intervalo 0 = /
= 15. (Podria aumentarse la salida de potencia sustituyendo el
fusible de 15 amperes por uno de 20 amperes? Explicar.

Aspersor giratorio para césped Un aspersor giratorio para
césped se construye de manera tal que d6/dt es constante, donde
0 varia entre 45° y 135° (ver la figura). La distancia que el agua
recorre horizontalmente es

v2sen26
=—— 45°<6<135°
32
donde v es la velocidad del agua. Determinar dx/dt y explicar
por qué este aspersor no rocia de manera uniforme. ;Qué parte
del césped recibe la mayor cantidad de agua?

6=105° 7 6=75°
7 N 4N
4 A} 4 AY
1 \ 1 AY
0 =135°¢ N v 9 =45°
- A P i
SV L7 ~
*\\I,'\ﬁe &

4

m” [“/ lmm

Aspersor de agua: 45° <6< 135°

PARA MAYOR INFORMACION  Para mayor informacién acerca
de “célculo de un aspersor de riego para césped” consultar el articulo
“Design of an Oscillating Sprinkler” de Bart Braden en Mathematics
Magazine.

63.

Panal El drea de la superficie de una celda de un panal es

S = s + (Y3 —cost
2 sen 0

donde % y s son constantes positivas y 6 es el dngulo al cual las
caras superiores alcanzan la altura de la celda (ver la figura).
Encontrar el dngulo 0 (7/6 = 6 = 7r/2) que minimiza el drea
superficial S.

PARA MAYOR INFORMACION  Para mayor informacion acerca de
la estructura geométrica de una celda de un panal, consultar el articulo
“The Design of Honeycombs” de Anthony L. Peressini en UMAP
Moédulo 502, publicado por COMAP, Inc., Suite 210, 57 Bedford
Street, Lexington, MA.

64.

¢Verdadero o falso?
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Diseiio de una autopista Para construir una autopista, es
necesario rellenar una parte de un valle donde los declives
(pendientes) son de 9 y 6% (ver la figura). La parte superior de
la regién rellenada tendrd la forma de un arco parabdlico que es
tangente a las dos pendientes en los puntos A y B. La distancia
horizontal desde el punto A haste el eje y y desde el punto B
hasta el eje y es de 500 pies en ambos casos.

y
=—500 pies —==— 500 pies—
S~ -A y Autoplsta * *
“fcj]";~~-"-------\"elge()%
Dech x
No estd dibujado a escala

a) Determinar las coordenadas de A 'y B.

b) Determinar una funcién cuadrdtica y = ax*> + bx + ¢,
—500 = x = 500 que describa la parte superior de la regién
rellenada.

¢) Construir una tabla en la que se indiquen las profundidades
del relleno parax = —500, —400, —300, —200, —100, O,
100, 200, 300, 400 y 500.

d) (Cudl serd el punto mas bajo de la autopista terminada?
(Estard directamente sobre el punto donde se juntan los
dos declives?

En los ejercicios 65 a 68, determinar si el

enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o dar
un ejemplo que demuestre la falsedad.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

El méximo de una funcidén que es continua en un intervalo
cerrado puede ocurrir en dos valores diferentes en el intervalo.

Si una funcién es continua en un intervalo cerrado, entonces
debe tener un minimo en el intervalo.

Si x = ¢ es un punto critico de la funcién f, entonces también
es un nimero critico de la funcién g(x) = f(x) + k, donde k es
una constante.

Si x = ¢ es un punto critico de la funcién f, entonces también
es un ndmero critico de la funcién g(x) = f(x — k), donde k es
una constante.

Sea la funcién f derivable en un intervalo / que contiene c. Si
f tiene un valor mdximo en x = ¢, demostrar que —f tiene un
valor minimo en x = c.

Considerar la funcién cubica f(x) = ax® + bx*> + cx + d, donde
a # 0. Demostrar que f puede tener uno, dos o ningin punto
critico y dar un ejemplo de cada caso.

Preparacion del examen Putnam

71.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

Determinar todos los ntimeros reales a > 0 para los que
existe una funcion f(x) continua y no negativa definida
sobre [0, a], con la propiedad de que la region definida por
R={(xy);0=x=a,0=y=f(x)} tiene perimetro k
y drea k* para algiin nimero real k.
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CAPITULO 3

Aplicaciones de la derivada

Iml El teorema de Rolle y el teorema del valor medio

TEOREMA DE ROLLE

Michel Rolle, matematico frances, fue el
primero en publicar en 1691 el teorema
que lleva su nombre. Sin embargo, antes
de ese tiempo Rolle fue uno de los mas
severos criticos del calculo, sefialando que
éste proporcionaba resultados erroneos y
se basaba en razonamientos infundados.
Posteriormente Rolle se dio cuenta de la
utilidad del calculo.

Maximo
relativo

I
1
1
1
1

a

I I

I I

I I

I I

1 1
c b

a) fescontinuaen [, b] y derivable en

(a, b)

Miximo
relativo

I
1
1
1
1

a

b) fes continua en [a, b]

Figura 3.8

® Comprender el uso del teorema de Rolle.
® Comprender el uso del teorema del valor medio.

Teorema de Rolle

El teorema del valor extremo (seccién 3.1) establece que una funcion continua en un intervalo
cerrado [a, b] debe tener tanto un minimo como un maximo en el intervalo. Ambos valores,
sin embargo, pueden ocurrir en los puntos extremos. El teorema de Rolle, nombrado asi en
honor del matemaético francés Michel Rolle (1652-1719), proporciona las condiciones que
garantizan la existencia de un valor extremo en el interior de un intervalo cerrado.

EXPLORACION

Valores extremos en un intervalo cerrado Dibujar un plano de coordenadas rec-
tangular en un pedazo de papel. Marcar los puntos (1, 3) y (5, 3). Utilizando un 14piz
o una pluma, dibujar la grafica de una funcién derivable f que empieza en (1, 3) y
termina en (5, 3). ;Existe al menos un punto sobre la grafica para el cual la derivada
sea cero? ¢ Seria posible dibujar la grifica de manera que no hubiera un punto para el
cual la derivada es cero? Explicar el razonamiento.

TEOREMA 3.3 TEOREMA DE ROLLE

Sea f continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b).
Si

fa) = f(b)

entonces existe al menos un nimero c¢ en (a, b) tal que f’(¢) = 0.

DEMOSTRACION

Caso 1: Si f(x) = d paratodo x en [a, b], fes constante en el intervalo y, por el teorema 2.2,
f'(x) = 0 para todo x en (a, b).

Sea f(a) = d = f(b).

Caso 2: Suponer que f(x) > d para algin x en (a, b). Por el teorema del valor extremo, se
sabe que ftiene un maximo en algin punto c en el intervalo. Ademds, como f(c) > d, este
maximo no puede estar en los puntos terminales. De tal modo, f tiene un maximo en el
intervalo abierto (a, b). Esto implica que f(c) es un maximo relativo y por el teorema 3.2,
¢ es un numero critico de f. Por tltimo, como f es derivable en c, es posible concluir que

f'(c)=0.

Caso 3: Si f(x) < d para algtin x en (a, b), se puede utilizar un argumento similar al del caso

2, pero implicando el minimo en vez del médximo. ——

De acuerdo con el teorema de Rolle, puede verse que si una funcion f es continua en
[a, b] y derivable en (a, b), y si f(a) = f(b), debe existir al menos un valor x entre a y b
en el cual la gréfica de ftiene una tangente horizontal, como se muestra en la figura 3.8a.
Si se elimina el requerimiento de derivabilidad del teorema de Rolle, f seguira teniendo un
ndmero critico en (a, b), pero quiza no produzca una tangente horizontal. Un caso de este
tipo se presenta en la figura 3.8b.



Ff) =x2-3x+2

10 /2,0

N
e N

3

Tangente
horizontal

El valor de x para el cual f”(x) = 0 esta
entre las dos intersecciones con el eje x

Figura 3.9

f-2)=8

F=D=0

) =x* - 2x2

o fi(H)=0

f'(x) = 0 para mas de un valor de x en el
intervalo (—2, 2)
Figura 3.10

Figura 3.11
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EJEMPLO | llustraciéon del teorema de Rolle

Encontrar las dos intersecciones en x de
fx)=x>—-3x+2

y demostrar que f’(x) = 0 en algin punto entre las dos intersecciones en x.
Solucién  Advertir que f'es derivable en toda la recta real. Igualando a 0 f(x) se obtiene

x2=3x+2=0
x—1Dkx—-—2)=0.

Igualar f(x) a cero.

Factor.

De tal modo, f(1) = f(2) = 0, y de acuerdo con el teorema de Rolle se sabe que existe al

menos una c en el intervalo (1, 2) tal que f’(¢) = 0. Para determinar una c de este tipo, es

factible resolver la ecuacién
fx)=2x—3=0

Igualar f’(x) a cero.

y determinar que f'(x) = 0 cuando x = 4. Advertir que el valor de x se encuentra en el in-
tervalo abierto (1, 2), como se indica en la figura 3.9. ——

El teorema de Rolle establece que si f satisface las condiciones del teorema, debe haber
al menos un punto entre a y b en el cual la derivada es 0. Es posible que exista mds de un
punto de estas caracteristicas, como se muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2 llustracién del teorema de Rolle

Sea f(x) = x* — 2x% Determinar todos los valores de ¢ en el intervalo (—2, 2) tal que

f'(c)=0.

Solucién Para empezar, advertir que la funcién satisface las condiciones del teorema
de Rolle. Esto es, f'es continua en el intervalo [—2, 2] y derivable en el intervalo (—2, 2).
Ademads, debido a que f(—2) = f(2) = 8, es posible concluir que existe al menos una ¢ en
(=2, 2) tal que f’(c) = 0. Igualando a 0 la derivada, se obtiene

flx) =4x> —4x =0
dxx—1Dx+1) =0
x=0,1,—1.

Igualar f’(x) a cero.

Factor.

Valores de x para los cuales f’(x) es igual a cero.

De tal modo, en el intervalo (—2, 2), la derivada es cero en valores diferentes de x, como se

indica en la figura 3.10. ——

CONFUSION TECNOLOGICA Una herramienta de graficacién puede utilizarse para
indicar si los puntos sobre las graficas de los ejemplos 1 y 2 son minimos 0 maximos
relativos de las funciones. Sin embargo, al usar una herramienta de graficacién, se debe
tener presente que es posible obtener imdgenes o graficas equivocadas. Por ejemplo, usar
una herramienta de graficacion para representar
1
2
F === =y 1

Con la mayoria de las ventanas de vision, parece ser que la funcién tiene un maximo de
1 cuando x = 1 (ver la figura 3.11). No obstante al evaluar la funcién en x = 1, se obser-
vard que f(1) = 0. Para determinar el comportamiento de esta funcién cercade x = 1, es
necesario examinar la grafica de manera analitica para obtener la imagen completa.



174 CAPITULO 3 Aplicaciones de la derivada

Y Pendiente de la recta tangente = f'(c)

Recta tangente

Recta secante

(a. fl@))

a ¢ b

Figura 3.12

Mary Evans Picture Library

JOSEPH-LOUIS LAGRANGE (1736-1813)
El teorema del valor medio fue demostrado
por primera vez por el famoso matematico
Joseph-Louis Lagrange. Nacido en Italia,
Lagrange form6 parte de la corte de
Federico El Grande en Berlin durante 20
afios. Despueés, se traslado a Francia, donde
se reunid con el emperador Napoleon
Bonaparte, quien dijo lo siguiente:
“Lagrange es la clspide de las ciencias
matematicas”.

El teorema del valor medio

El teorema de Rolle puede utilizarse para probar otro teorema: el teorema del valor
medio.

TEOREMA 34 EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Si fes continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b),
entonces existe un nimero c en (a, b) tal que

fley=——

Hacemos refererencia a la figura 3.12. La ecuacién de la recta secante que
contiene los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) es

y:[f(b)—f(a)

P ](x—a)+f(a).

Sea g(x) la diferencia entre f{x) y y. Entonces
g)=flx)—y

= f(x)— [W]@c —a)- f(a).
—da

Evaluando gen ay b, se observa que g(a) = 0 = g(b). Como f'es continua en [a, b] se sigue
que g también es continua en [a, b]. Ademds, en virtud de que f'es derivable, g también lo
es, y resulta posible aplicar el teorema de Rolle a la funcién g. Asi, existe un niimero c en
(a, b) tal que g’(c) = 0, lo que implica que

0=g(c)

, b)—f(a
_ ey D= f@

b—a

De tal modo, existe un nimero c en (a, b) tal que

_ ) f@

fe="—

{1}/ El término “medio” en el teorema del valor medio se refiere al ritmo de cambio medio (o
promedio) de fen el intervalo [a, b]. |

Aunque es posible utilizar el teorema del valor medio de manera directa en la solucion de
problemas, se usa mas a menudo para demostrar otros teoremas. De hecho, algunas personas
consideran que éste es el teorema mds importante en el cdlculo (se relaciona estrechamente
con el teorema fundamental del calculo explicado en la seccién 4.4). Por ahora, es posible
obtener una idea de la versatilidad de este teorema considerando los resultados planteados
en los ejercicios 81 a 89 de esta seccidn.

El teorema del valor medio tiene implicaciones para ambas interpretaciones bésicas de
la derivada. Geométricamente, el teorema garantiza la existencia de una recta tangente que
es paralela a la recta secante que pasa por los puntos (a, f(a))y (b, f(b)), como se indica en
la figura 3.12. El ejemplo 3 ilustra esta interpretacién geométrica del teorema del valor
medio. En términos del ritmo o velocidad de cambio, el teorema del valor medio implica
que debe haber un punto en el intervalo abierto (a, b) en el cual el ritmo o velocidad de
cambio instantdnea es igual al ritmo o velocidad de cambio promedio sobre el intervalo
[a, b]. Esto se ilustra en el ejemplo 4.



Recta tangente
4 -4
4,4
(2,3)
3+ Recta secante
2 -+
_ 4
| fw=5-%
4 a1
} } } } X
I 1 2 3 4

La recta tangente en (2, 3) es paralela a la
linea secante que pasa por (1, 1)y (4, 4)
Figura 3.13

5 millas

= es

o ® 0

=4 minutos t=0
No estd dibujado a escala

En algun tiempo ¢, 1a velocidad instantanea
es igual a la velocidad promedio durante
los 4 minutos

Figura 3.14
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EJEMPLO 3 Determinacion de una recta tangente

Dada f(x) = 5 — (4/x), determinar todos los valores de c en el intervalo abierto (1, 4) tales
que

f&-f)

flle)= i1

Solucién La pendiente de la recta secante que pasa por (1, f(1)) y (4, f(4)) es

FA-fO) _4-1_
4-1 4-1

Notese que fsatisface las condiciones del teorema del valor medio. Esto es que fes continua

en el intervalo [1, 4] y derivable en el intervalo (1, 4). Entonces, existe al menos un nimero

cen (1,4) tal que f'(c) = 1. Resolviendo la ecuacién f’'(x) = 1, se obtiene

4

x2

1.

F=—5=1

que implica x = *2. De tal modo, en el intervalo (1, 4), se puede concluir que ¢ = 2, como
se indica en la figura 3.13.

EJEMPLO 4 Determinacion del ritmo de cambio instantaneo

Dos patrullas estacionadas equipadas con radar se encuentran a 5 millas de distancia sobre
una autopista, como se indica en la figura 3.14. Cuando pasa un camién al lado de la primera
patrulla, la velocidad de éste se registra en un valor de 55 millas por hora. Cuatro minutos
después, cuando el camidn pasa al lado de la segunda patrulla, el registro de velocidad corres-
ponde a 50 millas por hora. Demostrar que el camién ha excedido el limite de velocidad (de
55 millas por hora) en algiin momento dentro del intervalo de los 4 minutos sefialados.

Solucién Sea r = 0 el tiempo (en horas) cuando el camién pasa al lado de la primera
patrulla. El tiempo en el que el camién pasa al lado de la segunda patrulla es

t=i=i hora.
60 15

Si s(f) representa la distancia (en millas) recorridas por el camidn, se tiene que s(0) = 0y
s(f5) = 5. Por tanto, la velocidad promedio del cami6n sobre el trecho de cinco millas de
autopista es

5(1/15) = s(0)
1/15)-0
5

15

Suponiendo que la funcién de posicion es derivable, es posible aplicar el teorema del valor

medio para concluir que el camién debe haber estado viajando a razén de 75 millas por hora
en algin momento durante los 4 minutos. ——

Velocidad promedio =

=75 millas por hora.

Una forma alternativa ttil del teorema del valor medio es como sigue: si f es continua
en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe un nimero c en (a, b) tal que

f(b) = f(a) + (b — a)f’(c)_ Forma alternativa del teorema del valor medio.

{01 Al realizar los ejercicios de esta seccion tener presente que las funciones polinomiales, las
racionales y las trigonométricas son derivables en todos los puntos en sus dominios. |
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, explicar por qué el teorema de Rolle no se Flﬂ En los ejercicios 25 a 28, utilizar una herramienta de graficacién

aplica a la funcién aun cuando existan a y b tales que f(a) = f(b).

L flx)= E‘ 2. f(x) = cotg,
[-1.1] [, 3 7]

30 f=1-|x—1], 4. f(v) = J2 - 2P,
(0. 2] [-1,1]

En los ejercicios 5 a 8, determinar dos intersecciones con el eje x
de la funcién f y demostrar que f’(x) = 0 en algiin punto entre
las dos intersecciones.

5. fx)=x*—x—2
7. flx) =xJx+4

6. f(x) =x(x—-23)
8 flx)=—-3xs/x+1

Teorema de Rolle En los ejercicios 9 y 10, se muestra la grafica
de f. Aplicar el teorema de Rolle y determinar todos los valores de
¢ tales que f’(c) = 0 en algin punto entre las intersecciones mar-
cadas.

10. y
P f(x) = sen 2x

9. f)=x>+2x-3 y

En los ejercicios 11 a 24, determinar si es posible aplicar el teorema
de Rolle a f en el intervalo cerrado [a, b]. Si se puede aplicar el
teorema de Rolle, determinar todos los valores de ¢ en el intervalo
abierto (a, b) tales que f’(c) = 0. Si no se puede aplicar, explicar
por qué no.

11. f(x) = —x2 + 3x, [0, 3]

12. f(x) =x>—5x+4, [1,4]

13, f() =G - D —2)x—-3), [1,3]

4 f)=x-3)0+1?% [-13]

15. f(x) =x¥3—1, [-8,8]

16. f(x)=3—|x—3|, [0,6]
x2—2x—3
17. f(x):?s [-1,3]

2 _
18, ()= L e

19. f(x) =senx, [0,27]
20. f(x) =cosx, [0,27]

21. f(x) = 67: — 4 sen?x, [0, g]

22. f(x) =cos2x, [—m, ]
23. f(x) =tanx, [0, 7]
24. f(x) =secx, [m 27|

para representar la funcion en el intervalo cerrado [a, b]. Deter-

minar si el teorema de Rolle puede aplicarse a f en el intervalo y,

si es asi, encontrar todos los valores de ¢ en el intervalo abierto

(a, b) tales que f'(c) = 0.

5. () =|x ~ L[-L1] 26 f(3) =x—xV3[0,1]

27. f(x) = x — tan 7x, [—i, ﬂ

28. f(x) = % - sen%x, [—1,0]

29. Movimiento vertical La alturade una pelota ¢ segundos después
de que se lanz6 hacia arriba a partir de una altura de 6 pies y con

una velocidad inicial de 48 pies por segundo es f(f) = — 167 +
48t + 6.

a) Verificar que f(1) = f(2).

b) De acuerdo con el teorema de Rolle, ;cudl debe ser la ve-
locidad en algtin tiempo en el intervalo (1, 2)? Determinar
ese tiempo.

30. Costos de nuevos pedidos El costo de pedido y transporte C
para componentes utilizados en un proceso de manufactura se

1

aproxima mediante Clx) = 10(* + L), donde C se mide
x x+3

en miles de délares y x es el tamafio del pedido en cientos.

a) Verificar que C(3) = C(6).

b) De acuerdo con el teorema de Rolle, el ritmo de cambio
del costo debe ser 0 para algin tamafio de pedido en el
intervalo (3, 6). Determinar ese tamafio de pedido.

En los ejercicios 31y 32, copiar la grafica y dibujar la recta secan-
te a la misma a través de los puntos (a, f(@)) y (b, f(b)). Después
dibujar cualquier recta tangente a la grifica para cada valor de
¢ garantizada por el teorema del valor medio.

31. Y 3. Y
K/‘\f

1 ! X

a b

Redaccion Enlos ejercicios 33 a36 explicar por qué el teorema de
valor medio no se aplica a la funcién f en el intervalo [0, 6].

y y
33. 34.

6 6+

.l

4,,

3+ e

1

]

L 23456 1 23456

3. f() = — 36. f(x) = |x - 3|
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SECCION 3.2

Teorema del valor medio Considerar la grafica de la funcién
f(x) = —x* + 5. a) Determinar la ecuacién de la recta secante
que une los puntos (—1, 4) y (2, 1). b) Utilizar el teorema del
valor medio para determinar un punto c en el intervalo (—1, 2)
tal que la recta tangente en ¢ sea paralela a la recta secante.
¢) Encontrar la ecuacién de la recta tangente que pasa por c.
d) Utilizar después una herramienta de graficacion para repre-
sentar f, la recta secante y la recta tangente.

fx)=—x2+5

Figura para 38

Figura para 37

Teorema del valor medio Considerar la gréifica de la funcién
f(x) = x> — x — 12. a). Encontrar la ecuacién de la recta secan-
te que une los puntos (—2, —6) y (4, 0). b) Emplear el teore-
ma del valor medio para determinar un punto c en el intervalo
(=2, 4) tal que la recta tangente en ¢ sea paralela a la recta se-
cante. ¢) Determinar la ecuacién de la recta tangente que pasa
por c. d) Utilizar después una herramienta de graficacién para
representar f, la recta secante y la recta tangente.

En los ejercicios 39 a 48, determinar si el teorema del valor medio
puede aplicarse a f sobre el intervalo cerrado [a, b]. Si el teorema
del valor medio puede aplicarse, encontrar todos los valores de ¢

en el intervalo abierto (a, b) tal que f'(c) = f(b) — f(a) . Si no
puede aplicarse explicar por qué no.

39. flx)=x% [—-2,1] 40. f(x) =x%, [0,1]

41. fx)=x*+2x, [—1,1] 42. f(x) =x*— 8, [0,2]
43. f(x) =23, [0,1] 4. f(x) = x: L2
45. f(x) = [-1,3] 46. f() = V2 —x, [-72]
47. f(x) =senx, [0, ]

48. f(x) = cosx + tanx, [0, 7]

FL En los ejercicios 49 a 52, utilizar una herramienta de graficacién
para a) representar la funcion f sobre el intervalo, b) encontrar y
representar la recta secante que pasa por los puntos sobre la grafica
de f en los puntos terminales del intervalo dado y c¢) encontrar y
representar cualesquiera rectas tangentes a la grafica de f que sean
paralelas a la recta secante.

49.

51.
52.
53.

flx) = Tt 1 [—%, 2] 50. f(x) =x—2senx, [~

f) = Vx, [1,9]
flx) =x* —2x3 + x2, [0,6]
Movimiento vertical La altura de un objeto tres segundos

después de que se deja caer desde una altura de 300 metros es
s(1) = —4.97 + 300.

54.
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El teorema de Rolle y el teorema del valor medio

a) Encontrar la velocidad promedio del objeto durante los
primeros tres segundos.

b) Utilizar el teorema del valor medio para verificar que en
algin momento durante los primeros tres segundos de
la caida la velocidad instantdnea es igual a la velocidad
promedio. Determinar ese momento.

Ventas Una compafifa introduce un nuevo producto para el
cual el nimero de unidades vendidas S es
S(0) = 200(5 - L)
2+t
donde  es el tiempo en meses.

a) Encontrar el valor promedio de cambio de S(7) durante el
primer afio.

b) (Durante qué mes del primer afio S'(7) es igual al valor
promedio de cambio?

Desarrollo de conceptos

55.

56.

57.

58.

Sea f continua en [a, b] y derivable en (a, b). Si existe ¢
en (a, b) tal que f'(c) = 0, ;se concluye que f(a) = f(b)?
Explicar.

Sea f continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en
el intervalo abierto (a, b). Ademads, suponer que f(a) = f(b)
y que ¢ es un nimero real en el intervalo tal que f’(c) = 0.
Encontrar un intervalo para la funcién g sobre la cual pueda
aplicarse el teorema de Rolle y determinar el punto critico
correspondiente de g (k es una constante).

a) g(x) = f(x) + k b) gx) = f(x — k)
c) glx) = flkx)

La funcién
x=0

_0’
f(x)_{l—x, 0<x<1

es derivable en (0, 1) y satisface f(0) = f(1). Sin embargo,
su derivada nunca es cero en (0, 1). ;Contradice lo anterior
al teorema de Rolle? Explicar.

(Es posible encontrar una funcién f tal que f(—2) = —2,
f(2) =6y f(x) < | para toda x. ;Por qué si o por qué no?

59.

60.

61.

62.

Velocidad Un avién despega a las 2:00 p.m. en un vuelo de
2500 millas. El avién llega a su destino a las 7:30 p.m. Explicar
por qué hay al menos dos momentos durante el vuelo en los que
la velocidad del avién es de 400 millas por hora.

Temperatura Cuando se saca un objeto del horno y se pone a
temperatura ambiente constante de 90° F la temperatura de su
ntcleo es de 1500° F. Cinco horas después la temperatura del
nicleo corresponde a 390° F. Explicar por qué debe existir un
momento (o instante) en el intervalo en el que la temperatura
disminuye a un ritmo o tasa de 222° F por hora.

Velocidad Dos ciclistas empiezan una carrera a las 8:00 a.m.
Ambos terminan la carrera 2 horas y 15 minutos después. De-
mostrar en qué momento de la carrera los ciclistas viajan a la
misma velocidad.

Aceleracion A las 9:13 a.m., un automévil deportivo viaja a
35 millas por hora. Dos minutos después se desplaza a 85 millas
por hora. Demostrar que en algin momento durante este inter-
valo, la aceleracion del automdvil es exactamente igual a 1500
millas por hora al cuadrado.
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Considerar la funcién f(x) = 3 cos? (%)

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
fyf.

b) (Es f una funcién continua? ;Es f’ una funcién conti-
nua?

c¢) ¢Se aplica el teorema de Rolle al intervalo [—1, 1]? ;Se
aplica en el intervalo [1, 2]? Explicar.

d) Evaluar si es posible, lin31,f’(x) y lim f’(x).
x> x—-3"

Para discusion

64. Razonamiento grdfico La figura muestra dos partes de
la gréfica de una funcidn derivable continua f en [—10, 4].
La derivada f’ también es continua.

/ E
I T T T R N

T

Il

T
-8 -4 -\
,4A»\

-8+

a) Explicar por qué f debe tener al menos un cero en
[—10,4].

b) Explicar por qué f” debe tener también al menos un
cero en el intervalo [—10, 4]. ;Cémo se llaman estos
ceros?

¢) Realizar un posible dibujo de la funcién con un cero
con f’ en el intervalo [—10, 4].

d) Realizar un posible dibujo de la funcién con dos ceros
de f” en el intervalo [—10, 4].

e) (Fueron necesarias las condiciones de continuidad de f
y f’ para efectuar las partes de la a) a la d)? Explicar.

Para pensar En los ejercicios 65 y 66, dibujar la grafica de una
funcién arbitraria f que satisface la condicion dada pero que no
cumple las condiciones del teorema del valor medio en el intervalo
[-5, 5]

65. fescontinuaen[—5,5].

66. f noescontinuaen [—5, 5].

En los ejercicios 67 a 70, usar el teorema del valor intermedio y
el teorema de Rolle para demostrar que la ecuacion tiene exacta-
mente una solucion real.

67. x> +xX+x+1=0
69. 3x + 1 —senx =0

68. 2x° +7Tx — 1 =0
70. 2x — 2 —cosx =0

71. Determinar los valores a, b y c tales que la funcién f satisfaga
la hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo [0, 3].

1, x=0
f(x) = {ax + b, 0<x<
X+4x+c, 1<x<3

72. Determinar los valores a, b, ¢ y d de manera que la funcién f
satisfaga la hipdtesis del teorema del valor medio en el intervalo
[—1,2].

a, x=—1

2, —1<x<0
O =V te, 0<xcl

dx + 4, l<x<2

Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 73 a 76, encontrar una
funcion f que tiene la derivada f'(x) y cuya grafica pasa por el
punto dado. Explicar el razonamiento.

73. f(x) =0, (2.5 74. f(x) =4, (0,1)
75. f(x) =2x, (1,0) 76. f(x) =2x+3, (1,0)

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 77 a 80, determinar si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o dar
un ejemplo que lo demuestre.

77. El teorema del valor medio puede aplicarse a f(x) = 1/xen el
intervalo [—1, 1].

78. Sila grafica de una funcidn tiene tres intersecciones con el eje x,
entonces debe tener al menos dos puntos en los cuales su recta
tangente es horizontal.

79. Sila gréfica de una funcién polinomial tiene tres intersecciones
con el eje x, entonces debe tener al menos dos puntos en los
cuales su recta tangente es horizontal.

80. Si f’(x) = 0 para todo x en el dominio de f, entonces f es una
funcién constante.

81. Demostrar que sia >0y n es cualquier entero positivo, entonces
la funcién polinomial p(x) = x*"*! + ax + b no puede tener dos
raices reales.

82. Demostrar que si f’(x) = 0 para todo x en el intervalo (a, b),
entonces f es constante en (a, b).

83. Seap(x) = Ax’ + Bx + C. Demostrar que para cualquier intervalo
[a, b], el valor ¢ garantizado por el teorema del valor medio es
el punto medio del intervalo.

84. a) Seaf(x)=x*yg(x)=—x"+x"+ 3x+ 2.Entonces f(—1)

= g(—1)y f(2) = g(2). Demostrar que hay al menos un
valor ¢ en el intervalo (—1, 2) donde la recta tangente a f
en (¢, f(c)) es paralela a la recta tangente g en (c, g(c)).
Identificar c.

b) Sea fy g lafuncidn derivable en [a, b] donde f(a) = g(a)
y f(b) = g(b). Demostrar que hay al menos un valor ¢ en
el intervalo (a, b) donde la recta tangente f en (c, f(c)) es
paralela a la recta tangente a g en (c, g(c)).

85. Demostrar que si f es derivable en (—00, 20) y f'(x) < 1 para todo
nimero real, entonces f tiene al menos un punto fijo. Un punto
fijo para una funcién f es un nimero real ¢ tal que f(c) = c.

86. Usar el resultado del ejercicio 85 para demostrar que f(x) =
3 cos x tiene al menos un punto fijo.

87. Demostrar que |Cos a — cos b| = |a — bl paratodaay b.
88. Demostrar que |sen a — sen b| = |a - b| paratodaay b.

89. Sea0<a<b. Utilizar el teorema del valor medio para demostrar
que
b—a
Vb~ Va <

2Va’
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Iml Funciones crecientes y decrecientes y el criterio
de la primera derivada

X

FE©<0 | FW=0" f©)>0

La derivada se relaciona con la pendiente de
una funcién
Figura 3.15

® Determinar los intervalos sobre los cuales una funcion es creciente o decreciente.
B Aplicar el criterio de la primera derivada para determinar los extremos relativos de una
funcion.

Funciones crecientes y decrecientes

En esta seccion se verd como se pueden utilizar las derivadas para clasificar extremos re-
lativos ya sea como minimos o como maximos relativos. En primer término, es importante
definir las funciones crecientes y decrecientes.

DEFINICION DE FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Una funcién f es creciente sobre un intervalo si para cualesquiera dos nimeros x, y
x, en el intervalo, x, < x, implica f(x)) < f(x,).

Una funcion f es decreciente sobre un intervalo si para cualesquiera dos niimeros x,
y x, en el intervalo, x, < x, implica f(x ) > f(x,).

Una funcidn es creciente si, cuando x se mueve hacia la derecha, su gréafica asciende,
y es decreciente si su gréfica desciende. Por ejemplo, la funcién en la figura 3.15 es decre-
ciente en el intervalo (—00, a), es constante en el intervalo (a, b) y creciente en el intervalo
(b, ©0). Como se muestra en el teorema 3.5, una derivada positiva implica que la funcién es
creciente; una derivada negativa implica que la funcién es decreciente, y una derivada cero
en todo el intervalo implica que la funcidn es constante en ese intervalo.

TEOREMA 3.5 CRITERIO PARA LAS FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Sea f una funcién que es continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el
intervalo abierto (a, b).

1. Si f'(x) > 0 para todo x en (a, b), entonces f es creciente en [a, b].
2. Si f'(x) <0 para todo x en (a, b) entonces f es decreciente en [a, b].
3. Sif'(x) = 0 para todo x en (a, b) entonces f es constante en [a, b].

Para probar el primer caso, supongamos que f'(x) > 0 para todo x en el
intervalo (a, b) y sean x, < x, cualesquiera dos puntos en el intervalo. Mediante el teorema
del valor medio, se sabe que existe un nimero c tal que x, <c <x,, y

_ )= fx)

Xy =X

f()

Como f'(c) >0y x, — x, >0, se sabe que

flx) = flx)) >0

lo cual implica que f(x,) < f(x,). De tal modo, f es creciente en el intervalo. El segundo caso
tiene una demostracion similar (ver el ejercicio 104), y el tercer caso se dio en el ejercicio
82 en la seccion 3.2. —

W Las conclusiones en los primeros dos casos del teorema 3.5 son vdlidas incluso si f'(x) = 0
en un nimero finito de valores de x en (a, b). |
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foy=x>- 322

Figura 3.16

fx) = x3

a) Funcion estrictamente monotona

y

Q
2 —_ '
%)
j9)
S
1 -4
t } }
Constante 2 3
B —x2, x<0
fx)=40, 0<x<1
L x—-1)2 x>1

b) No estrictamente monotona
Figura 3.17

Aplicaciones de la derivada

EJEMPLO | Intervalos sobre los cuales f es creciente y decreciente

Determinar los intervalos abiertos sobre los cuales f(x) = x> — 3x2 es creciente o decre-
ciente.

Solucién Notese que f es derivable en toda la recta de los nimeros reales. Para determinar
los puntos criticos de f, igualar a cero f'(x).

f(x) =x — §)C2 Escribir la funcion original
) S ginal.
fx) =3x2-3x=0 Derivar e igualar f'(x) a cero.
3(x)(x - 1) =0 Factorizar.
x=0,1 Puntos criticos.

Como no hay puntos para los cuales f’ no exista, es posible concluir que x = 0y x = 1
son los tUnicos puntos criticos. La tabla siguiente resume la prueba de los tres intervalos
determinados por estos dos puntos criticos.

Intervalo —o<x<0 0<x<l l <x< oo
Valor de prueba x=—-1 x = % x=2
Signodef'(x) | f(-1)=6>0 f})=-2<0| f2=6>0
Conclusion Creciente Decreciente Creciente

De tal modo, f es creciente en los intervalos (—90, 0) y (1, ©0) y decreciente en el intervalo

(0, 1), como se indica en la figura 3.16. ——

El ejemplo 1 muestra coémo determinar intervalos sobre los cuales una funcién es cre-
ciente o decreciente. La guia siguiente resume los pasos que se siguen en el ejemplo.

Estrategias para determinar los intervalos en los que una funcion
es creciente o decreciente

Sea f continua en el intervalo (a, b). Para encontrar los intervalos abiertos sobre los
cuales f es creciente o decreciente, hay que seguir los siguientes pasos.

1. Localizar los puntos criticos de f en (a, b), y utilizarlos para determinar intervalos

de prueba.

2. Determinar el signo de f'(x) en un valor de prueba en cada uno de los inter-
valos.

3. Recurrir al teorema 3.5 para determinar si f es creciente o decreciente para cada
intervalo.

Estas estrategias también son vdlidas si el intervalo (a, b) se sustituye por un intervalo
de la forma (—0, b), (a, ©@) o (—00, ©0).

Una funcién es estrictamente monétona sobre un intervalo si es creciente o decreciente
en todo el intervalo. Por ejemplo, la funcion f(x) = x* es estrictamente mondtona en toda
la recta de los nimeros reales porque es creciente siempre sobre ella, como se indica en la
figura 3.17a. La funcién que se muestra en la figura 3.17b no es estrictamente monétona en
toda la recta de los nimeros reales porque es constante en el intervalo [0, 1].
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Extremos relativos de f
Figura 3.18
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Criterio de la primera derivada

Una vez que se han determinado los intervalos de crecimiento o decrecimiento, es facil lo-
calizar los extremos relativos de la funcién. Por ejemplo, en la figura 3.18 (del ejemplo 1),
la funcién

fx)=x* —%xz

tiene un médximo relativo en el punto (0, 0) porque f es creciente inmediatamente a la izquierda
de x = 0y decreciente inmediatamente a la derecha de x = 0. De manera similar, f tiene un
minimo relativo en el punto (1, —3) debido a que f decrece de inmediato a la izquierda de
x = 1y crece de inmediato a la derecha de x = 1. El siguiente teorema, denominado prueba
o criterio de la primera derivada, precisa més esta observacion.

TEOREMA 3.6  CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

Sea ¢ un punto critico de una funcién f que es continua en un intervalo abierto / que
contiene a c¢. Si f es derivable en el intervalo, excepto posiblemente en ¢, entonces
f(c) puede clasificarse como sigue.

1. Si f’(x) cambia de negativa a positiva en ¢, entonces f tiene un minimo relativo
en (c, f(c)).

2. Si f'(x) cambia de positiva a negativa en ¢, entonces f tiene un mdximo relativo
en (c, f(c)).

3. Si f’(x) es positiva en ambos lados de ¢ o negativa en ambos lados de ¢, entonces
f(c) no es ni un minimo relativo ni un maximo relativo.

‘ B e O
i(_) (+)i /\

Fx)<0 Fx)>0 Fx)>0 ) <0

I I I

I I I I I

I I I I I

I I I I I

. . . . .
a c b a c

b

Minimo relativo Maximo relativo

} -)

f x>0

|
1
1
1
L
a c

J'®>0

() <0

b a

Ni minimo relativo ni maximo relativo

DEMOSTRACION ) Supdngase que f'(x) cambia de negativa a positiva en ¢. Entonces ahi
existen a y b en [ tales que

f/(x) < 0 para todo x en (a, ¢

f/(x) > 0 para todo x en (c, b).

Por el teorema 3.5, f es decreciente en [a, c] y creciente en [c, b]. De tal modo, f(c) es un
minimo de f en el intervalo abierto (a, b) y, en consecuencia, un minimo relativo de f. Esto
demuestra el primer caso del teorema. El segundo caso puede demostrarse de una manera
similar (ver el ejercicio 105). ——
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Maéximo
relativo

fx) = %x —senx

I

1

I

I

I

I

I

I

I

I

I

:
vx T } X

~e- T 4r St 2rm

Minimo 3 3
T relativo

Ocurre un minimo relativo donde f cambia
de decreciente a creciente, y un maximo
relativo donde f cambia de creciente a
decreciente

Figura 3.19

EJEMPLO 2 Aplicacion del criterio de la primera derivada

Determinar los extremos relativos de la funcién f(x) = 3x — sen x en el intervalo (0, 2).

Solucion Obsérvese que f es continua en el intervalo (0, 277). Para determinar los puntos
criticos de f en este intervalo, hacer f'(x) igual a 0.

1
f’(x) = 5 —cosx =20 Igualar f'(x) a cero.

COS X =

3 BI=

ek
373
Debido a que f’ existe en todos los puntos, se puede concluir que x = 7/3 y x = 57/3 son

los tinicos puntos criticos. La tabla resume valores prueba en cada uno de los tres intervalos
de prueba determinados por estos dos puntos criticos.

X = Puntos criticos.

T T 57 | 57
Intervalo 0<x<3 3<x<3 3<x<27r
T T
Valor de prueba X = X =1 X =—
4 4
. ., T , y T
Signo de f'(x) f(Z) <0 f(m) >0 f(T) <0
Conclusion Decreciente Creciente Decreciente

Aplicando el criterio de la primera derivada, es posible concluir que f tiene un minimo
relativo en el punto donde

X = o Valor de x donde ocurre el minimo relativo.
3
y un maximo relativo en el punto en el que
S . .
X = ? Valor de x donde ocurre el maximo relativo.

como se muestra en la figura 3.19.

EXPLORACION

Comparacion de los enfoques grdfico y analitico De la seccion 3.2, se sabe que
una herramienta de graficacién, por si misma, puede producir informacién equivoca-
da acerca de los extremos relativos de una grafica. Sin embargo, utilizada en conjun-
cion con un enfoque analitico una herramienta de graficacién tiene la posibilidad de
ofrecer una buena forma de reforzar sus conclusiones. Recurra a una herramienta
de graficacion para representar la funcion del ejemplo 2. Después utilizar las carac-
teristicas zoom y trace para estimar los extremos relativos. ; Coémo son de precisas las
aproximaciones graficas que se obtuvieron?

Nétese que en los ejemplos 1y 2 las funciones dadas son derivables en toda la recta
real. Para tales funciones, los tinicos puntos criticos son aquellos para los cuales f'(x) = 0.
El ejemplo 3 se relaciona con una funcién que tiene dos tipos de puntos criticos: aquellos
para los cuales f'(x) = 0y aquellos para los cuales f no es derivable.



f@) = (2P |
7 —

6+
5+

Minimo
relativo

Se puede aplicar el criterio de la primera

Miximo
relativo

(0,/16)

2,0)
Minimo
relativo

derivada para encontrar los extremos

relativos
Figura 3.20
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EJEMPLO 3 Aplicacion del criterio de la primera derivada

Encontrar los extremos relativos de
flx) = (x2 = 4)25,

Solucién Empezar observando que f es continua en toda la recta real. La derivada de f

2
fx) = §(x2 —4)"13(2x) Regla de la potencia general.
4x

- W Simplificar.

es 0 cuando x = 0 y no existe cuando x = *=2. De tal modo, los puntos criticos son
x = —2,x=0yx = 2.Latablaresume los valores prueba de cuatro intervalos determinados
por estos puntos criticos.

Intervalo —co<x<—2| 2<x<0| 0<x<2 2<x< oo
Valor de prueba x=-3 x=—1 x=1 x=3
Signo de f'(x) f(=3) <0 (=1 >0 (1) <0 f(3)>0
Conclusién Decreciente Creciente Decreciente Creciente

Aplicando el criterio de la primera derivada, se puede concluir que f tiene un minimo relativo
en el punto (—2, 0), un maximo relativo en el punto (0,3/16), y otro minimo relativo en el
punto (2, 0), como se ilustra en la figura 3.20. ——
CONFUSION TECNOLOGICA Cuando se utiliza una herramienta de graficacién para
representar una funcién que incluya radicales o exponentes racionales, hay que cercio-
rarse de entender la forma en que la herramienta de graficacidn evalia las expresiones
radicales. Por ejemplo, aun cuando

Fx) = (32 — 4P

g = [ = 4217

son los mismos algebraicamente, algunas herramientas de graficacién establecen una
distincion entre estas dos funciones. ;Cudl de las graficas que se muestran en la figura 3.21
es incorrecta? ;Por qué la herramienta de graficacién produce una gréfica incorrecta?

@) =2 -4H23 g = [(2- 42|15
5

-4 4 -4 4
|

- 1

(Cual de las graficas es incorrecta?
Figura 3.21
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Al usar el criterio de la primera derivada, es necesario asegurarse de que se considere
el dominio de la funcién. Por ejemplo, en el siguiente ejemplo, la funcién

X+

f)=

xZ
no esta definida cuando x = 0. Este valor de x debe utilizarse con los puntos criticos para
determinar los intervalos de prueba.

EJEMPLO 4 Aplicacion del criterio de la primera derivada

4

. . x +1
Determinar los extremos relativos de f(x) = ———.
X
Solucién
f(x) =x2+ x7? Reescribir la funcién original.
f’(x) =2x — 2x73 Derivar.
=2x — F Reescribir con exponente positivo.
20— ) -
== implificar.
x3 P
22 + Dx = Dx + 1)
= 3 Factorizar.

x3

De tal modo, f’'(x) es cero en x = =1. Ademds, como x = 0 no estd en el dominio de f, es

4 . . . e . .
fo)= % necesario utilizar este valor de x junto con los puntos criticos para determinar los intervalos
prueba.
¥
x = =1 Puntos criticos, f'(+1) = 0.
ST x=0 Cero no estd en el dominio de f.
4+ La tabla resume los valores prueba de los cuatro intervalos determinados por estos tres

valores de x.

2k Intervalo —o<x< -1 —-1<x<0 0<x<1 l <x<oo
-1,2) (1,2) | .
Minimo  1-  Minimo Valor de prueba x= -2 xX=—3 X =3 x=2
i i . . 1 1
relativo relativo. | Signo def'(x) =<0 | fA(-Hso0| sl)<o | f@>0
T T T T T
2 -l .. . . . .
! 2 3 Conclusion Decreciente Creciente Decreciente Creciente

Valores de x que no estdn en el dominio de
£, asi como los puntos criticos, determinan
los intervalos prueba de f”

Figura 3.22

Aplicando el criterio de la primera derivada, se puede concluir que f tiene un minimo relativo
en el punto (—1, 2) y otro en el punto (1, 2), como se muestra en la figura 3.22.

TECNOLOGIA El paso mds dificil al aplicar el criterio de la primera derivada es
determinar los valores para los cuales la derivada es igual a 0. Por ejemplo, los valores
de x para los cuales la derivada de

xt+1

X'+ 1

f) =

es igual a cero son x =0y x=*~2 —1. Si se tiene acceso a tecnologia que puede efec-
tuar derivacion simbdlica y resolver ecuaciones, utilizarla para aplicar el criterio de la
primera derivada a esta funcion.
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Si un proyectil se lanza desde el nivel

del suelo y se ignora la resistencia del
aire, el objeto viajara mas lejos con un
angulo inicial de 45°. Pero, si el proyectil
se lanza desde un punto sobre el nivel

del suelo, el angulo que produce una
distancia maxima horizontal no es 45°
(ver el ejemplo 5).
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EJEMPLO 5 La trayectoria de un proyectil

Ignorando la resistencia del aire, la trayectoria de un proyectil que se lanza a un angulo 6
es

2
=WX2+(tan0)x+h, 0=9g=2

2v; 2
donde y es la altura, x es la distancia horizontal, g es la aceleracion debida a la gravedad, v,
es la velocidad inicial y % es la altura inicial. (Esta ecuacién se obtuvo en la seccién 12.3.)
Sea g = —32 pies por segundo, v, = 24 pies por segundo y & = 9 pies por segundo. ;Qué
valor de 6 producird una maxima distancia horizontal?

Solucién Para encontrar la distancia que el proyectil recorre, sea y = 0, y utilizar la férmula
cuadrdtica para resolver con respecto a x.

2
%‘}Czeﬂ + (tanO)x + h =0
0
3 2
%xz + (tan O)x + 9 =0
2
—%’xz + (tan O)x + 9 =0
_ —tanf=+ Jtan? 6 + sec? 0

—sec? 0/18
x = 18 cos 0(sen0+ Vsen? 6 + 1), x=0

En este punto, se necesita determinar el valor de 6 que produce un valor mdximo de x. La
aplicacion del criterio de la primera derivada en forma manual resultaria tediosa. Sin em-
bargo, el uso de tecnologia para resolver la ecuacién dx/d6 = 0 elimina la mayoria de los
calculos engorrosos. El resultado es que el valor maximo de x ocurre cuando

6 = 0.61548 radianes, o 35.3°.

Esta conclusion se refuerza dibujando la trayectoria del proyectil para diferentes valores de
0 como se indica en la figura 3.23. De las tres trayectorias indicadas, notar que la distancia
recorrida es mayor para 6 = 35°.

La trayectoria de un proyectil con un angulo inicial 6
Figura 3.23 —
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1y 2, utilizar la grafica de f para determinar a)
el intervalo abierto mas grande sobre el cual f es creciente y b) el
intervalo abierto mas grande sobre el cual f es decreciente.

1. y 2. y
6 1
10 -+ |
4\ y
8+ £ \ II
6+ /\ 21N

L

ZV
N e

4+
) 24
2 -2

2 4 6 8 10

En los ejercicios 3 a 8, utilizar la grafica para estimar los intervalos
abiertos sobre los cuales la funcion es creciente o decreciente. Pos-
teriormente determinar los mismos intervalos analiticamente.

=x2—6x+ 8 4. y=—(x+1)7?

—_ N W A
e T

5. y=7 - 6
,
4
H— >
- 2
-2
-4
1 X2
W =Gy Y=
y y
— 4,,
— 3,,
— 2,,

N -

T T
—4 -3 —

I
I
1
1
1
I
|
! X
i \‘N‘._\X ;71—— 123 4
|
7} 11 2 2+

13. f(x) =senx — 1, 0 < x <27
14. h(x) = cos%, 0<x<2m

15. y=x—2cosx, 0<x<2m

16. f(x) = cos?x —cosx, 0 <x <2

En los ejercicios 17 a 42, a) encontrar los puntos criticos de f (si los
hay), b) determinar el (los) intervalo(s) abierto(s) sobre los cuales la
funcion es creciente o decreciente, ¢) aplicar el criterio de la prime-
ra derivada para identificar todos los extremos relativos y d) utilizar
una herramienta de graficacién para confirmar los resultados.

17. f(x) = x? — 4x 18. f(x) = x>+ 6x + 10
19. f(x) = —2x2 4+ 4x + 3 20. f(x) = —(x2 + 8x + 12)
21. f(x) = 23 + 3x2 — 12x 22, fx) = x> —6x2 + 15
23. f(x) = (x — 1)*(x + 3) 24. f(x) = (x + 2)2(x — 1)
25. f(x) = x“;75x 26. f(x) = x* — 32x + 4
27. fx) = x'3 + 1 28. f(x) =x¥3 — 4
29. f(x) = (x + 2)?/3 30. f(x) = (x — 3)1/3
3L f(0) =5 — |x— 5| 32, f(0) =[x+ 3] — 1
1 X
33, f(x) = 2x + T 34. f(x) = i3
2 + 4
35. f(x) = xfi 5 36. f(x) = xe
x2—2x+1 x2—3x—4
00 ="0 B S0 ="
_4—x2, x=<0 O )2x+ 1, x= -1
39. f&x) = {—2x, x>0 40. f(x) = {xz -2, x>-—1

3x+1, x<1

41. f(x) = { 4. f(x) = {

5—x%, x>1

-3+ 1, x<0
—x2+2x, x>0

En los ejercicios 43 a 50, considerar la funcién sobre el intervalo (0,
2). Para cada funcion, @) encontrar el (los) intervalo(s) abierto(s)
sobre los cuales la funcién es creciente o decreciente, b) aplicar el
criterio de la primera derivada para identificar todos los extre-
mos relativos y ¢) utilizar una herramienta de graficacion para
confirmar los resultados.

43 flx) = % + cos x 44. f(x) = senxcosx + 5
45.  f(x) = senx + cosx 46. f(x) = x + 2senx
47, £(x) = cos?(2w) 48. f(x) = /3senx + cosx
49.  £(y) = con? 50. f(y) = —Senx

f(x) = sen®x + senx flx) T o’ x

@D En los ejercicios 51 a 56, a) utilizar un sistema de dlgebra por

En los ejercicios 9 a 16, identificar los intervalos abiertos sobre
los cuales la funcion es creciente o decreciente.

9. glx) =x>—2x — 8
11. y = xJ/16 — x?

10. h(x) = 27x — x°

4
12. y=x + —
X

computadora para derivar la funcion, b) dibujar las graficas de f
y f' en el mismo conjunto de ejes de coordenadas sobre el inter-
valo indicado, ¢) encontrar los puntos criticos de f en el intervalo
abierto y d) determinar el (los) intervalo(s) sobre el cual f’ es
positiva y el (los) intervalo(s) sobre el cual es negativa. Comparar
el comportamiento de f 'y el signo de f'.
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51, f(x) = 2xJ/9 — % [-3.3]
52. f(x) = 10(5 — /o2 = 3x + 16), [0,5]

53. f(r) = t?>sent, [0,2] 54. f(x) = 24 cosE, [0, 4]

2 2
55. f(x) = -3 seng, [0, 677]
56. f(x) = 2sen3x + 4cos3x, [0, 7]

En los ejercicios 57 y 58, utilizar la simetria, los extremos y
los ceros para dibujar la grafica de f. ;En qué difieren f'y g?

x> —4x3 + 3x
57. flx) = e

58. f(1) = cos’t —sen’t, g(t)=1— 2sen’t

g = x(x? = 3)

Para pensar En los ejercicios 59 a 64, 1a grafica de f se muestra
en la figura. Dibujar una grafica de la derivada de f.

59. M 60.

61. y 62. y
8
f 6 f
2 4
— } > x 2
-4 2 2 6 8 X
4 -6 -4 4 6
-6
63.

En los ejercicios 65 a 68, utilizar la grafica de f’ para a) identifi-
car el (los) intervalo(s) sobre el cual f es creciente o decreciente
y b) estimar los valores de x para los cuales f tiene un maximo o
minimo relativo.

65.
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67.

En los ejercicios 69 y 70, utilizar la grafica de f' para a) identifi-
car los puntos criticos de f y b) determinar si f tiene un maximo
relativo, un minimo relativo, o ninguno de los dos en cada punto
critico.

69. Y 70. Y

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 71 a 76, suponer que f es derivable para todo
x. Los signos de f' son como sigue.

f(x) >0en (—c0, —4)
f(x) < 0en (—4,6)
f(x) > 0en (6, 0)

Indicar la desigualdad apropiada para el valor de ¢ indicado.

Funcion Signo de g’(c)
71 gW) =f() +5 g'(0) 0
72, g) =3f(x) =3 g(=5 0
73, g) = —f(x) g'(=6) 0
74, glv) = —f(x) '(0) 0
75.  glx) = f(x — 10) £'(0) 0
76. g(x) = f(x — 10) g'(8) 0

77. Dibujar la grifica de la funcién arbitraria de f tal que

>0, x<4
f/(x) {indefinida, x = 4.
<0, x >4

Para discusion

78. Una funcién derivable de f tiene un punto criticoenx = 5.
Identificar los extremos relativos de f en el punto critico
sif'(4)=—-25yf'(6)=3.




188

CAPITULO 3 Aplicaciones de la derivada

Parapensar Enlos ejercicios 79 y 80, la funcion f es derivable en el
intervalo indicado. La tabla muestra el valor de f'(x) para algunos
valores seleccionados de x. @) Dibujar la grifica de f, b) aproximar
los puntos criticos y c) identificar los extremos relativos.

79. f es derivable sobre [—1, 1].

x -1 —0.75 | —0.50 | —0.25

flx) | =10 | =32 —-0.5 0.8

x 0 0.25 0.50 0.75 1
) 5.6 3.6 —0.2 —-6.7 | —20.1

80. f es derivable sobre [0, 7].

x 0 /6 /4 /3 /2
fx) | 314 —023  -245 311 069
x 27/3 3mw/4 57/6 T
Sx) 3.00 1.37 —1.14 | —2.84
81. Rodamiento de un cojinete de bola Un cojinete de bola se
coloca sobre un plano inclinado y empieza a rodar. El 4ngulo de
elevacion del plano es . La distancia (en metros) que el cojinete

de bola rueda en 7 segundos es s(f) = 4.9(sen )7

a) Determinar la velocidad del cojinete de bola después de ¢
segundos.

b) Completar la tabla y utilizarla para determinar el valor
de 0 que produce la mdxima velocidad en un instante
particular.

0 0| w/4 | w/3 | w/2 | 2w/3 | 3w/4 | ™
s'(0)
82. Andlisis numérico, grdfico y analitico La concentracion C de

5

un compuesto quimico en el flujo sanguineo ¢ horas después
de la inyeccidn en el tejido muscular es

3t

O=m+e

t=0.

a) Completar la tabla y utilizarla para aproximar el tiempo en
el que la concentracién es mds grande.

t 005 1 152253

C()

Utilizar una herramienta de graficacién para representar
la funcién de concentracién y emplear la grafica para
aproximar el tiempo en el que la concentracién es mds
grande.

¢) Recurrir al calculo para determinar analiticamente el tiempo
en que la concentracion es mds grande.

83.

Andlisis numérico, grdficoy analitico Considerar las funcio-
nes f(x) = xy g(x) = sen x en el intervalo (0, ).

a) Completar la tabla y hacer una conjetura acerca de cudl es
la funcién mds grande en el intervalo (0, ).

x 05 1|15 2 25 3
f&)

g(x)

HF b) Utilizar la herramienta de graficacién para representar las

funciones y emplear las graficas para hacer una conjetura
acerca de cudl es la funcién mds grande en el intervalo
(0, m).

¢) Demostrar que f(x) > g(x) en el intervalo (0, 7). [Sugeren-
cia: Demostrar que h'(x) >0 donde h = f — g.]

84. Anadlisis numérico, grdfico y analitico Considerar las funcio-

nes f(x) = xy g(x) = tan x en el intervalo (0, 7/2).

a) Completar la tabla y realizar una conjetura acerca de cual
es la funcién més grande en el intervalo (0, 7/2).

x 02505
f&)

g(x)

075 | 1 ] 125 | 15

HF b) Utilizar una herramienta de graficacién para representar

85.

86.

87.

H:b)

las funciones y utilizar las gréificas para realizar una
suposicion acerca de cudl es la funcién mds grande en el
intervalo (0, 7/2).
¢) Demostrar que f(x) < g(x) en el intervalo (0, 7/2). [Suge-
rencia: Demostrar que h'(x) >0, donde h = g — f.]
Contraccion de la traquea La tos obliga a que la traquea (tubo
de viento) se contraiga, lo cual afecta la velocidad v del aire que
pasa a través de este conducto. La velocidad del aire cuando se
tosees v = k(R — r)r2, 0 < r < R donde k es una constante,
R es el radio normal de la traquea y r es el radio cuando se tose.
(Qué radio producird la maxima velocidad del aire?

Potencia La potencia eléctrica P en watts en un circuito de co-
rriente directa con dos resistores R, y R, conectados en paralelo es
_ _VRR,
(R, + R,)?
donde v es el voltaje. Si v y R, se mantienen constantes, ;qué
resistencia R, produce la potencia mdxima?

Resistencia eléctrica  Laresistencia R de cierto tipo de resistor
es

R = J0.001T* — 4T + 100

donde R se mide en ohms y la temperatura 7" se mide en grados
Celsius.

@ o) Utilizar un sistema algebraico por computadora para deter-

minar dR/dT y el punto critico de la funcién. Determinar
la resistencia minima para este tipo de resistor.

Utilizar una herramienta de graficacién para representar
la funcién R y usar la gréfica para aproximar la resistencia
minima de este tipo de resistor.
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qu 88. Modelado matemdtico Los activos al final del aflo para el Medi-
care Hospital Insurance Trust Fund (en miles de millones de
dolares) en los afios 1995 a 2006 se muestran a continuacion:

1995: 130.3; 1996: 124.9; 1997: 115.6; 1998: 120.4;
1999: 141.4; 2000: 177.5; 2001: 208.7; 2002: 234.8;
2003: 256.0; 2004: 269.3; 2005: 285.8; 2006: 305.4
(Fuente: U.S. Center for Medicare and Medicaid Services)

a) Utilizar las capacidades de regresion de la herramienta
de graficacién para encontrar un modelo de la forma
M = at* + bt3 + c* + dt + e paralos datos. (Dejar que
t = Srepresente a 1995.)

b) Utilizar una herramienta de graficacién para dibujar los
datos y representar el modelo.

¢) Encontrar en forma analitica el minimo del modelo y
comparar el resultado con los datos reales.

Movimiento a lo largo de una recta En los ejercicios 89 a 92,
la funcion s(f) describe el movimiento de una particula que se
mueve a lo largo de una recta. Para cada funcion, a) encontrar
la funcién de la velocidad de la particula en cualquier instante
t > 0, b) identificar el (los) intervalo(s) de tiempo cuando la par-
ticula se esta moviendo en la direccién positiva, ¢) identificar el
(los) intervalo(s) de tiempo cuando la particula se mueve en la
direccion negativa y d) identificar el instante en el que la particula
cambia su direccion.

89. s(t) =6r— 1>
91. s(t) =1 — 52+ 4t
92. (1) = 3 — 202 + 128t — 280

90. s(t) =2 —T7t+ 10

Movimiento a lo largo de una recta En los ejercicios 93 y 94, la
grafica muestra la posicion de una particula que se mueve a lo largo
de una recta. Describir como cambia la posicion de la particula
con respecto al tiempo.

93. s 94. s

36 9 1215 18

HF Creacion de funciones polinomiales En los ejercicios 95 a 98,

encontrar una funcién polinomial

f@)=ax"+a,_x"" '+ -+ayx?+ax+a,

que tiene inicamente los extremos especificados. @) Determinar
el grado minimo de la funcién y proporcionar los criterios que
se utilizaron para determinar el grado. b) Recurriendo al hecho
de que las coordenadas de los extremos son puntos solucion de la
funcion y al de que las coordenadas x son puntos criticos, deter-
minar un sistema de ecuaciones lineales cuya solucion produce los
coeficientes de la funcion requerida. ¢) Utilizar una herramienta de
graficacion para resolver el sistema de ecuaciones y determinar la
funcion. d) Utilizar la herramienta de graficacion para confirmar
su resultado.

95. Minimo relativo: (0, 0); maximo relativo: (2, 2)
96. Minimo relativo: (0, 0); maximo relativo: (4, 1000)
97. Minimo relativo: (0, 0), (4, 0); maximo relativo: (2, 4)
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98. Minimo relativo: (1, 2); maximo relativo: (—1, 4), (3, 4)
¢Verdadero o falso? En los ejercicios 99 a 103, determinar si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

99. Lasuma de dos funciones crecientes es creciente.
100. El producto de dos funciones crecientes es creciente.
101. Todo polinomio de grado n tiene (n — 1) puntos criticos.
102. Un polinomio de grado n tiene a lo mds (n — 1) puntos criticos.
103. Existe un maximo o minimo relativo en cada punto critico.
104. Demostrar el segundo caso del teorema 3.5.
105. Demostrar el segundo caso del teorema 3.6.

106. Utilizar las definiciones de funciones crecientes y decrecientes
para demostrar que f(x) = x° es creciente en (—eo, o).

107. Utilizar las definiciones de funciones creciente y decreciente
para demostrar que f(x) = 1/x es decreciente en (0, o).

Preparacion del examen Putnam

108. Encontrar el minimo valor de
|sen x + cos x + tan x + cot x + sec x + csc x|

con nimeros reales x.

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize
Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos
reservados.

Frovecro oe romsn

Arco iris

Los arco iris se forman cuando la luz incide sobre gotas de lluvia,
sufriendo reflexién y refraccién como se indica en la figura. (Esta
figura presenta una seccién transversal de una gota de lluvia esférica.)
La ley de la refraccion establece que (sen a)/(sen ) = k, donde
k =~ 1.33 (para el agua). El angulo de deflexion estd dado por D =
+ 2a — 46.
a) Utilizar una herramienta de graficacién para representar
D=m+20—4sen”(1/k sen ),
0<oa<nm/2.

b) Demostrar que el angulo minimo
de la deflexion ocurre cuando

K2 —1
3

CoS a =

Para el agua, (cudl es el dngulo minimo de deflexién, D ? (El
dngulo 7 — D__ recibe el nombre de dngulo de arco iris.) {Qué
valor de « produce este dngulo minimo? (Un rayo de luz solar
que incide sobre una gota de lluvia a este dngulo, «, se conoce
como un rayo de arco iris.)

PARA MAYOR INFORMACION  Para mayor informacién acerca
de las matematicas de los arco iris, consultar el articulo “Somewhere
Within the Rainbow” de Steven Janke en The UMAP Journal.
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=35 -x
3
) L+
COI’.ICaVa -~ m=0 Coéncava
hacia abajo i i
‘ hacia arriba
=-1
% 3 <~
-2 -1 1

I
! m=0,
I 71 T !
| I
| I
| I
| I
! |
1 y !
| I
| I
| I
| I
1 1+ !
| I
! l
| I

1 (=1, 0) (1,0)!

T

2 -1 1
0, -1)
f@=x-1

f” es decreciente

[’ es creciente

La concavidad de f'se relaciona con la

monotonia de la derivada
Figura 3.25

® Determinar intervalos sobre los cuales una funcién es céncava hacia arriba o céncava
hacia abajo.

= Encontrar cualesquiera puntos de inflexién de la grafica de una funcién.

B Aplicar el criterio de la segunda derivada para determinar extremos relativos de una
funcién.

Concavidad

Ya se ha visto que localizar los intervalos en los que una funcién f es creciente o decreciente
ayuda a describir su grafica. En esta seccidn, se verd como el localizar los intervalos en los
que f' es creciente o decreciente puede utilizarse para determinar donde la grafica de f se
curva hacia arriba o se curva hacia abajo.

DEFINICION DE CONCAVIDAD

Sea f derivable en un intervalo abierto /. La gréfica de f es céncava hacia arriba
sobre I si f' es creciente en el intervalo y céncava hacia abajo en I'si f' es decreciente
en el intervalo.

La siguiente interpretacion gréfica de concavidad es util. (Ver el apéndice A para una
prueba de estos resultados.)

1. Sea f derivable sobre un intervalo abierto /. Si la gréafica de f es concava hacia arriba
en /, entonces la grafica de f yace sobre todas sus rectas tangentes en /.
(Ver la figura 3.24a.)

2. Sea f derivable en un intervalo abierto /. Si la grafica de f es cdncava hacia abajo en
1, entonces la grafica de f yace debajo de todas sus rectas tangentes en .
(Ver la figura 3.24b.)

Concava hacia arriba,
[ es creciente. §

Coéncava hacia abajo,
f” es decreciente.

a) La gréfica de f'se encuentra sobre sus
rectas tangentes
Figura 3.24

b) La grafica de f'se encuentra debajo de sus
rectas tangentes

Para determinar los intervalos abiertos sobre los cuales la gréfica de una funcién f es
céncava hacia arriba o hacia abajo, se necesita determinar los intervalos sobre los cuales f’
sea creciente o decreciente. Por ejemplo, la gréfica de

fy=4x"-x

es concava hacia abajo en el intervalo abierto (—00, 0) debido a que f'(x) = x*> — 1 es ahi
decreciente. (Ver la figura 3.25.) De manera similar, la grafica de f es céncava hacia arriba
en el intervalo (0, ©0) debido a que f’ es creciente en (0, ).



Un tercer caso del teorema
3.7 podria ser que si f"(x) = 0 para
todo x en /, entonces fes lineal. Notar,
sin embargo, que la concavidad no se
define para una recta. En otras palabras
una recta no es ni céncava hacia arriba

ni concava hacia abajo. |
6
®)=——
} i x2+3
b3+ |
! |
f'@>0 L f0>0
Céncava . Concava
hacia arriba o hacia arriba
! 1-f"(x0)<0
H Coéncava
. hacia abajo
] Il ] ] X
T T T T
-2 -1 1 2
-1+

A partir del signo de f” se puede determi-
nar la concavidad de la grafica de f
Figura 3.26
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El siguiente teorema muestra cémo utilizar la segunda derivada de una funcién f
para determinar intervalos sobre los cuales la gréifica de f es céncava hacia arriba o hacia
abajo. Una prueba de este teorema sigue directamente del teorema 3.5 y de la definicion
de concavidad.

TEOREMA 3.7 CRITERIO DE CONCAVIDAD

Sea f una funcién cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto /.

1. Si f"(x) > 0 para todo x en I, entonces la grifica de f es concava hacia arriba
enl

2. Si f"(x) < 0 para todo x en I, entonces la gréafica de f es concava hacia abajo
enl

Para aplicar el teorema 3.7, se localizan los valores de x para los cuales f"(x) = 0o f”
no existe. Segundo, se usan los valores de x para determinar los intervalos de prueba. Por
ultimo, se prueba el signo de f"(x) en cada uno de los intervalos de prueba.

EJEMPLO I Determinacion de la concavidad

Determinar los intervalos abiertos en los cuales la grafica de

fx)=

2
X +3
es concava hacia arriba o hacia abajo.

Solucién Se empieza observando que f es continua en toda la recta real. A continuacion,
se encuentra la segunda derivada de f.

flx) = 6(* + 3)7! Reescribir la funcion original.
Fx) = (—6)(x> + 3)72(2x) Derivar.
—12x

= m Primera derivada.
oy = 2+ 3A=12) — (Z120)(2)(° + 3)(2x) .
fx) = (2 + 3)* Derivar.

36(x2 — 1) '
= m Segunda derivada.

Como f"(x) = 0 cuando x = =1y f” se define en toda la recta real, se debe probar f” en
los intervalos (—o0, —1), (—1, 1) y (1, ©0). Los resultados se muestran en la tabla y en la
figura 3.26.

Intervalo —o<x< —1 —l<x<1 l <x<oo
Valor de prueba x=-2 x=0 x=2

Signo de f"(x) f(=2)>0 f710) <0 f12) >0
Conclusion Coéncava hacia arriba| Concava hacia abajo | Céncava hacia arriba

La funcién dada en el ejemplo 1 es continua en toda la recta real. Si hay valores de x
en los cuales la funcién no es continua, dichos valores deben usarse junto con los puntos en
los cuales f"(x) = 0 o f"(x) no existe para formar los intervalos de prueba.
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Coéncava
hacia arriba

Coéncava
hacia arriba

Coéncava
hacia abajo

Figura 3.27

Céncava
hacia
arriba

Céncava

hacia abajo

Céncava
hacia arriba

Coéncava
hacia abajo

I
y

Céncava
hacia abajo

Céncava

hacia

arriba

7

La concavidad de f cambia en un punto
de inflexion. Notar que la grafica cruza su
recta tangente en un punto de inflexion

Figura 3.28

Aplicaciones de la derivada

EJEMPLO 2 Determinacion de la concavidad

2

. . . . x +1
Determinar los intervalos abiertos sobre los cuales la grafica de f(x)=—;
hacia arriba o hacia abajo.

es concava

Solucién Al derivar dos veces se obtiene lo siguiente

2
flx) = ; J_F ‘11 Escribir la funcién original.
2 _ — (42
f’(x) = (x 4)(%)2 ‘(:;2 * l)(Zx) Derivar.
2 —
= % Primera derivada.
X2 —
2 _ A)2(— _ (= 2 _
) = = 4R 10) (xz(_ L?i‘)(”(x ey L
2
= % Segunda derivada.
2 — 4)

No hay puntos en los cuales f”(x) = 0, pero en x = *2 la funcién f no es continua, por lo
que se prueba la concavidad en los intervalos (—0, —2), (=2, 2) y (2, @), como se ilustra
en la tabla. La gréfica de f se muestra en la figura 3.27.

Intervalo —o<x < —2 —2<x<?2 2<x<oo
Valor de prueba x= =3 x=0 x=3

Signo de f"(x) f1(=3)>0 f10) <0 f3) >0
Conclusion Coéncava hacia arriba | Céncava hacia abajo | Céncava hacia arriba

Puntos de inflexion

La gréfica en la figura 3.26 tiene dos puntos en los cuales cambia la concavidad. Si la recta
tangente a la gréfica existe en un punto de este tipo, ese punto es un punto de inflexion. Se
muestran tres tipos de puntos de inflexién en la figura 3.28.

DEFINICION DE PUNTO DE INFLEXION

Sea f una funcién que es continua en un intervalo abierto y sea ¢ un punto en ese
intervalo. Si la grdfica de f tiene una recta tangente en este punto (c, f(c)), entonces
este punto es un punto de inflexion de la gréfica de f si la concavidad de f cambia
de céncava hacia arriba a céncava hacia abajo (o de concava hacia abajo a concava
hacia arriba) en ese punto.

(01 La definicion de punto de inflexion dada en este libro requiere que la recta tangente exista
en el punto de inflexion. Algunos libros no requieren esto. Por ejemplo, en este libro no se considera
que la funcién

X3, x<0

x2+2x, x=0

) —{

tenga un punto de inflexién en el origen, aun cuando la concavidad de la grafica cambia de céncava
hacia abajo a céncava hacia arriba. |



foo) = x* — 4x3
18+
Puntos de
9 . L.
inflexion
f f f f
-1 2 3
_9 4
—18 +
=27 +
Concava Concava Céncava
hacia arriba  hacia abajo hacia arriba

Pueden ocurrir puntos de inflexion donde

f"(x) = 00f"no existe

Figura 3.29

flx) =x*

f"(x) = 0, pero (0, 0) no es un punto de

inflexion
Figura 3.30
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Para localizar los posibles puntos de inflexién, se pueden determinar los valores de x
para los cuales f”(x) = 0 o f"(x) no existe. Esto es similar al procedimiento para localizar
los extremos relativos de f.

TEOREMA 3.8 PUNTO DE INFLEXION

Si (¢, f(c)) es un punto de inflexion de la gréfica de f, entonces f"(¢) = 0 o f” no
existe en x = c.

EJEMPLO 3 Determinacion de los puntos de inflexion

Determinar los puntos de inflexién y analizar la concavidad de la grifica de f(x) =
x—4x3.

Solucion La derivacion doble produce lo siguiente.

f(x) = x4 — 4x3 Escribir la funcién original.
flx) = 4x3 — 1252

F(x) = 12x% — 24x = 12x(x — 2)

Encontrar la primera derivada.

Encontrar la segunda derivada.

Haciendo f"(x) = 0 es posible determinar que los puntos de inflexion posibles ocurren en
x = 0yx = 2. Al probar los intervalos determinados por estos valores de x, se puede concluir
que ambos producen puntos de inflexion. Un resumen de esta prueba se presenta en la tabla,
y la gréfica de f se ilustra en la figura 3.29.

Intervalo —co<x<0 0<x<?2 2<x<oo
Valor de prueba x=-1 x=1 x=3

Signo de f"(x) f(=1)>0 1) <0 f73) >0
Conclusion Concava hacia arriba | Céncava hacia abajo | Céncava hacia arriba

El reciproco del teorema 3.8 por lo general no es cierto. Esto es, es posible que la se-
gunda derivada sea 0 en un punto que no es un punto de inflexién. Por ejemplo, la grafica
de f(x) = x* se muestra en la figura 3.30. La segunda derivada es 0 cuando x = 0, pero el
punto (0, 0) no es un punto de inflexién porque la grafica de f es céncava hacia arriba en
ambos intervalos —0 <x <0y 0 <x <00,

EXPLORACION

Considerar una funcién cubica general de la forma
f(x)=ax’ +bx> +cx+d.

Se sabe que el valor de d tiene relacion con la localizacion de la grafica, pero no con
el valor de la primera derivada en los valores dados de x. Graficamente, esto es cierto
debido a que los cambios en el valor de d desplazan a la gréafica hacia arriba o hacia
abajo, pero no cambian su forma bésica. Utilizar una herramienta de graficacién para
representar varias funciones cubicas con diferentes valores de c. Después proporcio-
nar una explicacién grafica de por qué los cambios en ¢ no afectan los valores de la
segunda derivada.
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f©>0

Concava
hacia arriba

Sif'(c) =0y f"(c) >0, f(c) es un minimo
relativo

y

() <0

I
Concava
hacia abajo

I

I

I

I

I

I

1

1

L X
‘ \

Sif'(c) =0y f"(c) <0, f(c) es un maximo
relativo
Figura 3.31

f(x) = -3x> + 513

y Maiéximo
relativo
.l (1,2)

Aplicaciones de la derivada

Criterio de la segunda derivada

Ademas de un método para analizar la concavidad, es posible utilizar la segunda derivada para
efectuar una prueba simple correspondiente a los maximos y minimos relativos. Se basa en
el hecho de que si la grafica de una funcién f es concava hacia arriba en un intervalo abierto
que contiene a c y f'(c) = 0, f(c) debe ser un minimo relativo de f. De manera similar, si
la grafica de una funcion es céncava hacia abajo en un intervalo abierto que contiene a ¢ y
f'(c) = 0, f(c) debe ser un maximo relativo de f (ver la figura 3.31).

TEOREMA 3.9 CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

Sea f una funcidn tal que f'(¢) = 0y la segunda derivada de f existe en un intervalo
abierto que contiene a c.

1. Si f"(c) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en (c, f(c)).
2. Si f"(c) <0, entonces f tiene un maximo relativo en (c, f(c)).

Si f"(c) = 0, entonces el criterio falla. Esto es, f quiza tenga un maximo relativo, un
minimo relativo o ninguno de los dos. En tales casos, se puede utilizar el criterio de
la primera derivada.

Sif'(c) = 0y f"(c) >0, existe un intervalo abierto / que contiene a ¢ para

el cual

F@-f© _fw_,

X—C

X—C

para todo x # cen I. Si x < ¢, entonces x — ¢ <0y f'(x) < 0. Ademads, si x > ¢, entonces
x—c¢>0y f'(x)>0. De tal modo, f'(x) cambia de negativa a positiva en c, y el criterio de
la primera derivada implica que f(c) es un minimo relativo. Una demostracién del segundo
caso se deja al lector.

EJEMPLO 4 Empleo del critero de la segunda derivada
Encontrar los extremos relativos correspondientes a f(x) = —3x° + 5x°.

Solucién Empezando con la determinacién de los puntos criticos de f.

)= —15x* + 15x2 = 15x*(1 — x) =0
x=-1,0,1

Igualar f"(x) a cero.

Puntos criticos.
Empleando
fx) = —60x3 + 30x = 30(—2x% + x)

se puede aplicar el criterio de la segunda derivada como se indica a continuacion.

0,0

LY 27
Minimo
relativo

(0, 0) no es ni un minimo relativo ni un

maximo relativo
Figura 3.32

Punto (—1,-2) (1,2) (0,0)
Signo de f”(x) f(=1) >0 (1) <o f70)=0
Conclusion Minimo relativo Maiximo relativo Falla de la prueba

Como el criterio de la segunda derivada no decide en (0, 0), es posible utilizar el criterio
de la primera derivada y observar que f aumenta hacia la izquierda y hacia la derecha de
x = 0. De tal modo, (0, 0) no es ni un minimo relativo ni un maximo relativo (aun cuando
la grafica tiene una recta tangente horizontal en este punto). La grafica de f se muestra en la
figura 3.32.



SECCION 3.4

Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4 se muestra la grafica de f. Establecer los
signos de f’ y f” sobre el intervalo (0, 2).

1. v 2. Y
: /
[ f : [ }
} ; X | ; X
1 2 1 2
3. 4, v

o -
—_
N -

En los ejercicios 5 a 18, determinar los intervalos abiertos en lo
cuales la grafica es concava hacia arriba o concava hacia abajo.

6. y=—x>+3x>-2
8. h(x) =x>—5x+2

S5.y=x>—x—-2

7. glx) = 3x2 — ¥

9. flx) = —x* + 6x2 — 9x — 1
10. f(¥) = 5 + 5¢ — 4002

11 f(x) = 2 3_412 12. f(x) = %
13. f(x) = ﬁ f i 14, y = —3x% + 3%3 + 135x
15. glx) = fj ; 16. h(x) = ;‘i - 11
17. y = 2x — tanx, (—gg) 18. y=x+ seix’ (=, m

En los ejercicios 19 a 36, encontrar los puntos de inflexion y ana-
lizar la concavidad de la grafica de la funcion.

19. f(x) = 3x* + 253

20. f(x) = —x* + 24x2

21, f(x) = x3 — 652 + 12x

22, f(x) = 2x* = 3x>— 12x + 5
23, f(x) = 3x* — 222

25. f(x) = x(x — 4)°

27. fx) =xJ/x + 3

24. f(x) =2x* — 8x + 3
26. f(x) = (x —2)3(x — 1)
28. f(x) = xv9 — x

29. f(x) = xi . 30. f(x) = "}Cl
31. f(x) = sen%, [0, 47 32. f(x) = 2 csc % (0, 27m)

Concavidad y el criterio de la segunda derivada 195

33. f(x) = sec(x - g) (0, 4m)

34. f(x) = senx + cosx, [0,2m7]
35. f(x) = 2senx + sen2x, [0, 27]
36. f(x) = x + 2cosx, [0,2m]

Enlos ejercicios 37 a 52, encontrar todos los extremos relativos. Uti-
lizar el criterio de la segunda derivada donde sea conveniente.

37. f(x) = (x — 5) 38. f(x) = —(x — 5)2
39. f(x) = 6x — x* 40. f(x) = x> +3x — 8
4L f(x) = x* =32 +3 42. f(x) = 2 = 52 + Tx
43. f(x) = x* — 43 + 2 44, f(x) = —x* + 43 + 82
45. glx) = x%(6 — x)* 46. g(x) = —5(x + 2)°(x — 4P
47. f(0) = ¥ = 3 48. fv) = a2+ 1

4 X
49. fo) =x + 50. /() = ——

51. f(x) = cosx — x, [0, 4]
52. f(x) = 2senx + cos 2x, [0, 2]

s @ En los ejercicios 53 a 56, recurrir a un sistema algebraico por

computadora para analizar la funcion sobre el intervalo que
se indica. a) Encontrar la primera y la segunda derivadas de la
funcién. b) Determinar cualesquiera extremos relativos y puntos
de inflexion. ¢) Representar graficamente f, f' y f” en el mismo
conjunto de ejes de coordenadas y establecer la relacion entre el
comportamiento de f'y los signos de f’ y f”.

53. f(x) = 0.2x2(x — 3)3, [—1,4]
54. f(x) = x2V6 — x2, [— /6, \/6]
55. f(x) = senx — % sen3x + £ sen 5x, [0, 7]

56. f(x) = V/2xsenx, [0,27]

Desarrollo de conceptos

57. Considerar a una funcién f tal que f’ es creciente. Dibujar
grificas de f paraa) f' <0y b) f' >0.

58. Considerar a una funcion f tal que f’ es decreciente. Dibujar
graficas de f paraa) f' <0y b) f' >0.

59. Dibujar la grafica de una funcién f tal que no tenga un punto
de inflexidn en (c, f(c)) aun cuando f"(c) = 0.

60. Srepresenta las ventas semanales de un producto. ;Qué puede
decirse de S” y S” en relacion con cada uno de los siguientes
enunciados?

a) El ritmo de cambio de las ventas esta creciendo.

b) Las ventas estdn creciendo a un ritmo mads lento.

¢) Elritmo de cambio de las ventas es constante.

d) Las ventas estdn estables.

e) Las ventas estdn declinando, pero a una velocidad
menor.

f) Las ventas se han desplomado y han empezado a
crecer.




196

CAPITULO 3 Aplicaciones de la derivada

En los ejercicios 61 a 64, se muestra la grafica de f. Representar gra-
ficamente f, f' y f” en el mismo conjunto de ejes de coordenadas.

61.

63.

Y 62. y

|
o -

;
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
T
2 3 4

Para pensar En los ejercicios 65 a 68, dibujar la grafica de una
funcién f que tenga las caracteristicas indicadas.

65.

67.

69.

f2)=f4)=0
f(x) <0six<3

66. f(0)=f(2) =0
f(x) >0six <1

£7(3) no existe. f(1)=0

f(x) >0six >3 fx) <0six > 1
fx) <0,x 3 fx) <0
f@)=f4) =0 68. f(0)=f(2)=0
fx) >0six <3 fx) < 0six < 1
f/(3) no existe. =0

fx) <0six >3 fx) > 0six > 1
fx) >0,x 3 f(x) >0

Para pensar La figura muestra la gréafica de f”. Dibujar una
gréfica de f. (La respuesta no es tnica.)

y P
6\
5 -
4 -
3+ —
) f
14 d
} T —+ X ¢
-1 12 N4 5 I
Figura para 69 Figura para 70

Para discusion

70.

Para pensar Se vierte agua en el florero que se muestra
en la figura a una velocidad constante.

a) Representar graficamente la profundidad d del agua
en el florero como una funcién del tiempo.

b) ;La funcion tiene algin extremo? Explicar.

¢) Interpretar los puntos de inflexion de la grafica de d.

71.

dea)

72.

Conjetura Considerar la funcion f(x) = (x — 2)".

Emplear una herramienta de graficacion para representar

fconrespecto an = 1, 2,3y 4. Utilizar las graficas para

realizar una conjetura acerca de la relacion entre n y cua-

lesquiera de los puntos de inflexién de la grafica de f.

b) Verificar la conjetura del apartado a).

a) Representar gréficamente f(x) = I/x eidentificar el punto
de inflexién.

b) (Existe f"(x) en el punto de inflexion? Explicar.

En los ejercicios 73 y 74, determinar a, b, ¢ y d tales que la funcién
cibica f(x) = ax® + bx> + cx + d satisfaga las condiciones que
se indican.

73.

75.

Maiximo relativo: (3, 3) 74.
Minimo relativo: (5, 1) Minimo relativo: (4, 2)
Punto de inflexion: (4, 2) Punto de inflexion: (3, 3)
Trayectoria de planeo de un avion Un pequefio avién empieza
su descenso desde una altura de 1 milla, 4 millas al oeste de la
pista de aterrizaje (ver la figura).

Maiximo relativo: (2, 4)

f f f x

-3 -2 =il

o

S
=

Encontrar la funcién cibica f(x) = ax® + bx*> + cx + den
el intervalo [—4, 0] que describe una trayectoria de planeo
uniforme para el aterrizaje.

b) Lafuncién del apartado @) modela la trayectoria de planeo
del avién. Cudndo descenderia el avién a la velocidad mas
rapida?

PARA MAYORINFORMACION  Paramayor informacién acerca de
este tipode modelacion, ver el articulo “How Not to Land at Lake Tahoe!”
de Richard Barshinger en The American Mathematical Monthly.

76.

Diseiio de autopistas Una seccion de autopista que conecta
dos laderas con inclinacién de 6 y 4% se va a construir entre
dos puntos que estdn separados por una distancia horizontal de
2000 pies (ver la figura). En el punto en que se juntan las dos
laderas, hay una diferencia de altura de 50 pies.

y

_A~u£0pista B(1000,90) _ ==" vﬁmm

B A1 - =& aciOn
i 6% jor ~.(. S50 o= " 8% {ponmact

______

X
No estd dibujado a escala

a) Disefiar una seccién de la autopista que conecte las lade-
ras modeladas por la funcién f(x) = ax’ + bx* + cx +d
(—=1000 < x <1000). En los puntos A y B, la pendiente
del modelo debe igualar la inclinacién de la ladera.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar el
modelo.

¢) Emplear una herramienta de graficacién para representar
la derivada del modelo.

d) Determinar la parte mas inclinada de la seccién de transi-
cion de la autopista.
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77. Deflexion de viga La deflexién D de una viga de longitud L es
D = 2x* — 5Lx* + 3L%?, donde x es la distancia a un extremo
de la viga. Determinar el valor de x que produce la maxima
deflexion.

78. Gravedad especifica Un modelo para el peso especifico del
agua S es

_ 5755, 8521, 6540

§ 108 106 103

T+ 099987, 0 < T < 25

donde T es la temperatura del agua en grados Celsius.

@Y o) Utilizar un sistema algebraico por computadora para de-
terminar las coordenadas del valor maximo de la funcién.
b) Dibujar una grafica de la funcién sobre el dominio especi-
ficado. (Utilizar un ajuste en el cual 0.996 < § <1.001.)
¢) Estimar el peso especifico del agua cuando 7' = 20°.

79. Costo promedio Un fabricante ha determinado que el costo
total C de operacion de una fabricaes C = 0.5x* + 15x + 5000,
donde x es el nimero de unidades producidas. ;En qué nivel de
produccién se minimizard el costo promedio por unidad? (El
costo promedio por unidad es C/x.)

80. Costo de inventario El costo total C para pedir y almacenar
x unidades es C = 2x + (300000/x). ;Qué tamafio de pedido
producird un costo minimo?

81. Crecimiento de ventas Las ventas anuales S de un nuevo

500072
8 + 12’

producto estdn dadas por § = 0 <t < 3, donde tes

el tiempo en afios.

a) Completar la tabla. Después utilizarla para estimar cuando
las ventas anuales se incrementan a ritmo mas alto.

t 105 1152253

ﬂ: b) Utilizar una herramienta de graficacion para represen-
tar la funcién S. Después emplear la grafica para estimar
cudndo las ventas anuales estdn creciendo mas rdpida-
mente.

¢) Encontrar el tiempo exacto en el que las ventas anuales
crecen al ritmo més alto.

i 82,

Modelado matemdtico La tabla muestra la velocidad media
S (palabras por minuto) a la que teclea un estudiante de meca-
nograffa después de ¢ semanas de asistir a clase.

t 5 110 1520 |25 30

S |38 56 79|90 | 93 | 94

10072
65 + 17
a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar

los datos y el modelo.
b) Utilizar la segunda derivada para determinar la concavidad
de S. Comparar el resultado con la gréfica del apartado a).
¢) (Cudles el signo de la primera derivada para t > 0? Com-
binando esta informacién con la concavidad del modelo,
(,qué se puede inferir sobre la velocidad cuando 7 crece?

Un modelo para los datos es § = t >

FE 87,
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FIF Aproximaciones lineal y cuadrdtica En los ejercicios 83 a 86,

utilizar una herramienta de graficacion para representar la
funcion. Representar después las aproximaciones lineal y
cuadratica

P,(x) = f(a) + fa)(x — a)

y

Pyx) = f(@) + f(@)x — a) + 3f"(@(x — a)?

en la misma ventana de observacion. Comparar los valores de

f, P,y P,y sus primeras derivadas en x = a. ;Cémo cambia la
aproximacion cuando se aleja de x = a?

Funcion Valor de a
83. f(x) = 2(senx + cos x) a= 11
84. f(x) = 2(senx + cos x) a=0
85. fly)=V1-x a=0
86. f(x) = Vx a=2

x— 1

Utilizar una herramienta de graficacién para representar y = x
sen(1/x). Demostrar que la gréfica es concava hacia abajo hacia
la derecha de x = 1/r.

88. Mostrar que el punto de inflexién de f(x) = x(x — 6)* se en-
cuentra a medio camino entre los extremos relativos de f.

89. Comprobar que toda funcién ctibica con tres distintos ceros reales
tiene un punto de inflexién cuya coordenada x es el promedio
de los tres ceros.

90. Mostrar que el polinomio cuibico p(x) = ax® + bx* + cx +d
tiene exactamente un punto de inflexién (x,, y,), donde
I R R
073, Y V0T 2 T 3 '
Utilizar esta féormula para determinar el punto de inflexién de
p(x) = x> —3x* + 2.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 91 a 94, determinar si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar la razon o
proporcionar un contraejemplo.

91. La grificade todo polinomio cibico tiene precisamente un punto
de inflexién.

92. La gréfica de f(x) = 1/x es c6ncava hacia abajo parax <0y
concava hacia arriba para x > 0, y por ello tiene un punto de
inflexién en x = 0.

93. Sif'(c) >0, entonces f es concava hacia arriba en x = c.

94. Si f"(2) = 0, entonces la gréfica de f debe tener un punto de
inflexién en x = 2.

En los ejercicios 95y 96, considerar que f'y g representan funciones
derivables tales que " # 0y g” # 0.

95. Demostrar que si 'y g son concavas hacia arriba en el intervalo
(a, b), entonces f + g es también concava hacia arriba en (a, b).

96. Demostrar que si f y g son positivas, crecientes y concavas hacia
arriba en el intervalo (a, b), entonces fg es también concava
hacia arriba en (a, b).
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Iml Limites al infinito

flx) >3
cuando x — —o

| | | |

fx) — 3

cuando x — oo

T T T T

-4 3 2 -1

El limite de f(x) cuando x tiende a —00 o

coes3
Figura 3.33

|
T

1

|
T

2

|
T

3

|
T

4

La afirmacién lim f(x)=L
o lim f(x) = L significa que el limite
|

existe y el limite es igual a L.

X

f (x) estd dentro de € unidades de L cuando

X — 00
Figura 3.34

® Determinar limites (finitos) al infinito.
® Determinar las asintotas horizontales, si las hay, de la grafica de una funcién.
® Determinar limites infinitos en el infinito.

Limites en el infinito

Esta seccion analiza el “comportamiento final (o asintdtico)”” de una funcién en un intervalo
infinito. Considerar la grafica de

3x2

x2+1

fx)=

como se ilustra en la figura 3.33. Graficamente, puede verse que los valores de f(x) parecen
aproximarse a 3 cuando x crece o decrece sin limite. Se puede llegar numéricamente a las
mismas conclusiones, como se indica en la tabla.

X — o0& — o0

f(x) -3

< D

La tabla sugiere que el valor de f(x) se aproxima a 3 cuando x crece sin limite (x — 00). De
manera similar, f(x) tiende a 3 cuando x decrece sin limite (x — —00). Estos limites en el
infinito se denotan mediante

lim f(x) =3

x decrece sin limite. x crece sin limite.

—100
2.9997

—10
2.97

10
2.97

100
2.9997

3¢ 1.5, 0 |15

f(x) se aproxima a 3. f(x) se aproxima a 3.

Limite en infinito negativo.

lim f(x) = 3. Limite en infinito positivo.
X—>00

Decir que un enunciado es cierto cuando x crece sin limite significa que para algin
ndmero real (grande) M, el enunciado es verdadero para fodo x en el intervalo {x: x > M}.
La siguiente definicion recurre a este concepto.

DEFINICION DE LIMITES AL INFINITO

Sea L un nimero real.
1. Elenunciado lim f(x)= L significa que para cada € > 0 existe un M > 0 tal que
X—>—oco

|f(x) - L| < €siempre que x > M.

2. Elenunciado lim f(x)= L significa que para cada £ > 0 existe un N < 0 tal que

|f(x) - L| < esiempre que x < N.

La definicién de un limite al infinito se muestra en la figura 3.34. En esta figura, se
advierte que para un nimero positivo dado € existe un ndimero positivo M tal que, para x >
M, la grafica de f estard entre las rectas horizontales dadas pory =L+ eyy =L — &



EXPLORACION

Utilizar una herramienta de grafica-
cién para hacer la representacion

_ 2x*+4x-6

f@= 3x+2x—16"

Describir todas las caracteristicas
importantes de la gréfica. ;Se
puede encontrar una sola ventana
de observacion que muestre con
claridad todas esas caracteristicas?
Explicar el razonamiento.

(Cudles son las asintotas horizon-
tales de la grafica, de manera que
ésta se encuentre dentro de 0.001
unidades de su asintota horizontal?
Explicar el razonamiento.
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Asintotas horizontales

En la figura 3.34, la grafica de f se aproxima a la recta y = L cuando x crece sin limite. La
recta y = L recibe el nombre de asintota horizontal de la grifica de f.

DEFINICION DE UNA ASINTOTA HORIZONTAL

Larecta y = L es una asintota horizontal de la gréfica de f si

lim f(x) =L o lim f(x) = L.

x——o0 X—00

Noétese que a partir de esta definicion se concluye que la grafica de una funcion de
x puede tener a lo mucho dos asintotas horizontales (una hacia la derecha y otra hacia la
izquierda).

Los limites al infinito tienen muchas de las propiedades de los limites que se estudiaron
en la seccidn 1.3. Por ejemplo, si existen tanto lgn f)y 11’_r)n g(x), entonces

lim [f(x) + g(&)] = lim f(x) + lim g(x)

Tim [f()g(0)] = [ lim f(x)][ lim g(x)]

Se cumplen propiedades similares para limites en —co0.
Cuando se evalian limites al infinito, resulta de utilidad el siguiente teorema. (Una
prueba de este teorema se da en el apéndice A.)

TEOREMA 3.10  LIMITES AL INFINITO

Si r es un nimero racional positivo y ¢ es cualquier nimero real, entonces

Ademas, si x” se define cuando x < 0, entonces

3 c
lim — =0.
x—>—0 X

EJEMPLO | Determinacion del limite al infinito

L . 2
Encontrar el limite: lim |5 — —|.
X—00 X

Solucién Utilizando el teorema 3.10, es posible escribir

2
Iim (5—7>— lim 5 — lim —
xX—00 X X—00 xX—0 X

=5-0
=5.

Propiedad de limites.
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EJEMPLO 2 Determinacion de un limite al infinito

2x — 1

Determinar el limite: lim .
x—ooo x + 1

Solucion  Advertir que tanto el numerador como el denominador tienden a infinito cuando
x tiende a infinito.

/rh’m (2x—1) > o0
X—00
. 2x—1
lggax+1
T~ im (x+1) = oo

X—0C0

(e o)
NUTA Cuandp se encuentra una Esto produce una forma indeterminada — . Para resolver este problema, es posible dividir
forma indeterminada tal como la del oo

ejemplo 2, se debe dividir el numerador  tanto el numerador como el denominador entre x. Después de eso, el limite puede evaluarse
y el denominador entre la potencia mds  como se muestra.

alta de x en el denominador. |
2x — 1
I 2x— 1 I X
x‘j{}o x+ 1 - ngo x+1 Dividir el numerador y el denominador entre x.
X
1
-
Y . X
| B )E{}o 1 Simplificar.
L eT 1+ =
L5 X
L ad . .1
! Do 1l Iim 2 — lim —
1 3 S = a1l x> X—00 X
1 - 1 Tomar limites del numerador y el denominador.
7777777777777 R R lim 1 + lfm —
| x—00 x—0 X
1 ] —
1 / ~2-0
_; _i _i _; ? / i ; g * T+ 0 Aplicar el teorema 3.10.
-1
: /Z =2

De tal modo, larecta y = 2 es una asintota horizontal a la derecha. Al tomar el limite cuando

J = 2es unaasintota horizontal x — —oo, puede verse que y = 2 también es una asintota horizontal hacia la izquierda. La

Figura 3.35 grafica de la funcién se ilustra en la figura 3.35.
TECNOLOGIA Se puede verificar que el limite del ejemplo 2 es razonable evaluando
f(x) para unos pocos valores positivos grandes de x. Por ejemplo,
3 f(100) = 1.9703, f(1000) = 1.9970 'y f(10000) =~ 1.9997.
Otra forma de verificar que el limite obtenido es razonable consiste en representar la gra-
fica con una herramienta de graficacion. Por ejemplo, en la figura 3.36, la grafica de
2x — 1
0 : 80 flx) = T 1

Cuando x aumenta, la grafica de fse mueve
més y mas cerca a la recta y = 2 se muestra con la recta horizontal y = 2. Notar que cuando x crece, la grafica de f se
Figura 3.36 mueve mds y mds cerca de su asintota horizontal.



The Granger Collection

MARIA GAETANA AGNESI (1718-1799)
Agnesi fue una de las pocas mujeres en

recibir crédito por aportaciones importantes

a las matematicas antes del siglo XX. Casi
al cumplir 20 afos, escribio el primer texto
que incluyo tanto calculo diferencial como
integral. Alrededor de los 30, fue miembro
honorario de la facultad en la Universidad
de Bolofia.

Para mayor informacion sobre las
contribuciones de las mujeres a las
matematicas, ver el articulo“Why Women
Succeed in Mathematics”de Mona
Fabricant, Sylvia Svitak y Patricia Clark
Kenschaft en Mathematics Teacher.

24 = 1
i P+l
/\
-2 -1 1 2
lim f{x) =0 lim f{x) =0
X = —o0 X — o0

ftiene una asintota horizontal en y = 0
Figura 3.37

X
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EJEMPLO 3 Una comparacion de tres funciones racionales

Determinar cada limite.

. 2x+5 o 2x*+5 23+ 5
a) xlggo 3x2+ 1 b) xlggo 3x2+ 1 2 Xlggo 3x2 41

Solucién En cada caso, el intento de evaluar el limite produce la forma indeterminada

a) Dividir tanto el numerador como el denominador entre x°.

. 2 +5 @2 +36B/x) 0+0 0
l _— = 1 = = — =
e TS ) T3s0 3 0

b) Dividir tanto el numerador como el denominador entre x*.

22+5 2+ (5/x) 2+0 2

lim 2212 = =
w31 a3+ (1/x) 340 3

¢) Dividir tanto el numerador como el denominador entre x*.

I 23 +5 it 2x + (5/x%) oo
m-———=1Ilm————" 5= —
oo 3x2+ 1 e 34 (1/x2) 3
Es posible concluir que el limite no existe porque el numerador aumenta sin limite mientras
el denominador se aproxima a 3. ——

Estrategia para determinar limites en = de funciones racionales

1. Si el grado del numerador es menor que el grado de denominador, entonces el
limite de la funcién racional es 0.

2. Siel grado del numerador es igual al grado de denominador, entonces el limite
de la funcién racional es el cociente de los coeficientes dominantes.

3. Si el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, entonces el
limite de la funcién racional no existe.

Recurrir a esta estrategia para verificar los resultados del ejemplo 3. Estos limites parecen
razonables cuando se considera que para grandes valores de x, el término de la potencia
mads alta de la funcién racional es lo que mds “influye” en la determinacién del limite. Por
ejemplo, el limite cuando x tiende a infinito de la funcién

1
x2+1

fl) =

es 0 porque el denominador supera al numerador cuando x aumenta o disminuye sin limite,
como se muestra en la figura 3.37.

La funcién que se muestra en la figura 3.37 es un caso especial de un tipo de curva
estudiado por la matemadtica italiana Maria Gaetana Agnesi. La férmula general de esta
funcioén es

8a’
x2 + 4q?

flx) =

Bruja de Agnesi.

y, a través de la traduccién erronea de la palabra italiana vertéré, la curva ha llegado a co-
nocerse como la bruja (o hechicera) de Agnesi. El trabajo de Agnesi con esta curva aparecié
por primera vez en un amplio libro de célculo que se publicé en 1748.
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3
y I
y V2
4l Asintota
horizontal

hacia la derecha

ek
Asintota
horizontal

hacia la izquierda

—4 4

Las funciones que no son racionales pueden
tener diferentes asintotas horizontales

derecha e izquierda

Figura 3.38
2
N
-1
La asintota horizontal parece ser la recta
y = 1 pero en realidad es la recta y = 2
Figura 3.39

Aplicaciones de la derivada

En la figura 3.37 se puede observar que la funcién f(x) = 1/(x* + 1) tiende a la misma
asintota horizontal hacia la derecha que hacia la izquierda. Esto siempre es cierto para las
funciones racionales. Las funciones que no son racionales, sin embargo, pueden tender a
diferentes asintotas horizontales hacia la derecha y hacia la izquierda. Esto se demuestra
en el ejemplo 4.

EJEMPLO 4 Una funcion con dos asintotas horizontales

Determinar cada limite.

-2 -2
a) lim X2 b) lim N
x—o /2x2 + 1 x—-o /2x2 4+ 1
Solucion

a) Para x > 0, es posible escribir x = Vx?. De tal modo, dividiendo tanto el numerador
como el denominador entre x, se obtiene

-2 2 2
3x 3_7 2

2x2+1 /

y se puede tomar el limite de la manera siguiente.
2

1, =2 — Iim X

o /22 + 1 x#ﬁ\/ 1 210 2

3x — 2
2x2 + 1 Jn2+1

3-0 3

b) Parax <0, puede escribirse x = —/x*. De manera que al dividir tanto el denominador
como el numerador entre x, se obtiene

3x—2 2

2
3-- 3-=

X
B2+1 n2+1 1
_f 2+;

y es posible tomar el limite de la manera siguiente.

3x —2 _
2x2 + 1

5 2

I 3x—2 lim X __3-0 _ 3

xo-0 Jf2x2 + 1 xo-oe | —J2+0 V2
-2+

La graficade f(x)=(3x- 2)/\/ 2x”+ 1 se presenta en la figura 3.38.

CONFUSION TECNOLOGICA Si se utiliza una herramienta de graficacién para
auxiliarse en la estimacion de un limite, cerciorarse de confirmar también la estimacion
en forma analitica (las imdgenes que muestra una herramienta de graficacion pueden ser
erréneas). Por ejemplo, la figura 3.39 muestra una vista de la gréfica de

2x3 + 1000x2 + x
x3 + 1000x2 + x + 1000°

De acuerdo con esta imagen, seria convincente pensar que la gréafica tiene ay = 1 como
una asintota horizontal. Un enfoque analitico indica que la asintota horizontal es en
realidad y = 2. Confirmar lo anterior agrandando la ventana de la observacién de la
herramienta de graficacion.
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En la seccién 1.3 (ejemplo 9) se vio como el teorema del encaje se puede utilizar para
evaluar limites que incluyen funciones trigonométricas. Este teorema también es valido

para limites al infinito.

EJEMPLO 5 Limites que implican funciones trigonomeétricas

Encontrar cada limite.

, . senx
y a) lim senx b) lim
x—00 x—oo X
Solucion

a) Cuando x tiende a infinito, la funcién seno oscila entre 1 y —1. De tal manera, este

limite no existe.
b) Como —1 <sen x < 1, se concluye que para x > 0,

senx

- <

<

o=

X

==

T y= —% donde lim (-1/x) =0y lim (1/x) = 0. De tal modo, por el teorema del encaje, es posible
obtener
Cuando x aumenta sin limite f(x) tiende a
cero lim 50X _
Figura 3.40 x—ooo X
como se muestra en la figura 3.40.
EJEMPLO 6 Nivel de oxigeno en un estanque
Suponga que f(¢) mide el nivel de oxigeno en un estanque, donde f(¢) = 1 es el nivel normal
(no contaminado) y el tiempo ¢ se mide en semanas. Cuando ¢ = 0, se descarga desperdicio
orgdnico en el estanque, y como el material de desperdicio se oxida, el nivel de oxigeno en
el estanque es
P?—r+1
1) = 2+ 1
(Qué porcentaje del nivel normal de oxigeno existe en el estanque después de una semana?
(Después de dos semanas? ;Después de 10 semanas? ;Cual es el limite cuando ¢ tiende a
infinito?
fio) ) .
Solucion Cuando t = 1, 2y 10, los niveles de oxigeno son como se muestra.
1.00
o Z—-1+1 1
\§o (2,0.6) m f(l) = 12+ 1 = 5 = 50% 1 semana.
g 075
o 22-241 3
= 1 _ P+l f(Z) = > =2 =60% 2 semanas.
% 0.50 0% o= 2 22 + 1 5
102—-10+1 _ 91
0.25 f(l()) = W = ﬁ =~ 90.1% 10 semanas.
f f f f F—1
2 4 6 8 10 Para encontrar el limite cuando 7 tiende a infinito, dividir el numerador y el denominador
Semanas entre £ con el fin de obtener
El nivel de oxigeno en el estanque se o=t +1 1=/ + 1/ 1-0+0
aproxima a nivel normal de 1 cuando ,11323 2+1 ,llg‘o 1+ (1/1) “ T 1+0 1 = 100%.
t tiende a 00

Figura 3.41 Ver la figura 3.41.
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La determinacién de si una
funcién tiene un limite infinito al infini-
to es util al analizar el “comportamien-
to asintdtico” de la grafica. Se verdn
ejemplos de esto en la seccién 3.6 sobre
dibujo de curvas.

Figura 3.42

Figura 3.43

Aplicaciones de la derivada

Limites infinitos al infinito

Muchas funciones no tienden a un limite finito cuando x crece (o decrece) sin limite. Por
ejemplo, ninguna funcién polinémica tiene un limite finito en infinito. La siguiente definicién
se usa para describir el comportamiento de funciones polinomiales y de otras funciones al
infinito.

DEFINICION DE LIMITES INFINITOS AL INFINITO

Sea f una funcion definida en el intervalo (a, ©0).

1. Elenunciado lim f(x) =% significa que para cada nimero positivo M, existe
x——o
un ndmero correspondiente N > 0 tal que f(x) > M siempre que x > N.
2. FElenunciado lim f(x)=—00 significa que para cada nimero negativo M, existe
X——%©

un nimero correspondiente N > 0 tal que f(x) < M siempre que x > N.

Pueden darse definiciones similares para los enunciados lim f(x) =%y lim f(x)=—o00.
X——® X——%°

EJEMPLO 7 Determinacion de limites infinitos al infinito

Determinar cada limite.

a) lim x3 b) lim x°
x—00 x——0o0
Solucion
a) Cuando x crece sin limite, x* también crece sin limite. De tal modo, es posible escribir
lim x* = o0.

X%

b) Cuando x decrece sin limite, x* también decrece sin limite. En consecuencia, se puede
escribir lim x* = —oo0.

x——%
La grifica de f(x) = x’ en la figura 3.42 ilustra estos dos resultados, los cuales concuerdan
con el criterio del coeficiente dominante para las funciones polinomiales que se describen
en la seccién P.3.

EJEMPLO 8 Determinacion de limites infinitos al infinito

Encontrar cada limite.

o 2x?2 — 4x o 2x? — 4x
a) lim ———— b) lim ——
x—oo  x + 1 x—-0 x + 1
Solucion Una manera de evaluar cada uno de estos limites consiste en utilizar una division
larga para rescribir la funcién racional impropia como la suma de un polinomio y de una
funcion racional.

2
a) 1fmu=1fm<2x—6+i)=oo
X—00 X+1 X—00 )C+1
2
by 1m 2 11'm<2x—6+ 6 >=—oo
X——00 )C+1 X— —00 )C+1

Los enunciados anteriores pueden interpretarse diciendo que cuando x tiende a =00, la fun-
cién f(x) = (2x* — 4x)/(x + 1) se comporta como la funcién g(x) = 2x — 6. En la seccién
3.6 esto se describe en forma gréfica afirmando que la recta y = 2x — 6 es una asintota
oblicua de la gréfica de f, como se muestra en la figura 3.43. ——



Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, hacer que corresponda la funcion con
una de las graficas [a), b), ¢), d), €) o f)] utilizando como ayuda
asintotas horizontales.

a) y b)
3Ak
A&
]Ak
} } } } X
-2 -1 1 2
_lAk
c) y d) y
3+ 3
,,,,,,, Ao 2
1+ 14
—+— +—t+— X St —— X
32-1/ 123 L1203
,,,,,,, Ao oL
34 3L
e) hH y
4Ak
3Ak
,,,,,, 2Ak,,,,,,,
X
x -3 -2-1 1 2 3
_zak
L) = 2% 2 f) =
x2 42 x4+ 2
3. = d 4. [ N R S—
&) x2+2 fl) =2 x4+ 1
4 senx 2x2—3x+5
5. = 6. XTI
&) x2+1 &) x2+1

BE Andiisis numérico y grafico En los ejercicios 7 a 12, utilizar una

herramienta de graficacion para completar la tabla y estimar el
limite cuando x tiende a infinito. Utilizar después una herramienta
de graficacion para representar la funcién y estimar graficamente
el limite.

X 10° 10! 102 103 104 10° 10°
fx)
4x + 3 2x?
7 W =0 8. W=7
—6x 20x
9. = — 10. =

9x2 — 1

! 2. f() =4+

11. —5_ L
fl) =5 x2+1 x2+2
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En los ejercicios 13 y 14, determinar lim A(x), si es posible.

13.  f(x) = 5x% — 3x2 + 10x

0 =10y =LY
o o = L2

4. f(x) = —4x +2¢— 5
@ hewy =1y = L
o ho = L2

En los ejercicios 15 a 18, encontrar cada limite, si es posible.

ox2+2 . 3 —2x

15 o g 16 0 i35
) x2 + 2 . 3 —2x
by lim "o by lim 3

2 +2 _ 2
s o i
L5 =232 P

7. o) lim =5 18- o) lim oy
5 —2x3 3 5x3/2

D M Ser g P aer

o) 1im 522 o) lim 502

x—oo 3x — 4 x%oo4\/;c+ 1

En los ejercicios 19 a 38, encontrar el limite.

19. lim (4 + 5) 20.  lim <§ - f)
X—00 X X—>—00 X 3
. I 2x — 1 2. lim X2+ 3
C ok 3kt 2 Camee 202 — |
X 5x3 + 1
. lim e
23, lim -5 4 Im e — 32+ 7
2
X X
27.  lim ——— 28.  lim ————
w00 52 — x oo Jx2 4 1
2x + 1 —3x + 1
29.  lim —— 30. lim ———
x—iEnOO /x2 — x x—}IEIOC /x2 + x
2 _ 4 _
3L qm X1 2. am YX 1
xX—>00 2x - 1 xX—>—00 x3 - 1
. x+1 B 2x
S e D Mo dim s
. 1 . 1
35. xlggo 2x + senx 36. xlglolo cos
37. lim 2 38, qim X

x—00 X xX—0 X
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FIFE los ejercicios 39 a 42, utili h ienta d ficacié . oz
n los ejercicios 39 a 42, utilizar una herramienta de graficacién Para discusién
para representar la funcién e identificar cualquier asintota ho-

rizontal. 58. La gréfica de una funcién se muestra a continuacion.
_ o _ 32|
39. flx) = Tr1 40. f(x) = o y
3 o2 =2 e
4. fl) = ——— Q. f)=Y""° +
Jx2+2 2x + 1 4
En los ejercicios 43 y 44, determinar el limite. (Sugerencia: Sea | =~ ;j 7777777
x = 1/t y encontrar el limite cuando ¢t — 0*.) L /7
. 1 . 1 4 2 A A
43. lim xsen— 44, lim xtan— T
x—>00 X xX—>o0 X 2+

En los ejercicios 45 a 48, encontrar el limite. (Sugerencia: Tratar
la expresion como una fraccion cuyo denominador es 1 y racio-
nalizar el numerador.) Utilizar una herramienta de graficacion

a) Dibujar f".
b) Utilizar las graficas para estimar lim f(x) y lim f"(x).

para verificar su resultado. ¢) Explicar las respuestas que se obtuvieron en el
apartado b).
45. 1im (x + Vx2+ 3) 46. lim (x - Vx*+ x)
X—>— 00 X—>00
{ /Oy2 — 7 — / 2
47. JBI;HOO (3x /0% x) 48. }E{.L (4x 16x x) En los ejercicios 59 a 76, dibujar la grafica de la funcion utilizando

extremos, intersecciones, simetria y asintotas. Emplear después

' I Andlisis numérico, grifico y analitico En los ejercicios 49 a 52, una herramienta de graficacion para verificar el resultado.

utilizar una herramienta de graficacion para completar la tabla

y estimar el limite cuando x tiende a infinito. Emplear después 59 . x 60 x—4
una herramienta de graficacion para representar la funcion y YT YT 3
estimar el limite. Por dltimo, encontrar el limite analiticamente 1 2x
y comparar los resultados con las estimaciones. 61. y = P 62. y= 0.2
x 100 10" | 102 | 10° | 10* | 105 | 10° __x __x
63y =i 16 6. y="T6
il 22 212
65. y = 66. y=———
YT YT ¥4
49. flx) =x— Vx(x—1) 50.  f(x) =x% —xJx(x — 1) 67. xy2 = 68. x2y =
1 x + 1
51. X) = xsen— 52. x) = _ _
f&) > W ="7 69. y =" 70. y =1

3 1
Desarrollo de conceptos Ney=2-5 2. y=1+-

E.n l.os ejercicios 53. y .54, describin: en sus propias palabras el 7oy =34 2 4.y = 4(1 1 )
significado de los siguientes enunciados. X 2
3
53. lim f(x) = 4 54. lim f(x) =2 75y = 76. y = ——
xX—00 xX——00 x2 — 4 x2 — 4

55. Dibujar una gréfica de una funcién derivable que satisfaga las

siguientes condiciones y tenga x = 2 como su Gnico punto . - . .
& y teng P @D En los ejercicios 77 a 84, utilizar un sistema algebraico por compu-

tico.
cree tadora para analizar la grafica de la funcion. Marcar cualquier
f/(x) < 0 parax < 2 f(x) > 0 parax > 2 extremo y/o asintota que existan.

lim f(x) = lim f(x) = 6 5 1
x—>—oo x—0o0 77. f(x):9_x72 78. f(x)=x2_x_2

56. (Es posible dibujar una grafica de una funcién que satisface
las condiciones del ejercicio 55 y que no tiene puntos de 79. f(x) = x—2 80. f(x) = x+1
inflexién? Explicar. x2—4x+3 x2+x+1

57. Si f esunafuncién continua tal que 1im f(x) = 5, determinar,

. . x—00" . 3 2
si es posible, lim f(x) para cada condicién especificada. i i
X—>—00

81. f(x) = ——— 82. gx) = ———
1) Vax? + 1 ® V3241
a) La grifica de f es simétrica al eje y.

b) La grifica de f es simétrica al origen. 83. g(x) = sen( _ 2sen2x

), x>384 f(x)=

X
x—2 X




Fl? Enlosejercicios 85y 86,a) emplear una herramienta de graficacion

para representar f y g en la misma ventana de observacién, b) ve-
rificar algebraicamente que f y g representan la misma funcion y
¢) hacer un acercamiento suficiente para que la grafica aparezca
como unarecta. ; Qué ecuacion parece tener estarecta? (Notar que
todos los puntos en los cuales la funcion no es continua no se obser-
van con facilidad cuando se realiza el acercamiento.)

P32+ 2 ¥ -2+ 2
85. T T e 86. - YT T e
) G —3) fx) )
2 1 1
glx) = x =3 g(x) St l-—

87. Eficiencia de un motor La eficienciade un motor de combus-
tién interna es

Eficiencia (%) = 100 [1 — #]

1/v)
donde v,/v, es la razén entre el gas no comprimido y el gas
comprimido y ¢ es una constante positiva que depende del disefio
del motor. Encontrar el limite de la eficiencia cuando la razén
de compresion se acerca a infinito.

88. Costopromedio Un negocio tiene un costo de C = 0.5x + 500
para producir x unidades. El costo promedio por unidad es
c-<

X p—
Encontrar el limite de C cuando x tiende a infinito.

89. Fisica La primera ley de movimiento de Newton y la teoria
especial de la relatividad de Einstein difieren en lo que respec-
ta al comportamiento de las particulas cuando su velocidad se
acerca a la velocidad de la luz, c. Las funciones Ny E represen-
tan la velocidad predicha, v, con respecto al tiempo, ¢, para una
particula acelerada por una fuerza constante como lo predijeron
Newton y Einstein. Desarrollar una condicién limite que des-
criba a cada teorfa.

t

90. Temperatura La grifica muestra la temperatura 7, en grados
Fahrenheit, de un pastel de manzana ¢ segundos después de que
se saca del horno y se pone en una repisa de enfriamiento.

T
% (0, 1700)

t

a) Determinar 1lim T .;Qué representa este limite?
1—0"

b) Encontrar lim 7 . ;Qué representa este limite?
t—o0o

¢) (Latemperatura del vidrio alcanzard en algiin momento la
temperatura del cuarto? ;Por qué?

FIF 91.

e 9.

i o3
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Limites al infinito

Modelado matemdtico 1Latabla muestralos tiempos del récord
mundial para la carrera de una milla, donde ¢ representa el afio,
con ¢t = 0 correspondiente a 1900 y y es el tiempo en minutos y
segundos.

t 23 33 45 54 58
y | 4104 | 4:07.6 | 4:01.3 | 3:59.4 | 3:545
t 66 79 85 99

y | 3:51.3 | 3:489 | 3:46.3 | 3:43.1

Un modelo para los datos es
335142 + 42461t — 543.730
y= t2
donde los segundos se han cambiado a partes decimales de un
minuto.

a) Emplear una herramienta de graficacion para dibujar los
datos y representar el modelo.

b) (Parece haber un tiempo limite para la carrera de una milla?
Explicar la respuesta.

Modelado matemdtico La tabla muestra la velocidad media S

ala que un estudiante de mecanografia teclea r semanas después

de iniciar su aprendizaje.

t 5 |10 1520 | 25| 30

S |28 5679 |9 |93 | 9%

100#2

65 + 1¥

a) Recurrir a una herramienta de graficacion para dibujar los
datos y representar el modelo.

b) (Parece haber alguna velocidad para mecanografiar limite?
Explicar.

Modelado matemdtico Una zona de calor se une a un intercam-

biador de calor de un sistema calefactor. La temperatura T’

(grados Celsius) se registra ¢ segundos después de que el horno

empieza su operacion. Los resultados para los primeros dos

minutos se registran en la tabla.

Un modelo para los datos es § = t>0.

t 0 15 30 45 60
T | 252° | 36.9° | 455° | 51.4° | 56.0°
t 75 90 105 120

T | 59.6° 62.0°  64.0° | 65.2°

a) Utilizar los programas para el cdlculo de regresion de una
herramienta de graficacién para encontrar un modelo de la
forma T, = at® + bt + c para los datos.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 7.

1451 + 86¢

58 +t
Emplear una herramienta de graficacion para representar

el modelo 7.
d) Determinar 7,(0) y 7,(0).

e) Encontrar lim 7,.
—oo

f) Interpretar el resultado del apartado e) en el contexto del
problema. ;Es posible efectuar este tipo de andlisis utili-
zando T,? Explicar.

¢) Un modelo racional para los datos es T, =
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A o4,

95.

96.

97.
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Modelado matemdtico Un recipiente contiene 5 litros de una
solucidn salina al 25%. La tabla muestra las concentraciones C
de la mezcla después de agregar x litros de una solucién salina
al 75% al recipiente.

X 0 0.5 1 1.5 2 ‘
C | 025 | 0295 | 0.333 | 0.365 | 0.393 ‘
x 2.5 3 3.5 4

C | 0417 | 0438 | 0.456 | 0.472

a) Utilizar las caracteristicas de regresion de una herramien-
ta de graficacién para encontrar un modelo de la forma
C, = ax® + bx + c para los datos.
b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar C,.
5+ 3x

20 + 4x
Utilizar una herramienta de graficacion para representar C,.

¢) Un modelo racional para estos datos es C, =

d) Determinar lim C, y lim C,. ;Qué modelo representa mejor
la concentr;;c?gn de laﬁr;clezcla? Explicar.

e) (Cudl es la concentracion limite?

Una recta con una pendiente m pasa por el punto (0, 4).

a) Escribir la distancia d entre la recta y el punto (3, 1) como
una funcién de m.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
ecuacion del apartado a).

¢) Determinar lim d(m)y lim d(m). Interpretar geométri-
camente los resultados.

Una recta con pendiente m pasa por el punto (0, —2).

a) Escribir la distancia d entre la recta y el punto (4, 2) como
una funcién de m.

b) Emplear una herramienta de graficacion para representar
la ecuacion del apartado a).

¢) Determinar lim d(m)y lim d(m). Interpretar geométri-
m—ee m—>—oco
camente los resultados.
2x2
2+2

Se muestra la grifica de f(x) =

************* e

1

(O R

No estd dibujado a escala

a) Determinar L = 1im f(x).

b) Determinar x, y x;_eiﬁo términos de €.

¢) Determinar M, donde M > 0, tal que | fx) — L| < € para
x>M.

d) Determinar N, donde N < 0, tal que | fx) — L| < € para
x<N.

98.

99.

100.

6x
I+ 2

Se muestra la grafica de f(x) =

No estd dibujado a escala

a) Encontrar L=1lim f(x)y K lim f(x).

b) Determinar x, y x, en términos de €.

¢) Determinar M, donde M > 0, tal que | fx) — L| < € para
x>M

d) Determinar N, donde N < 0, tal que | fx) — K | < € para
x<N.

Considerar lim ——=—=. Utilizar la definicién de limites al
x—=oo /x2+ 3
infinito para encontrar los valores de M que corresponden a

a)e=05yb)e=0.1.

Considerar 1im . Utilizar la definicién de limites

3x
T S 3
al infinito para encontrar los valores de N que correspondan a
a)e=05yb)e=0.1.

En los ejercicios 101 a 104, usar la definicion de limites al infinito
para comprobar el limite.

101.

103.

10s.

106.

¢Verdadero o falso?

Iim %:0

L2
x—oo X 102. xligolo \/)7( N 0
. 1 . 1
lim =0 104. lim =0

x—>—oo X~ x>0 X — 2

Demostrar que si p(x) = ax" ++ ax + a,y g(x) = b, x"
+-+ bx + by (a, # 0, b, # 0), entonces

L
s
A
3

. pl)
Jm )

S
S

H
3
=
\
3

Utilizar la definicién de limites infinitos al infinito para demos-
trar que lim x3 = oco.
X—oo

En los ejercicios 107 y 108, determinar si

el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que demuestre dicha falsedad.

107.

108.

Si f’(x) > 0 para todo ndmero real x, entonces f es creciente
sin limite.

Si f”(x) < 0 para todo ntimero real x, entonces f es decreciente
sin limite.
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Iml Analisis de graficas

40

T "

-10

200

-1200

Diferentes ventanas de observacion para la
grafica de f(x) = x* — 25x* + 74x — 20
Figura 3.44

B Analizar y trazar la grafica de una funcién.

Analisis de la grafica de una funcion

Seria dificil exagerar la importancia de usar graficas en matematicas. La introduccion de la
geometria analitica por parte de Descartes contribuy6 de manera significativa a los rapidos
avances en el cdlculo que se iniciaron durante la mitad del siglo xvi. En palabras de La-
grange: “Mientras el dlgebra y la geometria recorrieron caminos independientes, su avance
fue lento y sus aplicaciones limitadas. Sin embargo, cuando estas dos ciencias se juntaron,
extrajeron una de la otra una fresca vitalidad y a partir de ahi marcharon a gran velocidad
hacia la perfeccién.”

Hasta ahora, se han estudiado varios conceptos que son Utiles al analizar la gréfica de
una funcién.

* Intersecciones con los ejes xy y (seccion P.1)
¢ Simetria (seccién P.1)
* Dominio y rango o recorrido (seccidén P.3)
¢ Continuidad (seccion 1.4)
¢ Asintotas verticales (seccion 1.5)
¢ Derivabilidad (seccién 2.1)
¢ Extremos relativos (seccion 3.1)
¢ Concavidad (seccién 3.4)
¢ Puntos de inflexién (seccion 3.4)
¢ Asintotas horizontales (seccidn 3.5)
¢ Limites infinitos al infinito (seccidn 3.5)

Al dibujar la gréfica de una funcién, ya sea en forma manual o por medio de una herra-
mienta gréfica, recordar que normalmente no es posible mostrar la grafica entera. La decisién
en cuanto a la parte de la grafica que se decide mostrar es muchas veces crucial. Por ejemplo,
(cudl de las ventanas de observacion en la figura 3.44 representa mejor a la grafica de

f(x) = x* — 25x* + 74x — 20?

Al ver ambas imdgenes, es claro que la segunda ventana de observacién proporciona una
representacion mds completa de la grafica. Sin embargo, ;una tercera ventana de observa-
cion revelaria otras porciones interesantes de la grafica? Para responder a esta pregunta, es
necesario utilizar el cdlculo para interpretar la primera y la segunda derivadas. A continua-
cion se presentan unas estrategias para determinar una buena ventana de observacion de la
gréfica de una funcién.

Estrategia para analizar la grafica de una funcion

1. Determinar el dominio y el rango de la funcién.

2. Determinar las intersecciones, asintotas y simetria de la gréfica.

3. Localizar los valores de x para los cuales f'(x) y f’(x) son cero o no existen. Usar
los resultados para determinar extremos relativos y puntos de inflexion.

En estas estrategias, advertir la importancia del dlgebra (asi como del célculo) para resolver
las ecuaciones f{x) = 0, f'(x) = 0y f"(x) = 0. |
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horizontal:

I 1
o ..
< 1 o= =
SEql T 28
£ I | {5 5o
1 1 >
< 5 = ‘ =
A T | Minimo
I I
Asintota } , relativo
I I
I [
I

Empleando el calculo, se puede tener la
certeza de que se han determinado todas las
caracteristicas de la grafica de f

Figura 3.45

PARA MAYOR INFORMACION
Para mayor informacién del uso de
tecnologia para representar funciones
racionales, consultar el articulo
“Graphs of Rational Functions for
Computer Assisted Calculus” de Stan
Bird y Terry Walters en The College
Mathematics Journal.

12

=

-8

Al no usar el calculo se puede pasar por
alto importantes caracteristicas de la
grafica de g

Figura 3.46

Aplicaciones de la derivada

EJEMPLO |

Analizar y dibujar la grafica de f(x)=
Solucién

Primera derivada:

Segunda derivada:

Intersecciones en x:
Interseccion en y:

Asintotas verticales:
Asintota horizontal:

Punto critico:

Posibles puntos de inflexion:
Dominio:

Simetria:

Intervalos de prueba:

2(x

Dibujo de la grafica de una funcién racional

2_9)

-4

oy 20x
f ()C) - ()C2 _ 4)2

v\ —20(3x2 + 4)
f ()C) - (X2 _ 4)3
(—3,0), (3,0
(0,3)
x=-2,x=2
y=2
x=20

Ninguno

Todos los niimeros reales excepto x = +2
Con respecto al eje y
(=00, =2),(=2,0),(0,2), (2, 00)

La tabla muestra cémo se usan los intervalos de prueba para determinar varias caracteristicas
de la grafica. La gréfica de f se ilustra en la figura 3.45.

fx) fx) | fx) Caracteristica de la grafica
—oo<x< =2 - - Decreciente, concava hacia abajo
x=-2 Indef. | Indef. | Indef. Asintota vertical
—-2<x<0 - + Decreciente, céncava hacia arriba
x=0 % 0 + Minimo relativo
0<x<?2 + + Creciente, concava hacia arriba
x = Indef. | Indef. | Indef. Asintota vertical
2 < x < oo + — Creciente, concava hacia abajo

Asegurarse de entender todas las indicaciones de la creacién de una tabla tal como la
que se muestra en el ejemplo 1. Debido al uso del célculo, se debe estar seguro de que
la grafica no tiene extremos relativos o puntos de inflexién aparte de los que se muestran

en la figura 3.45.

CONFUSION TECNOLOGICA  Sin utilizar el tipo de andlisis que se describe en
el ejemplo 1, es facil obtener una visién incompleta de las caracteristicas basicas de la
grafica. Por ejemplo, la figura 3.46 muestra una imagen de la gréfica de

2(x* = 9)(x —20)

s ="

De acuerdo con esta imagen, parece que la grafica de g es casi la misma que la grafica
de f que se muestra en la figura 3.45. Sin embargo, las graficas de estas dos funciones
difieren bastante. Tratar de agrandar la ventana de observacion para ver las diferencias.



-]
t
=2

Asintota vertical: x

Figura 3.47

=2

*. Asintota vertical: x

I .
| relativo

x—2

fx) = x?—2x+4

f)==%

Una asintota oblicua
Figura 3.48

2_2x+4

x—2

EJEMPLO 2 Dibujo de la grafica de una funcién racional

Analizar y dibujar la graficade f(x)=

Soluciéon

Primera derivada:

Segunda derivada:

Intersecciones en x:

Interseccion en y:

Asintota vertical:

Asintotas horizontales:
Comportamiento final o asintético:
Puntos criticos:

Posibles puntos de inflexion:

Dominio:

SECCION 3.6

x> =2x+4
) ’

x(x — 4)

flx) = =2y

8

f'x) = G-2p

Ninguna
0, —2)
x=2

Ninguna

lim f(x) = —oo, lim f(x) = oo

x=0x=4

Ninguno

Andlisis de graficas

Intervalos de prueba:

Todos los nimeros reales excepto x = 2
(_w7 0)7 (O’ 2)7(2’ 4)7(4’ w)
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El andlisis de la grafica de f se muestra en la tabla, y la grafica se ilustra en la figura 3.47.

fx) fx) | fx Caracteristicas de la grifica
—oo<x<0 + — Creciente, concava hacia abajo
x=0 -2 0 - Miéximo relativo
0<x<?2 - — Decreciente, céncava hacia abajo
x = Indef. | Indef. | Indef. | Asintota vertical
2<x<4 - + Decreciente, concava hacia arriba
x = 6 + Minimo relativo
4 <x < oo + + Creciente, concava hacia arriba

Aunque la grafica de la funcién en el ejemplo 2 no tiene asintota horizontal, tiene una
asintota oblicua. La grafica de una funcién racional (que no tiene factores comunes y cuyo
denominador es de grado 1 o mayor) tiene una asintota oblicua si el grado del numerador
excede al grado del denominador exactamente en 1. Para determinar la asintota oblicua,
usar la division larga para describir la funcién racional como la suma de un polinomio de
primer grado y otra funcién racional.

xX2—2x+4
o =220

=x+

o x—2

Escribir la ecuacion original.

Reescribir utilizando la division larga.

En la figura 3.48, advertir que la gréfica de f'se acerca a la asintota oblicua y = x cuando x

tiende a —00 0 CO.
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Asintota
horizontal:
y=1
,,,,,,,,,,,, ]A%,,,,,,,,,,,,
p } } } X
(0, 0) 2 3
Punto de
inflexion
Asintota
horizontal:
y=-1
Figura 3.49

y Méximo F@0)=2x"3 = 5x%3
relativo

0,0)

4
(1,-3)
Punto de
inflexion

(8,-16)
Minimo relativo

Figura 3.50

EJEMPLO 3 Dibujo de la grafica de una funcién radical

X
Analizar y dibujar la grafica de f(x)= ?

x“+2
Solucién
’ ” 6‘x
o=ty T ™

La gréfica s6lo tiene una interseccion, (0, 0). No tiene asintotas verticales, pero cuenta con
dos asintotas horizontales: y = 1 (a la derecha) y y = —1 (a la izquierda). La funcién no
tiene puntos criticos y sélo un posible punto de inflexién (x = 0). El dominio de la funcién
son todos los nimeros reales, y la grafica es simétrica con respecto al origen. El andlisis de
la gréfica de f se muestra en la tabla, y la grafica se presenta en la figura 3.49.

fx) f(x) f(x) Caracteristicas de la grafica
-0 <x<0 + + Creciente, concava hacia arriba
x=0 0 = 0 Punto de inflexién
V2
0<x< oo + - Creciente, concava hacia abajo

EJEMPLO 4 Dibujo de la grafica de una funcion radical

Analizar y dibujar la grafica de f(x) = 2x°° — 5x*>.

Solucién

ff(x)=?x1/3(x1/3 _2) f”(x)=

La funcién tiene dos intersecciones: (0, 0) y (% O). No hay asintotas horizontales o vertica-
les. La funcidn tiene dos puntos criticos (x = 0y x = 8) y dos posibles puntos de inflexion
(x = 0yx = 1). El dominio son todos los nimeros reales. El andlisis de la grafica de f se
presenta en la tabla, y la gréfica se ilustra en la figura 3.50.

fx) f(x) fx) Caracteristicas de la grafica
—oo<x<0 + - Creciente, concava hacia abajo
x=0 0 0 Indef. Maiéximo relativo
O0<x<1 - - Decreciente, concava hacia abajo
x=1 -3 - 0 Punto de inflexién
l<x<38 — + Decreciente, concava hacia arriba
x=38 —16 0 + Minimo relativo
8§ <x< oo + + Creciente, concava hacia arriba




f(x) = x* — 1203 + 48x> — 64x

i 0, 0)
X
-1
-5 4,0)
Punto de
-10 inflexion
-157 (2,-16)
Punto de
-0 inflexién
_25 =+
ol 2
Minimo relativo

Generada con Maple

b)

Una funcion polinomial de grado par debe
tener al menos un extremo relativo
Figura 3.51

SECCION 3.6 Andlisis de graficas

EJEMPLO 5 Dibujo de la grafica de una funcién polinomial

Analizar y dibujar la grafica de f(x) = x* — 12x° + 48x* — 64x.

Solucién  Se inicia factorizando para obtener

flx) = x* — 12x3 + 48x% — 64x
= x(x — 4)3.

Luego, utilizando la forma factorizada de f(x), se puede efectuar el siguiente andlisis.

Primera derivada:

Segunda derivada:

Intersecciones en x:

Interseccion en y:

Asintotas verticales:

Asintotas horizontales:
Comportamiento final o asintético:
Puntos criticos:

Posibles puntos de inflexion:
Dominio:

Intervalos de prueba:

F) = 4x = Dix — 4
) = 12(x — 4)(x — 2)
(0,0), (4,0)
(0,0)
Ninguna
Ninguna

lim f(x) = oo, lim f(x) = oo
e
x=2,x=4
Todos los nimeros reales
(—o0, 1), (1,2), (2,4), (4, c0)
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El andlisis de la grafica de f'se muestra en la tabla, y la grafica se presenta en la figura 3.51a.
El uso de un sistema de dlgebra por computadora como Maple (ver la figura 3.51b) puede

resultar de utilidad para verificar el andlisis.

fx) fx) f(x) Caracteristica de la grafica
—o<x<1 - + Decreciente, concava hacia arriba
x=1 —27 0 + Minimo relativo
l<x<?2 + + Creciente, concava hacia arriba
x =2 —16 + 0 Punto de inflexion
2<x<4 + - Creciente, concava hacia abajo
x =4 0 0 Punto de inflexion
4 <x<o0 + + Creciente, concava hacia arriba

La funcién polinomial de cuarto grado del ejemplo 5 tiene un minimo relativo y nin-
glin miximo relativo. En general, una funcién polinomial de grado n puede tener a lo mads
n — 1 extremos relativos, y cuando mucho n — 2 puntos de inflexiéon. Ademads, las funciones
polinomiales de grado par deben tener al menos un extremo relativo.

Recordemos del criterio del coeficiente adelantado o dominante que se describi6 en la
seccion P.3 que el “comportamiento final” o asintético de la grafica de una funcién polinomial
se determina mediante su coeficiente dominante y por su grado. Por ejemplo, debido a que
el polinomio en el ejercicio 5 tiene un coeficiente dominante positivo, la gréfica crece hacia
la derecha. Ademads, como el grado es par, la grafica también crece hacia la izquierda.
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)
-2
=

Asintota vertical: x

f) =

a)

3
2

Asintota vertical: x

CoS X
1+ senx

b)
Figura 3.52

Generada con Maple

Aplicaciones de la derivada

EJEMPLO 6 Dibujo de la grafica de una funcién trigonométrica

Analizar y dibujar la grafica de f(x)=——>
1+ senx

Solucion Debido a que la funcién tiene un periodo de 277, se puede restringir el analisis de
la grafica a cualquier intervalo de longitud 27r. Por conveniencia, utilizar (— /2, 37/2).

1
Primera derivada: x) = ——"—"—
f 1+ senx
COS X
Segunda derivada: ) =——-
& f) (1 + senx)?
Periodo: 2w
.. ™
Interseccion en x: (5 O>
Interseccioneny: (0, 1)
. . T 37
Asintotas verticales: x = — 2 X = 7 Véase nota anterior.
Asintotas horizontales:  Ninguna
Puntos criticos:  Ninguno
. . . ™
Posibles puntos de inflexion: x = B
.. . 3+ 4n
Dominio:  Todos los nimeros reales exceptox = S

T\ (7 37
Interval : -— =L l= =
ntervalos de prueba < 2,2>,<2, 2)
El andlisis de la grafica de fen el intervalo (—r/2, 37/2) se muestra en la tabla, y la gré-
fica se presenta en la figura 3.52a. Comparar esto con la grafica generada por el sistema
algebraico por computadora Maple en la figura 3.52b.

fx) fx) f(x) Caracteristicas de la grafica
x = —g Indef. Indef. Indef. Asintota vertical
T T . ) . .
5 <x< 5 — + Decreciente, concava hacia arriba
T 1 . .
X == 0 - 0 Punto de inflexion
2 2
g <x< 3777 - - Decreciente, concava hacia abajo
37 ., .
x = By Indef. Indef. Indef. Asintota vertical

[GI7® Sustituyendo — /2 0 37/2 en la funcién, se obtiene la forma 0/0. Esta recibe el nombre
de forma indeterminada y se estudiard en la seccién 8.7. Para determinar si la funcién tiene asintotas
verticales en estos dos valores, es posible rescribir las funciones como sigue.

COS X (cosx)(I —senx) _ (cosx)(l —senx) 1 —senx

1 +senx (1 + senx)(1 — senx) cos? x cos x

fo) =

En esta forma, es claro que la grafica de f tiene asintotas verticales cuando x = —7r/2y 37/2. W
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, hacer que corresponda la grifica de f en la 11. glx) = x — % 12. f(x) = x + 3%
columna izquierda con la de su derivada en la columna derecha. x x
2+ 1 x3
Grdfica de Grdfica de f' 13. f0) == 14. f0) = 55
1. y a) y x> —6x + 12 2x> —5x + 5
15. y = 4 16. y = P
17. y = xJ/4 — x 18. g(x) = xv/9 — x
19. h(x) = x4 — »? 20. g(x) = xV/9 — x*
21. y = 3x?/3 — 2x 22,y =30 — 1)¥3 — (x — 1)2
23 y=x-32+3 24,y = —3(3 —3x +2)
25.y=2—x—x° 26. f(x) = 3(x — 1> + 2
, 27. y = 3x% + 4x3 28. y = 3x* — 6x2 + 3
) 29. y = x5 — 5x 30. y = (x — 1)
31y = |2x — 3| 32, y=|x> — 6x + 5|
@D En los ejercicios 33 a 36, utilizar un sistema algebraico por compu-
tadora para analizar y representar graficamente la funcion.
Identificar todos los extremos relativos, puntos de inflexion y
asintotas.
20x 1 4
. = - = . =x+5—
3. f) 2+1 x M. f0) = x x2+1
3 1 9 ) 2 4
—2x X
3 + 3. flx) = — 36. f(x) = —
i 4 e V2 +T e Vx4 15
) 1 En los ejercicios 37 a 46, dibujar una grafica de la funcion sobre
MW x = e X el intervalo dado. Utilizar una herramienta de graficaciéon para
-3 3 -4 2 L /2 4 . .
—-1+ i verificar la grafica.
-2+ 1
34 a4l 37. f(x) = 2x — 4senx, 0 < x <27
38. f(x) = —x +2cosx, 0<x<2mw
4. y d) Y 39. y =senx — jgsendy, 0 < x <27
3T 3T 40.y:cosx—}1cos2x, 0=<x<2mw
2+ 2+
1 1+ 41. y = 2x — tanx, P
] ] ] 1 Il Il Il Il 1 1 2 2
T T X T 1 L — X
3-2-1/] 1 2 3 3-2-1 ] 123 42.y=2(x—2)+cotx, O <x<m
+ T
Ll 4l 43. y = 2(cscx + secx), 0 <x < EY

4. y= sec2<%x> - 2tan(%x) -1, -3<x<3

En los ejercicios 5 a 32, analizar y dibujar una grafica de la fun-

cion. Indicar todas las intersecciones, extremos relativos, puntos 45. g(x) = xtan x _ 3w <x< 3w
de inflexion y asintotas. Utilizar una herramienta de graficacion ’ 2 2
para verificar los resultados. 46. g(x) = xcotx, —27m <x<2m
-3 6. y=—>5"
YT x -2 YT e Desarrollo de conceptos
7. y= x? 8 y= ¥ 41 47. Suponer que f'(#) < 0 para todo 7 en el intervalo (2, 8). Ex-
x*+3 ) X2 —4 plicar por qué f(3) > f(5).
3x _x—-3 48. Suponer que f(0) = 3y 2 < f'(x) <4 para todo x en el intervalo
9. y=5_ 10. f(x) =—— : . . -
X 1 X [-5, 5]. Determinar los valores mds grande y mas pequefio

posibles de f(2).
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Desarrollo de conceptos (continuacién)

En los ejercicios 49 y 50, las graficas de f, f' y f” se mues-
tran sobre el mismo conjunto de ejes de coordenadas.
(Cual es cual? Explicar el razonamiento.

49. Y 50. 4

HF En los ejercicios 51 a 54, utilizar una herramienta de grafi-
cacion para representar la funciéon. Emplear la grafica para
determinar, si es posible, que la grafica de la funcion cruce su
asintota horizontal. ;Es posible que la grafica de una funcién
cruce su asintota vertical? ;Por qué si o por qué no?

4(x — 1)? 3t —5x+ 3
51. = 52. == = -
/& x2—4x+5 8) x*+1
53. h(x) = sen 2x 54 f(x) = cos 3x
X 4x

HF En los ejercicios 55 y 56, emplear una herramienta de grafi-
cacion para representar la funcién. Explicar por qué no hay
asintota vertical cuando una inspeccién superficial de la funcion
quiza indique que deberia haber una.

6 — 2x 2 +x—2
55. hix) = 3T, 56. g(x) Zﬁ

HF En los ejercicios 57 a 60, utilizar una herramienta de graficacion
para representar la funcion y determinar la asintota oblicua de
la grafica. Realizar acercamientos repetidos y describir como
parece cambiar la grafica que se exhibe. ;Por qué ocurre lo

anterior?
x> —=3x—1 2x* — 8x — 15
57. flx) = — - 58. glx) = -
2x° - +x2+4
59. f(0) = 57 60. h(x) = ———5——

Razonamiento grdfico Enlos ejercicios 61 a 64, utilizar la grafica
de f' para dibujar la grafica de f y la grafica de f.

61.

=

63.

y 64. y
3+ 3+
2+ 02+

1+ 1+
7@‘(” —— ——>x
-9 -6 3.6 -3 -2 -1 1 2 3

-2+ -+
-3+ -3+

(Proporcionado por Big Fox, Moverly Area Community College,
Moverly MO)

@D 65. Razonamiento grifico Considerar la funcién

HF 66.

cos? mx
NS
a) Utilizar un sistema algebraico por computadora para re-
presentar la funcién y emplear la grafica para aproximar
en forma visual los puntos criticos.

b) Emplear un sistema algebraico por computadora para
determinar f' y aproximar los puntos criticos. ¢Los resul-

tados son los mismos que los de la aproximacion visual del
apartado a)? Explicar.

fx) =

0<x<4d

Razonamiento grdfico Considerar la funcion
f(x) = tan(sen 7rx).

a) Utilizar una herramienta de graficacién para representar la
funcién.

b) Identificar toda simetria de la gréfica.

¢) (Es periddica la funcién? Si es asi, ;cudl es el periodo?

d) Identificar todos los extremos en (—1, 1).

e) Utilizar una herramienta de graficacién para determinar la
concavidad de la grafica en (0, 1).

Para pensar En los ejercicios 67 a 70, crear una funcién cuya
grafica tiene las caracteristicas indicadas. (Hay mas de una res-
puesta correcta.)

67.

68.

69.

70.

71.

Asintota vertical: x = 3
Asintota horizontal: y =0
Asintota vertical: x =—5
Asintota horizontal: ninguna
Asintota vertical: x = 3
Asintota oblicua: y = 3x + 2
Asintota vertical: x = 2

Asintota oblicua: y = —x

Razonamiento grdfico A continuacion se muestra la grafica
de la funcién f.

a) ¢Para cudles valores de x es f'(x) cero, positiva y negativa?
b) (Para cudles valores de x es f"(x) cero, positiva y negativa?
¢) (Sobre qué intervalo la funcién f’ es creciente?

d) ¢Paraqué valor de x la funcion f'(x) tiene un minimo? Para
este valor de x, ;como se comporta la razén de cambio de f
en comparacién con larazén de cambio para otros valores?
Explicar.



Figura para 71

Figura para 72

Para discusion

72.

Razonamiento grdfico ldentificar en la figura los nimeros
reales Xy, X;, X,, X3 y x4 de tal manera que los siguientes
enunciados sean verdaderos.

a) f'()=0 b) f"x)=0
¢) f'(x) no existe. d) f tiene un maximo relativo.

e) f tiene un punto de inflexién.

73.

74.

FE )

75.

H?e)

76.

Razonamiento grdfico Considerar la funcién
ax
f(x) - (x _ b)2

Determinar el efecto sobre la grifica de f si a y b cambian.
Considerar casos en los que a y b son ambos positivos o ambos
negativos, y casos en los que a y b tienen signos opuestos.

Considerar la funcién f(x) = %(ax)* — (ax), a # 0.

a)

Determinar los cambios (silos hay) en las intersecciones, los
extremos y la concavidad de la gréfica f cuando varfa a.

En la misma ventana de observacion, utilizar una herra-
mienta de graficacion para representar la funcidn relativa
a 4 valores diferentes de a.

Investigacion Considerar la funcién

zxn
0 =G
para valores enteros no negativos de n.
a) Analizar la relacién entre el valor de n y la simetria de la
gréfica.
b) (Para qué valores de n el eje x serd la asintota horizontal?
¢) (Para qué valor de n serd y = 2 la asintota horizontal?
d) ;Cudl es la asintota de la grafica cuando n = 5?

Representar f'en una herramienta de graficacion para cada
valor de n indicado en la tabla. Emplear la grafica para
determinar el nimero M de extremos y el nimero N de
puntos de inflexion de la grafica.

n |[0]1]2|3]4]5

M

N

Investigacion Sea P(x,, y,) un punto arbitrario sobre la grafica
de f tal que f'(x,) # 0, como se indica en la figura. Verificar
cada afirmacion.

a)

b)

©)

e)

8)
h)

EE 7.
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La interseccidn con el eje x de la recta tangente es
(oo}
S (xo)
La interseccion con el eje y
de la recta tangente es Py Yo)
(O,f(xo) ) f,(xo))~ | f
La intersecci6n con el eje x i1 x

de la recta normal es
(xo + f(xO)f,(x())s 0).

La interseccién con el eje y de la recta normal es

<0, Yo + j%)

_ [ fGo) _ VT + [ )P
BCL = rey| PP = ) |

|AB| = |f(xo)f/(x0)|
[AP| = | f ()| V1 + [f"(xp) ]

Modelado matemdtico Los datos en la tabla muestran el

nimero N de bacterias en un cultivo en el tiempo 7, donde ¢ se
mide en dias.

t 1

2 3 4 5 6 7 8

25

200 | 804 | 1756 2296 | 2434 | 2467 | 2473

Un modelo para estos datos estd dado por

a)
b)
)
@ Jd)

e)

Asintotas oblicuas

24 670 — 35 153t + 13 25012
100 — 39t + 7¢2 ’

Utilizar una herramienta de graficacién para dibujar los
datos y representar el modelo.
Recurrir al modelo para estimar el nimero de bacterias
cuando ¢ = 10.
Aproximar el dia cuando el nimero de bacterias es mds
grande.
Utilizar un sistema algebraico por computadora para deter-
minar el tiempo en que la tasa de incremento en el nimero
de bacterias es mds grande.
Calcular 1im N(7).

t—oo

1 <r<8.

En los ejercicios 78 y 79, la grafica de la fun-

cion tiene dos asintotas oblicuas. Identificar cada asintota oblicua.
Después representar graficamente la funcion y sus asintotas.

78. y =

V4 + 16x? 79. y= x>+ 6x

Preparacion del examen Putnam

80. Considerar que f(x) estd definida en a < x < b. Suponiendo
propiedades apropiadas de continuidad y derivabilidad,
demostrar para a < x < b que

&) = fla) _fb) = fla)

b—a 1

X —a

donde f3 es alglin niimero entre a y b.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

b =51"B)
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II Problemas de optimizacion

\/;_—S‘—H

X
I\ x\l 5 /
Caja abierta con base cuadrada:
S=x+4xh =108
Figura 3.53

TECNOLOGIA Se puede verifi-
car la respuesta utilizando una herra-
mienta de graficacién para representar
la funcién volumen
3
X
V=27 — 1
Usar una ventana de observacion
enlaque 0<x<+108 =104y
0<y<120, y la funcién trace para
determinar el valor méximo de V.

E Resolver problemas de maximos y minimos aplicados.

Problemas de aplicacion de maximos y minimos

Una de las aplicaciones mds comunes del cdlculo implica la determinacion de los valores
minimo y méximo. Recordar cudntas veces hemos oido hablar de utilidad (beneficio)
maxima(o), minimo costo, tiempo minimo, voltaje mdximo, forma éptima, tamafio minimo,
maxima resistencia y maxima distancia. Antes de describir una estrategia general de solucién
para tales problemas, se considera un ejemplo.

EJEMPLO I Determinacion del volumen maximo

Un fabricante quiere disefiar una caja abierta que tenga una base cuadrada y un 4rea su-
perficial de 108 pulgadas cuadradas, como se muestra en la figura 3.53. ;Qué dimensiones
producird una caja con un volumen méaximo?

Solucion Debido a que la caja tiene una base cuadrada, su volumen es

V =x’h Ecuacién primaria.

Esta ecuacion recibe el nombre de ecuacion primaria porque proporciona una férmula para
la cantidad que se va a optimizar. El drea de la superficie de la caja es

S = (area de la base) + (drea de los cuatro lados)
S = x2 + 4xh = 108. Ecuacion secundaria.
Como V se va a maximizar, escribir V como una funcion de una sola variable. Para ha-

cerlo, es posible resolver la ecuacién x* + 4xh = 108 para i en términos de x y obtener
h= (108 — x»)/(4x). Sustituyendo en la ecuacién primaria, se obtiene

V = x2h Funcién de dos variables.
,(108 — 22 N
=X 47 Sustituir para /.
-X
x3
= 27x — Z Funcién de una variable.

Antes de determinar qué valor de x producird un valor méximo de V, se necesita determinar
el dominio admisible. Esto es, ;qué valores de x tienen sentido en este problema? Se sabe
que V= 0. También que x debe ser no negativa y que el 4rea de la base (A = x?) es a lo sumo
108. De tal modo, el dominio admisible es

0<x< JVI108. Dominio admisible.

Para maximizar V, determinar los puntos criticos de la funcién de volumen en el intervalo

(0, /108).

dv 3x?
—=27T—-—=0 Igualar la derivada a cero.
dx 4 ¢
3x% =108 Simplificar.
x = =+6 Puntos criticos.
De tal modo, los puntos criticos son x = *£6. No se necesita considerar x = —6 porque estd

fuera del dominio. La evaluacion V en el punto critico x = 6 y en los puntos terminales del
dominio produce V(0)=0, V(6)=108 y V(x/108) =0. De tal modo, V es maximo cuando
x = 6y las dimensiones de la caja son 6 X 6 X 3 pulgadas. —



Al efectuar el paso 5, recordar
que para determinar el valor maximo o
minimo de una funcién continua f en un
intervalo cerrado, hay que comparar los
valores de f en sus puntos criticos con
los valores de f en los puntos terminales
del intervalo. |
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En el ejemplo 1 se nota que hay un nimero infinito de cajas abiertas que tienen 108
pulgadas cuadradas de drea superficial. Para empezar a resolver el problema es necesario
preguntar qué forma bésica pareceria producir un volumen maximo. ;La caja debe ser alta,
muy baja o casi ctbica?

Incluso se puede tratar de calcular unos cuantos volimenes, como se muestra en la
figura 3.54, para ver si se obtiene una mejor idea de lo que deben ser las dimensiones 6p-
timas. Recordar que no se puede resolver un problema hasta que no haya sido identificado
con toda claridad.

Volumen = 74;11 Volumen = 92 Volumen = 103%

3
S5x5x4 30
3
4x4x5 i
3x3x81
4
Volumen = 108 Volumen = 88
6x6x3 §x8x13

(Qué caja tiene el volumen mayor?
Figura 3.54

El ejemplo 1 ilustra las siguientes estrategias para resolver problemas aplicados de
minimos y miximos.

Estrategias para resolver problemas aplicados de minimos y maximos

1. Identificar todas las cantidades dadas y las que se van a determinar. Si es posible,
elaborar un dibujo.

2. Escribir una ecuacion primaria para la cantidad que se va a maximizar o mini-
mizar.

3. Reducir la ecuacién primaria a una que tenga una sola variable independiente.
Esto quiza implique el uso de ecuaciones secundarias que relacionan las variables
independientes de la ecuacién primaria.

4. Determinar el dominio admisible de la ecuacion primaria. Esto es, determinar los
valores para los cuales el problema planteado tiene sentido.

5. Determinar el valor maximo o minimo deseado mediante las técnicas de calculo
estudiadas en las secciones 3.1 a 3.4.
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]
T

I - I

La cantidad por minimizar es la distancia:
d=J(x—-02+(y—2>~
Figura 3.55

1 pulg 1 pulg
L y

1
15 pulg

1
15 pulg

La cantidad que se va a minimizar es el
area: A = (x + 3)(y + 2)
Figura 3.56

EJEMPLO 2 Determinacion de la distancia minima

. Qué puntos sobre la grafica de y = 4 — x* son més cercanos al punto (0, 2)?

Soluciéon

La figura 3.55 muestra que hay dos puntos a una distancia minima del punto (0, 2). La dis-
tancia entre el punto (0, 2) y el punto (x, y) sobre la grifica de y = 4 — x* estd dada por

d=J(x—-02+(y— 2> Ecuacién primaria.

Utilizando la ecuacién secundaria y = 4 — x% se puede rescribir la ecuacién primaria
como

d= x>+ (@4 —x> =22 = J/x* =32 + 4.

Como d es mds pequefia cuando la expresion dentro de radicales es menor, sélo se necesi-
tan determinar los puntos criticos de f(x) = x* — 3x* + 4. Advertir que el dominio de fes
toda la recta de los nimeros reales. De tal modo, no hay puntos terminales del dominio por
considerar. Ademads, igualando f’(x) a 0 se obtiene

fx) =4 —6x=2x(2x2 —3) =0
o \ﬁ _\ﬁ
’ 2’ 2

El criterio de la primera derivada verifica que x = 0 produce un mdximo relativo, mientras
que x = /3/2 y x = —</3/2 producen una distancia minima. De tal modo, los puntos
m4s cercanos son (\/3/2, 5/2) y (— V3/2, 5/2).

EJEMPLO 3 Determinacion del area minima

Una pagina rectangular ha de contener 24 pulgadas cuadradas de impresion. Los margenes
de la parte superior y de la parte inferior de la pdgina van a ser de 13 pulgadas, y los mér-
genes de la izquierda y la derecha corresponderan a 1 pulgada (ver la figura 3.56). ; Cudles
deben ser las dimensiones de la pagina para que se use la menor cantidad de papel?

Solucién Sea A el drea que se va a minimizar

A=(x+ 3)(y +2) Ecuacion primaria.
El drea impresa dentro del margen estd dada por
24 = xy. Ecuacion secundaria.

Despejando de esta ecuacion para y produce y = 24/x. La sustitucién en la ecuacién pri-
maria da lugar a

24 72
A= (X + 3)<x + 2) =30+ 2x + 7 Funcién de una variable.

Debido a que x debe ser positiva, se estd interesado s6lo en los valores de A para x > (. Para
encontrar los puntos criticos, derivar con respecto a x.

dA 72

——=2-—5=0 > x*=36

dx X
De tal modo, los puntos criticos son x = =6 . No es necesario considerar x = —6 porque
este punto esta fuera del dominio. El criterio de la primera derivada confirma que A es un
minimo cuando x = 6. De tal modo, y = % = 4y las dimensiones de la pdgina deben ser
x + 3 = 9 pulgadas por y + 2 = 6 pulgadas. ——
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La cantidad que se va a minimizar es la lon-
gitud. De acuerdo con el diagrama, puede
verse que x varia entre 0 y 30

Figura 3.57
60
(9, 50)
0 -1 30
45

Se puede confirmar el valor minimo de W
con una herramienta de graficacion
Figura 3.58
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EJEMPLO 4 Hallar la longitud minima

Dos postes, uno de 12 pies de altura y el otro de 28 pies, estdn a 30 pies de distancia. Se
sostienen por dos cables, conectados a una sola estaca, desde el nivel del suelo hasta la parte
superior de cada poste. ;[ Dénde debe colocarse la estaca para que se use la menor cantidad
de cable?

Solucion

Sea W la longitud del cable que se va a minimizar. Utilizando la figura 3.57, puede escri-
birse

W=y+z Ecuacién primaria.

En este problema, mds que resolver para y en términos de z (o viceversa), se deben despejar
tanto para y como para z en términos de una tercera variable x, como se indica en la figura
3.57. De acuerdo con el teorema de Pitdgoras, se obtiene

X2 4122 =y?
(30 — x)> + 282 = 22
lo que implica que

y = Jx*+ 144

7= Vx2—60x + 1684.

De tal modo, W estd dada por

W=y+z
= /2 + 144 + /x> — 60x + 1684, 0 < x < 30.

La derivacién de W con respecto a x produce

aw _ X n x — 30
dx ¥+ 144 2 — 60x + 1684

Haciendo dW/dx = 0, se obtendra
X x — 30
X2 + 144+ J—60x + 1684
x/x2 = 60x + 1684 = (30 — x) /a2 + 144
X2(x% — 60x + 1684) = (30 — x)2(x*> + 144)
x* — 60x + 1684x2 = x* — 60x3 + 1 044x% — 8 640x + 129 600
640x% + 8 640x — 129600 = 0
320(x — 9)(2x + 45) = 0
x =9, —225.

Como x = —22.5 no estd en el dominio y
W(0) = 53.04, W(9) = 50 y W(30) = 60.31

se puede concluir que el alambre debe colocarse a 9 pies del poste de 12 pies.

TECNOLOGIA De acuerdo con el ejemplo 4, puede verse que los problemas de optimi-
zacion aplicada implican una gran cantidad de dlgebra. Si se tiene acceso a una herramien-
ta de graficacion, confirmar que x = 9 produce un valor minimo de W al trazar la grafica

W= x>+ 144 + /2 — 60x + 1684

como se muestra en la figura 3.58.
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X Area: x?

y

il

Perimetro: 4x

[

(Qdd

4 pies

Area: nr

Circunferencia: 27r

La cantidad que se va a maximizar es el
area: A = x2 + 72
Figura 3.59

EXPLORACION

(Cual serfa la respuesta si en el
ejemplo 5 se preguntaran las dimen-
siones necesarias para encerrar el
area total minima?

Aplicaciones de la derivada

En cada uno de los primeros cuatro ejemplos, el valor extremo ocurriria en un punto
critico. Aunque esto sucede a menudo, recordar que un valor extremo también puede pre-
sentarse en un punto terminal de un intervalo, como se muestra en el ejemplo 5.

EJEMPLO 5 Un maximo en un punto terminal

Se van a usar cuatro pies de alambre para formar un cuadrado y un circulo. ;Qué cantidad
de alambre debe usarse para el cuadrado y qué cantidad para el circulo a fin de abarcar la
maéxima drea total?

Solucion

El drea total (ver la figura 3.59) estd dada por
A = (4rea del cuadrado) + (drea del circulo)
A= x%+ 72

Ecuacién primaria.

Como la longitud total de alambre es 4 pies, se obtiene

4 = (perimetro del cuadrado) + (circunferencia del circulo)
4 = 4x + 27rr.

De tal modo, r = 2(1 — x)/m, y sustituyendo en la ecuacién primaria se obtiene

R T,

™

— 2
x2+u
T

A

7%[(77 + 4)x2 — 8x + 4].

El dominio admisible es 0 < x < 1 restringido por el perimetro cuadrado. Como

@:2(’#4—4))6—8
dx T

el tinico punto critico en (0, 1) es x = 4/( + 4) = 0.56. Asi, utilizando

A0) = 1273,  A(0.56) =056 y A1) =1

Puede concluirse que el drea maxima ocurre cuando x = 0. Esto es, fodo el alambre se usa
para el circulo. ——

Revisar las ecuaciones primarias formuladas en los primeros cinco ejemplos. Como
indican las aplicaciones, estos cinco ejemplos son bastante simples, no obstante las ecua-
ciones primarias resultantes son bastante complicadas.

3

V:27x—% W= Jx2+ 144 + JxZ — 60x + 1684
d= Jx*—=3x*+4 A=i[(77+4)x2—8x+4]

A=3O+2x+772

Por lo comtin, debe esperarse que las aplicaciones de la vida real incluyan ecuaciones al
menos tan complicadas como estas cinco. Recordar que una de las metas principales de este
curso es aprender a utilizar el clculo con el fin de analizar ecuaciones que en un principio
parecen ser sumamente complejas.
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II Ejercicios

Anadlisis numeérico, grdfico y analitico Encontrar dos nime-
ros positivos cuya suma es 110 y cuyo producto es un maximo
posible.

a) Completar analiticamente seis renglones de una tabla tal como
la siguiente. (Se muestran los primeros dos renglones.)

Primer Segundo
nimero x | ndmero Producto P
10 110 — 10 | 10(110 — 10) = 1 000
20 110 — 20 | 20(110 — 20) = 1 800

b) Utilizar una herramienta de graficacién para generar ren-
glones adicionales en la tabla. Emplear la tabla para estimar
la solucién. (Sugerencia: Utilizar la funcién table de la
herramienta de graficacion.)

¢) Escribir el producto P como una funcién de x.

d) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
funcidn en el apartado ¢) y estimar la solucidn a partir de
la grafica.

e) Usarelcdlculo paradeterminarel punto criticodelafuncion
en el apartado ¢). Encontrar después los dos niimeros.

Anadlisis numérico, grdfico y analitico Una caja abierta de
volumen maximo se va a construir a partir de una pieza cuadrada
de material, de 24 pulgadas de lado, cortando cuadrados iguales
a partir de las esquinas y doblando los bordes (ver la figura).

24 —2x

1
-

a) Completar analiticamente seis renglones de una tabla tal
como la siguiente. (Se muestran los primeros dos renglo-
nes.) Usar la tabla para estimar el volumen médximo.

Altura Largo Volumen
x y ancho | 4
1 24 —2(1) 1[24 — 2(1)]> = 484
2 24 — 2(2) 2[24 — 2(2) = 800

b) Escribir el volumen V como una funcion de x.

¢) Emplear cdlculo para determinar el punto critico de la
funcién en el apartado b) y encontrar el valor mdximo.
Utilizar una herramienta de graficaciéon para representar
la funcién del apartado b) y verificar el volumen maximo
a partir de la gréfica.
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En los ejercicios 3 a 8, encontrar dos niimeros positivos que satis-
fagan los requerimientos dados.

3.

La suma es Sy el producto es un maximo.
El producto es 185 y la suma es un minimo.

El producto es 147 y la suma del primero mds tres veces el
segundo es un minimo.

El segundo nimero es el reciproco del primero y la suma es un
minimo.

La suma del primero y el doble del segundo es 108 y el producto
es un maximo.

La suma del primer niimero al cuadrado y el segundo es 54 y el
producto es un maximo.

En los ejercicios 9 y 10, encontrar el largo y el ancho de un rectan-
gulo que tiene el perimetro dado y un drea maxima.

9.

Perimetro: 80 metros 10. Perimetro: P unidades

En los ejercicios 11 y 12, encontrar el largo y el ancho de un rec-
tangulo que tiene el area dada y un perimetro minimo.

11.

Area: 32 pies cuadrados 12. Area: A centimetros cuadrados

En los ejercicios 13 a 16, determinar el punto sobre la grafica de
la funcién que esta mas cerca al punto dado.

13.
15.

17.

18.

19.

20.

Funcion Punto Funcion Punto
f=2  (23) W f)=(-1? (-53)
flx)=Vx (4,0 16. fx)=V/x—-8 (12,0)
Area Una pagina rectangular contendrd 30 pulgadas cuadradas

de drea impresa. Los margenes de cada lado son de 1 pulgada.
Encontrar las dimensiones de la pdgina de manera tal que se use
la menor cantidad de papel.

Area Una pagina rectangular contendrd 36 pulgadas cuadradas
de drea impresa. Los mérgenes de cada lado serdn de 15 pulgadas.
Encontrar las dimensiones de la pdgina de manera tal que se use
la menor cantidad de papel.

Reaccion quimica En una reaccién quimica autocatalitica, el
producto formado es un catalizador para la reaccion. Si Q, es la
cantidad de la sustancia original y x es la cantidad del catalizador
formado, el ritmo o velocidad de la reaccién quimica es

aQ

i = kx(Qy — x).

(Para qué valor de x la velocidad de la reaccién quimica serd
la mayor?
Control de trdfico En un dia determinado, el ritmo o tasa de
flujo F (vehiculos por hora) en una autopista congestionada es
B v
© 22 4 0.020?

donde v es la velocidad del trafico en millas por hora. ;Qué
velocidad maximizara el ritmo o tasa de flujo en la autopista?
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21.

22,

23.

24.

25.

CAPITULO 3 Aplicaciones de la derivada

Area Un granjero planea cercar un pastizal rectangular ad-
yacente a un rio. El pastizal debe contener 245 000 m” para
proporcionar suficiente pastura para el rebafio. ;Qué dimensiones
requeriria la cantidad minima de cercado si no es necesario vallar
alo largo del rio?

; 5

Area mdxima Un ganadero tiene 400 pies de cercado con los
cuales delimita dos corrales rectangulares adyacentes (ver la
figura). ;Qué dimensiones deben utilizarse de manera que el
area delimitada serd un maximo?

Volumen mdximo

a) Verificar que cada uno de los sélidos rectangulares que
se muestran en la figura tenga un area superficial de 150
pulgadas cuadradas.

b) Encontrar el volumen de cada sélido.

¢) Determinar las dimensiones de un sélido rectangular (con
una base cuadrada) de volumen méximo si su drea super-
ficial es de 150 pulgadas cuadradas.

o — 5 —_

%3

Volumen mdximo Determinar las dimensiones de un sélido
rectangular (con base cuadrada) de volumen maximo si su drea
rectangular es de 337.5 cm?.

Area mdxima Una ventana Norman se construye juntando un
semicirculo a la parte superior de una ventana rectangular ordi-
naria (ver la figura). Encontrar las dimensiones de una ventana
Norman de drea méaxima si el perimetro total es de 16 pies.

26.

27.

=0

28.

29.

30.

Figura para 25

Areamdxima Unrectingulo estd cortado porlos ejes xy yy la
graficadey = (6 — x)/2 (verlafigura). ;Qué longitud y ancho debe
tener el rectingulo de manera que su drea sea un maximo?

y y
5 T 4 —
N (0, y)
5] (1,2
1 —4
(x, 0)
f e f—x
12 3 4
Figura para 26 Figura para 27

Longitud minima Un tridngulo rectdngulo se forma en el
primer cuadrante mediante los ejes x y y y una recta que pasa
por el punto (1, 2) (ver la figura).

a) Escribir la longitud L de la hipotenusa como una funcién

de x.

Utilizar una herramienta de graficacion para aproximar x de

manera tal que la longitud de la hipotenusa sea un minimo.

¢) Determinar los vértices del tridngulo de manera tal que su
drea sea un minimo.

Area mdxima Determinar el drea del tridngulo is6sceles mds
grande que pueda inscribirse en un circulo de radio 6 (ver la
figura).

a) Resolver escribiendo el drea como una funcién de A.
b) Resolver escribiendo el drea como una funcién de «.
¢) Identificar el tipo de tridngulo de drea maxima.

Y 2
ot V= 25 —x
1 (x, )
L s e B e e . S
-4 -2 2 4
Figura para 28 Figura para 29

Area mdxima Un rectdngulo estd delimitado por el eje x y el
semicirculo y = /25 — x? (ver la figura). ;Qué largo y ancho
debe tener el rectangulo de manera que su drea sea un maximo?

Area Encontrar las dimensiones del rectdngulo mds grande
que puede inscribirse en un semicirculo de radio r (ver el ejer-
cicio 29).



31.

rdF e)
A 1.

33.

Andlisis numérico, grdfico y analitico Una sala de ejercicios
tiene la forma de un rectdngulo con un semicirculo en cada ex-
tremo. Por la parte externa una pista de carreras de 200 metros
delimita a la sala.

a) Dibujar una figura para representar el problema. Dejar que
xy yrepresenten el largo y el ancho del rectdngulo.

b) De manera analitica completar seis renglones de una tabla
tal como la siguiente. (Se muestran los dos primeros ren-
glones.) Utilizar la tabla para estimar el 4rea mdxima de la
region rectangular.

Largo x Ancho y Area xy
2 2
10 77(100 - 10) (10)77_(100 — 10) = 573
2 2
20 77(100 - 20) (20)77(100 —20) = 1019

¢) Escribir el drea A como una funcién de x.

d) Utilizar el cdlculo para encontrar el punto critico de la
funcién del apartado ¢) y determinar el valor maximo.
Utilizar una herramienta de graficacién para representar la
funcién en el apartado ¢) y verificar el drea maxima a partir
de la gréfica.

Andlisis numérico, grdfico y analitico Se va a disefiar un
cilindro circular recto que pueda contener 22 pulgadas ctibicas
de refresco (aproximadamente 12 onzas de fluido).

a) En forma analitica completar seis renglones de una tabla
como la siguiente. (Se muestran los dos primeros renglo-

nes.)
Radior | Altura Area de la superficie S
22 22
. . 2+ —=|= .
0.2 702 27(0 2)[0 2 77_(0.2)2] 220.3
22 22
0.4 W 2#(04)[04 + W] =~ 111.0

b) Recurrir a una herramienta de graficacion para generar
renglones adicionales de la tabla. Utilizar ésta para estimar
el drea superficial minima. (Sugerencia: Utilizar la carac-
teristica rable de la herramienta de graficacion.)

¢) Escribir el drea superficial S como una funcién de r.

d) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
funcién del apartado c) y estimar el drea superficial minima
a partir de la gréfica.

e) Recurrir al cédlculo para encontrar el punto critico de la
funcién en el apartado ¢) y encontrar las dimensiones que
producirdn el drea superficial minima.

Volumen mdximo Un paquete rectangular que se va a enviar
por un servicio postal puede tener una longitud y un perimetro
que tiene un maximo de 108 pulgadas (ver la figura). Determinar
las dimensiones del paquete de volumen madximo que puede
enviarse. (Suponer que la seccion transversal es cuadrada.)

36.
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Volumen mdximo Trabajar de nuevo el ejercicio 33 para un
paquete cilindrico. (La seccidn transversal es circular.)

Volumen mdximo Encontrar el volumen del cono circular recto
mas grande que puede inscribirse en una esfera de radio r.

|—— N —

Volumen mdximo Determinar el volumen del cilindro circular
recto mas grande que puede inscribirse en una esfera de radio r.

Desarrollo de conceptos

37. Unabotella de shampi tiene la forma de un cilindro circular

recto. Como el drea superficial de la botella no cambia cuan-
do ésta se comprime, ;es cierto que el volumen permanece
invariable? Explicar.

Para discusion

38. El perimetro de un rectdngulo es de 20 pies. De todas las

dimensiones posibles, el drea maxima es de 25 pies cua-
drados cuando su largo y ancho son ambos de 5 pies. (Hay
dimensiones que producirdn un drea minima? Explicar.

Area superficial minima  Un sélido se forma juntando dos he-
misferios a los extremos de un cilindro circular recto. El volumen
total del sélido es de 14 cm®. Encontrar el radio del cilindro que
produce el drea superficial minima.

Costo minimo  Un tanque industrial de la forma que se describe
en el ejercicio 39 debe tener un volumen de 4 000 pies ctibicos.
Si el costo de fabricacién de los hemisferios es, por pie cua-
drado, doble que el del lateral, determinar las dimensiones que
minimizardn el costo.

Areaminima Lasuma de los perimetros de un tridngulo equi-
latero y un cuadrado es igual a 10. Encontrar las dimensiones
del tridngulo y el cuadrado que producen el drea total minima.

Area mdxima Veinte pies de alambre se usardn para formar
dos figuras. En cada uno de los siguientes casos, ;qué cantidad
de alambre debe utilizarse en cada figura de manera que el drea
total encerrada sea maxima?

a) Tridngulo equildtero y cuadrado

b) Cuadrado y pentdgono regular

¢) Pentdgono regular y hexdgono regular
d) Hexagono regular y circulo

(Qué se puede concluir a partir de este patron? {Sugerencia:
El drea de un poligono rectangular con n lados de longitud x es
A = (n/4)[cot(m/n)]x".}

Resistenciade unaviga Unavigade maderatiene unaseccion
transversal rectangular de altura 4 y ancho w (ver la figura en
la siguiente pagina). La resistencia S de la viga es directamente
proporcional al ancho y al cuadrado de la altura. ;Cudles son las
dimensiones de la viga mds fuerte que puede cortarse a partir
de un lefio redondo de 20 pulgadas de didmetro? (Sugerencia:
S = kh*w, donde k es la constante de proporcionalidad.)
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A w y
N 20 0,h
S 3 ©, )
’ 445._,
il X
(=x, 0) (x,0)
Figura para 43 Figura para 44

44. Longitud minima Dos fébricas se localizan en las coordenadas
(—x,0)y (x, 0) con su suministro eléctrico ubicado en (0, i) (ver
la figura). Determinar y de manera tal que la longitud total de la
linea de transmision eléctrica desde el suministro eléctrico hasta
las fabricas sea un minimo.

45. Alcance de proyectil El alcance R de un proyectil lanzado
con una velocidad inicial v, a un dngulo 6 con la horizontal

V¢ sen 26

esR = , donde g es la aceleracion de la gravedad.

Determinar el dngulo 6 tal que el alcance sea un maximo.

46. Conjetura Considerar las funciones f(x) = 3x* y g(x) =

&x* — 3x% en el dominio [0, 4].

FIF a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
las funciones en el dominio especificado.

b) Escribir la distancia vertical d entre las funciones como una
funcién de x y recurrir al cdlculo para determinar el valor
de x respecto al cual d es un maximo.

¢) Encontrar las ecuaciones de las rectas tangentes a las gra-
ficas de f y g en el punto critico encontrado en el apartado
b). Representar graficamente las rectas tangentes. ;Cudl es
la relacidn entre las rectas?

d) Enunciar una conjetura acerca de la relacion entre las rectas
tangentes a las graficas de las dos funciones en el valor de
x al cual la distancia vertical entre las funciones es mds
grande, y demostrar la conjetura.

47. Iluminacion Unafuente luminosa se localiza sobre el centro de
una mesa circular de 4 pies de didmetro (ver la figura). Encontrar
la altura / de la fuente luminosa de modo tal que la iluminacién /
en el perimetro de la mesa sea mdxima si I = k(sen «)/s*, donde
s es la altura oblicua, « es el dngulo al cual la luz incide sobre
la mesa y k es una constante.

48. Iluminacion La iluminacion a partir de una fuente luminosa
es directamente proporcional a la intensidad de la fuente e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia a partir
de la fuente. Dos fuentes luminosas de intensidades 7, e I, se
encuentran separadas d unidades. ;Qué punto del segmento de
recta que une a las dos fuentes tiene una menor iluminacién?

49. Tiempo minimo Unhombre se encuentra en un bote a 2 millas
del punto més cercano a la costa. Se dirige al punto Q, localizado
a 3 millas por la costa y a una milla tierra adentro (ver la figura).
El hombre puede remar a 2 millas por hora y caminar a 4 millas
por hora. ;Hacia qué punto sobre la costa debe remar para llegar
al punto Q en el menor tiempo?

[N)
L 1
e
=
—
6, %o

o~ . .

50. Tiempo minimo Considerar en el ejercicio 49 si el punto Q
estd sobre la linea costera y no a una milla tierra adentro.

a) Escribir el tiempo de recorrido 7 como una funcién de a.

b) Utilizar el resultado del apartado @) para encontrar el tiempo
minimo para llegar a Q.

¢) El'hombre puede remar a v, millas por hora y caminar a v,
millas por hora. Escribir el tiempo 7 como una funcién de
a. Mostrar que el punto critico 7'depende sélo de v, y v, y
no de las distancias. Explicar cémo este resultado seria mas
favorable para el hombre que el resultado del ejercicio 49.

d) Describir como aplicar el resultado del apartado ¢) para mi-
nimizar el costo de construccion de un cable de transmisién
eléctrica que cuesta ¢, d6lares por milla bajo el agua y c,
ddlares por milla sobre tierra.

51. Tiempo minimo Las condiciones son las mismas que en el
ejercicio 49 salvo que el hombre puede remar a v, millas por
hora y caminar a v, millas por hora. Si 6, y 6, son las magnitudes
de los dngulos, mostrar que el hombre llegard al punto Q en el
menor tiempo cuando
senf, sen6,

Vi - vy

52. Tiempo minimo Cuando las ondas luminosas, que viajan en
un medio transparente, inciden sobre la superficie de un segun-
do medio transparente, cambian de direccién. Este cambio de
direccidn recibe el nombre de refraccion y se define mediante
la ley de Snell de la refraccion,
sen@; sen6,

Vi - V2
donde 6, y 6, son las magnitudes de los dngulos que se muestran
en la figura y v, y v, son las velocidades de la luz en los dos
medios. Demostrar que este problema es equivalente al del ejer-

cicio 51, y que las ondas luminosas que viajan de P a Q siguen
la trayectoria de tiempo minimo.

P 1
L . Medio 1
d, 6, !
X \\: a—Xx
S
Medio 2 :/92\“\\\—1"2
9]
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Dibujar las graficas de f(x) = 2 — 2 sen x en el intervalo [0,
/2].

a) Determinar la distancia desde el origen a la interseccién
con el eje y y la distancia desde el origen a la intersec-
cién con el eje x.

b) Escribir la distancia d desde el origen hasta un punto
sobre la grafica de f como una funcién de x. Utilizar una
herramienta de graficacion para representar d y encontrar
la distancia minima.

¢) Usarel cdlculo y la funcidn zero o root de una herramienta
de graficacion para encontrar el valor de x que minimiza
la funcién d en el intervalo [0, 7r/2]. ;Cudl es la distancia
minima? (Proporcionado por Tim Chapell Penn Valley
Community College, Kansas City, MO)

54. Costo minimo Un pozo petrolero marino se encuentra a 2
kilémetros de la costa. La refinerfa estd a 4 kilémetros por la
costa. La instalacion de la tuberia en el océano es dos veces mds
cara que sobre tierra. ; Qué trayectoria debe seguir la tuberia para
minimizar el costo?

55. Fuerza minima Se disefia un componente para deslizar un
bloque de acero con peso W a través de una mesa y hacia una
canaleta (ver la figura). Se opone al movimiento del bloque una
fuerza de friccién proporcional a su peso aparente. (Sea k la
constante de proporcionalidad.) Determinar la fuerza minima
F necesaria para deslizar el bloque y encontrar el valor corres-
pondiente de 6. (Sugerencia: F cos 6 es la fuerza en la direccién
del movimiento, y F'sen 6 es la cantidad de fuerza que tiende a
levantar el bloque. De tal modo, el peso aparente del bloque es
W — Fsen 6.)

-

56. Volumen mdximo Un sector con dngulo central 6 se corta de
un circulo de 12 pulgadas de radio (ver la figura), y los bordes
del sector se juntan para formar un cono. Determinar la magnitud
de 6 tal que el volumen del cono sea un maximo.

<~—=8 pies—>

Figura para 56

Figura para 57

Hr- 57. Andlisis numérico, grdfico y analitico Las secciones trans-

versales de un canal de irrigacién son trapezoides isdsceles de

FI“ 59.
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los cuales tres lados miden 8 pies de largo (ver la figura). Deter-
minar el dngulo de elevacién 6 de los lados de manera tal que el
area de la seccidn transversal sea un maximo, completando lo
siguiente.

a) Completar analiticamente seis renglones de una tabla como
la siguiente. (Se muestran los dos primeros renglones.)

Altura Area
8sen 10° | =22.1
8sen20° | =425

Base 1 Base 2
8 8 + 16 cos 10°
8 8 + 16 cos 20°

b) Emplear una herramienta de graficacion para generar ren-
glones adicionales de la tabla y estimar el drea de seccién
transversal maxima. (Sugerencia: Utilizar la funcién table
de la herramienta de graficacion.)

¢) Escribirel area de la seccion transversal A como una funcién
de 0.

d) Recurrir al cdlculo para determinar el punto critico de la
funcidn en el apartado ¢) y encontrar el dngulo que produ-
cird la mdxima drea de seccidn transversal.

e) Utilizar una herramienta de graficacién para representar
la funcién del apartado ¢) y verificar el drea maxima de
seccidn transversal.

58. Utilidad mdxima (beneficio mdximo) Suponer que la cantidad
de dinero depositada en un banco es proporcional al cuadrado de
la tasa de interés que paga el banco sobre este dinero. Ademads,
el banco puede reinvertir esta suma a 12%. Determinar la tasa
de interés que el banco debe pagar para maximizar la utilidad
(el beneficio). (Utilizar la formula de interés simple.)

Costo minimo El costo de pedido y transporte C de las com-
ponentes utilizadas en la fabricacién de un producto es

200 x
= =+ >
c 100( =2t 30>, x> 1

donde C se mide en miles de ddlares y x es el tamafio del pe-
dido en cientos. Encontrar el tamafio del pedido que mini-
miza el costo. (Sugerencia: Utilizar la funcién root de una
herramienta de graficacion.)

60. Disminucion de rendimientos La utilidad (el beneficio) P (en
miles de délares) para una compafifa que gasta una cantidad s
(en miles de ddlares) en publicidad es

P = —1553 + 652 + 400.

a) Hallar la cantidad de dinero que la compaiifa debe gastar
en publicidad para producir una utilidad maxima (un ren-
dimiento maximo).

b) El punto de disminucion de rendimientos es el punto en
el cual la tasa de crecimiento de la funcion de utilidad (de
rendimiento) empieza a declinar. Determinar el punto de
disminucién de rendimientos.

Distancia minima En los ejercicios 61 a 63, considerar un centro
de distribucién de combustible localizado en el origen del sistema
rectangular de coordenadas (unidades en millas; ver las figuras
en la siguiente pagina). El centro suministra a tres fabricas con
coordenadas (4, 1), (5,6) y (10, 3). Los camiones de reparto siguen
la linea y = mx, y lineas de alimentacion a las tres fabricas. El
objetivo es determinar m de forma que la suma de las longitudes
de las lineas sea lo mas pequeiia posible.
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Minimizar la suma de los cuadrados de las longitudes de las
lineas de alimentacién dada por

S, =@m—1)2+ (5m — 6)> + (10m — 3)2.

Hallar la ecuacion de la ruta recta de los camiones mediante este
método y después determinar la suma de las longitudes de las
lineas de alimentacion.

Minimizar la suma de los valores absolutos de las longitudes de
las lineas de alimentacién dada por

S, = |4m — 1| + |5m — 6| + |10m — 3.

Hallar la ecuacién para la ruta recta de los camiones mediante
este método y luego determinar la suma de las longitudes de las
lineas de alimentacion. (Sugerencia: Utilizar una herramienta de
graficacion para representar la funcién S, y aproximar el punto
critico requerido.)

y

8 (10, 10m) 8+
5,6 = 5,6 =
ol (5,6) y mx ol (5.6 y=mx
4+ (5, 5m) 4+
L@ LT 2 (10.3)
D D

} } } } F—x } } } } F—x

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
Figura para 61y 62 Figura para 63

F‘F 63.

64.

Minimizar la suma de las distancias perpendiculares (ver los

ejercicios 87 a 92 en la seccién P.2) de la linea a las fabricas

dada por

_ |[4m — 1]
m? + 1

|5m—6|
m? + 1

110m — 3|
m2+ 1

S3

Hallar la ecuacién para la linea mediante este método y a conti-
nuacién determinar la suma de las longitudes de los desvios. (Su-
gerencia: Utilizar unaherramienta de graficacion pararepresentar
la funcidn S; y aproximar el punto critico requerido.)

Area mdxima Considerar una cruz simétrica inscrita en un
circulo de radio r (ver la figura).

a) Escribir el drea A de la cruz como una funcién de x y de-
terminar el valor de x que maximiza el drea.

b) Escribir el drea A de la cruz como una funcién de 0 y en-
contrar el valor de 6 que maximiza el 4rea.

¢) Demostrar que los puntos criticos de los apartados a) y b)
producen la misma drea médxima. ;Cudl es esta drea?

Preparacion del examen Putnam

65. Determinar el valor maximo de f(x) = x* — 3x en un con-
junto de nimeros reales x que satisfacen x* + 36 < 13x%
Explicar el razonamiento.

66. Encontrar el valor minimo de
(x+ 1/x)° — (x® + 1/x%) — 2
(x+1/xP3 + (3 + 1/%3)

para x > 0.

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Competi-
tion. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

[rroveero o asonol

Rio Connecticut

Cada vez que el rio Connecticut alcanza un nivel de 105 pies sobre el
nivel del mar, dos operadores de la estacion de control de inundaciones
en Northampton, Massachusetts, inician una vigilancia horaria del
rio. Cada 2 horas verifican la altura del mismo, utilizando una escala
marcada en décimas de pie, y registran los datos en una bitacora. En
la primavera de 1996, la vigilancia de la crecida se efectué del 4 de
abril, cuando el rio alcanzé 105 pies y se elevaba a razén de 0.2 pies
por hora, hasta el 25 de abril, cuando el nivel regres6 de nuevo a 105
pies. Entre estas fechas, los registros muestran que el rio crecié y
bajé varias veces, en un punto cercano a la marca de 115 pies. Si el
rio hubiera alcanzado 115 pies, la ciudad habria tenido que cerrar la
autopista Mount Tom (Ruta 5, al sur de Northampton).

La grifica siguiente muestra el ritmo o tasa de cambio del nivel
del rio durante una parte de la vigilancia de la crecida. Recurrir a la
gréfica para responder cada pregunta.

R
4
~ 3
23 N\ N
23 2T\ )\
R
D

g-g_l__l 3 5 ’\9 11
S g 2
=38

o V\

—4

Dia (0 <> 12:01 a.m. abril 14)

a) (En qué fecha el rio crecié con mayor rapidez? ;Cémo se
puede saber?

b) (En qué fecha el rio tuvo el descenso mas rapido? ; Cémo
se puede saber?

¢) Hubo dos fechas seguidas en las que el rio crecid, después
bajo, después crecid de nuevo durante el curso del dia. ;Qué
dia ocurrié lo anterior y cémo se puede determinar?

d) Un minuto después de la medianoche, el 14 de abril, el
nivel del rio se encontraba en 111.0 pies. Estimar la altura
del mismo 24 horas después y 48 horas después. Explicar
cémo se efectuaron las estimaciones.

e) El rio alcanzé su valor mds alto en 114.4 pies. ;En qué
fecha ocurrié lo anterior?

(Propuesto por Mary Murphy, Smith College, Northamp-
ton, MA)
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Im Método de Newton

(s )

B el e

b)

La interseccion con el eje x de la recta
tangente se aproxima a cero de f
Figura 3.60

METODO DE NEWTON

Quiza Newton fue el primero que describio
el método para aproximar los ceros reales
de una funcion en su texto Method of
Fluxions. Aunque el libro lo escribio en
1671, no se publico hasta 1736. Entre
tanto, en 1690, Joseph Raphson (1648-
1715) publico un articulo que describia
un método para aproximar los ceros reales
de una funcion que era muy similar al de
Newton. Por esta razon, el método a veces
recibe el nombre de método de Newton-
Raphson.

B Aproximar un cero de una funcién utilizando el método de Newton.

Método de Newton

En esta seccidn se estudiard una técnica para aproximar los ceros reales de una funcién. La
técnica recibe el nombre de método de Newton y utiliza rectas tangentes para aproximar
la grafica de la funcién cerca de sus intersecciones con el eje x.

Para ver cémo funciona el método de Newton, considerar una funcién f que es conti-
nua en el intervalo [a, b] y derivable en el intervalo (a, b). Si f(a) y f(b) difieren en signo,
entonces, por el teorema del valor intermedio, f debe tener al menos un cero en el intervalo
(a, b). Suponer que se estima que este cero ocurre en

X =X Primera estimacion.

como se muestra en la figura 3.60a. El método de Newton se basa en la suposicion de que
la grafica de f y la recta tangente en (x,, f(x,)) cruzan ambas por el eje x en casi el mismo
punto. Debido a que es muy fécil calcular la interseccion con el eje x de esta recta tangente,
es posible utilizarla como una segunda estimacién (y, usualmente, mejor) del cero de f.
La recta tangente pasa por el punto (x,, f(x,)) con una pendiente de f'(x,). En la forma de
punto-pendiente, la ecuacién de la recta tangente es en consecuencia

y _f(xl) :f/(-xl)(-x - xl)
y =) = x) + flx).

Dejando y = 0y despejando x, se obtiene

Y= x — f(xl)
- M / .
S (xl)
De tal modo, a partir de la estimacion inicial x, se obtiene una nueva estimacion
X Xy~ f(XI) S d i i6n (ver la fi 3.60b)
2 T M /| . egunda estimacion (ver la figura 3. D).
A (x1)
Es posible mejorar x, y calcular aun una tercera estimacion
. = x f(xz) - dmaci
37 ATy . ercera estimacion.
fx,)

La aplicacién repetida de este proceso se denomina método de Newton.

METODO DE NEWTON PARA APROXIMAR LOS CEROS DE UNA FUNCION

Sea f(c) = 0, donde f es derivable en un intervalo abierto que contiene a c. Entonces,
para aproximar c, se siguen los siguientes pasos.

1. Se efectiia una estimacion inicial x, que es cercana a c. (Una gréfica es ttil.)
2. Se determina una nueva aproximacion

_ fx)
f'(x,)
3. Silx, — x,.,l estd dentro de la precisién deseada, dejar que x,, sirva como la

aproximacion final. En otro caso, volver al paso dos y calcular una nueva aproxi-
macion.

Xn+1 = Xy

Cada aplicacion sucesiva de este procedimiento recibe el nombre de iteracion.
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Para muchas funciones, con
unas pocas iteraciones del método de
Newton, se conseguirdn errores de
aproximacién muy pequefios como
muestra el ejemplo 1. |

La primera iteracion del método de
Newton
Figura 3.61

fo)=2x3+x2—x+1 oL

Después de tres iteraciones del método de
Newton, el cero de fse aproxima hasta la
exactitud deseada

Figura 3.62

Aplicaciones de la derivada

EJEMPLO I Aplicacion del método de Newton

Calcular tres iteraciones del método de Newton para aproximar un cero de f(x) = x*> — 2.

Utilizar x;, = 1 como la estimacién inicial.

Solucién Como f(x) = x* — 2, se tiene que f'(x) = 2x, y el proceso iterativo estd dado

por la férmula
_fx) X =2

f(x,) ~ 2x,

xn+] = xn

Los célculos para tres iteraciones se muestran en la tabla.

, x,) =)
a| o1, £, £1x,) % %, = .f:’(x,,)
1 1.000000 —1.000000 2.000000 —0.500000 1.500000
2 1.500000 0.250000 3.000000 0.083333 1.416667
3 1.416667 0.006945 2.833334 0.002451 1.414216
4 1.414216

Desde luego, en este caso, se sabe que los dos ceros de la funcién son +V/2. Hasta seis
lugares decimales, V2 = 1.414214. De tal modo, después de sdlo tres iteraciones del método
de Newton, se obtiene una aproximacion que estd dentro de 0.000002 de una raiz real. La
primera iteracién de este proceso se muestra en la figura 3.61.

EJEMPLO 2 Aplicacion del método de Newton
Utilizar el método de Newton para aproximar los ceros de
f) =28+ x> —x+ 1.

Continuar las iteraciones hasta que dos aproximaciones sucesivas difieran por menos de
0.0001.

Soluciéon Empezar dibujando una grafica de f, como se muestra en la figura 3.62. A partir
de la gréfica, se puede observar que la funcién tiene sélo un cero, el cual ocurre cerca de

x = —1.2. A continuacién, derivar f y construir la férmula iterativa
_ f(xn) _ 2xn3 + xn2 X +1
Yo = X flx,) n 6x2 + 2x, — 1
Los calculos se muestran en la tabla.
fx,) f,)
,1 x" (x") ’ xll /| x" - /|
f Fe) ) )
1 | —1.20000 0.18400 5.24000 0.03511 —1.23511
2 | —1.23511 —0.00771 5.68276 —0.00136 —1.23375
3| —1.23375 0.00001 5.66533 0.00000 —1.23375
4 | —1.23375

Como dos aproximaciones sucesivas difieren por menos del valor requerido de 0.0001, se
puede estimar el cero de f como —1.23375.
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Cuando, como en los ejemplos 1 y 2, las aproximaciones tienden a un limite, se dice
que la sucesion x;, x,, X3,..., X,,... converge. Ademads, si el limite es ¢, puede demostrarse

que ¢ debe ser un cero de f.

El método de Newton no siempre produce una sucesion convergente. La figura 3.63
ilustra una situacién asi. Debido a que el método de Newton implica la division entre f'(x,),
es claro que fallard si la derivada es cero para cualquier x, en la sucesion. Cuando existe
este problema, es facil superarlo eligiendo un valor diferente para x,. Otra forma en la que
el método de Newton puede fallar se muestra en el siguiente ejemplo.

|

| N\

El método de Newton no converge si /' (x), =0

Figura 3.63

EJEMPLO 3 Ejemplo en el que el método de Newton falla

La funcién f(x) = x'/° no es derivable en x = 0. Demostrar que el método de Newton no

converge al utilizar x, = 0.1.

Solucién Como f'(x) = 3x 3, 1a férmula iterativa es

f(x,)
Xpv1 — X — f/(xn)
x1/3
=x, — %x:*2/3
=x, — 3x,
= —2x,.

Los calculos se presentan en la tabla. Esta tabla y la figura 3.64 indican que x, continda
creciendo en magnitud a medida que n — o0, y por ello el limite de la sucesidn no existe.

, (x, (x,,)
n x, S, fx,) ch,((—xn)) x, — j{, )
1 0.10000 0.46416 1.54720 0.30000 —0.20000
2 | —0.20000 —0.58480 0.97467 —0.60000 0.40000
3 0.40000 0.73681 0.61401 1.20000 —0.80000
4 | —0.80000 —0.92832 0.38680 —2.40000 1.60000

[[I7® Enelejemplo 3, la estimacién inicial x; = 0.1 no produce una sucesién convergente. Intentar
demostrar que el método de Newton también falla para cualquier otra eleccion de x, (distinta del cero

real).
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The Granger Collection

NIELS HENRIK ABEL (1802-1829)

The Granger Collection

EVARISTE GALOIS (1811-1832)

Aunque las vidas tanto de Abel como de
Galois fueron breves, su trabajo en el campo
del analisis y el algebra abstracta tuvieron
un gran alcance.

Es posible demostrar que una condicién suficiente para producir la convergencia del
método de Newton a un cero de fes que

f) f(x)

L&

en un intervalo abierto que contenga al cero. Por ejemplo, en el ejemplo 1 en donde f(x) =
X =2, f'(x) = 2x, f'(x) = 2, se tendrd

<1 Condicién para convergencia.

fOf @ _ (> =2@)] _ |1 _ 1
[f(x)]? 4x2 2 x|
En el intervalo (1, 3), esta cantidad es menor que 1 y, en consecuencia, se garantiza la con-
vergencia del método de Newton. Por otro lado, en el ejemplo 3, se tiene f(x) = X3, f1(x)

= §x7R, f1) = 3y
S f )| _ |6 (=2/9)(x>)
Lf &P (1/9)(x~*7)

que no es menor que 1 para ningin valor de x, por lo que el método de Newton no con-
vergera.

Ejemplo 1.

=2 Ejemplo 3.

Soluciones algebraicas de ecuaciones polinomiales

Los ceros de algunas funciones, tales como
f) =2 —2x2 —x + 2

pueden determinarse mediante técnicas algebraicas simples, tales como la factorizacion.
Los ceros de otras funciones, tales como

f)=x—x+1

no pueden determinarse mediante métodos algebraicos elementales. Esta funcién particular
so6lo tiene un cero real, y utilizando técnicas algebraicas mas avanzadas se puede determinar
que el cero es

6 6 :

Como la solucién exacta se escribe en términos de raices cuadradas y raices cubicas, ésta
se denomina una solucién por radicales.

M7 Intentar la aproximacién del cero real de f(x) = x* — x + 1 y comparar el resultado con la
solucion exacta dada arriba. [ |

La determinacion de las soluciones radicales de una ecuacién polinomial es uno de
los problemas fundamentales del Algebra. El primero de este tipo de resultados es la
férmula cuadrética, que data por lo menos de los tiempos de los babilénicos. La férmula
general para los ceros de una funcién cibica se desarrollé mucho después. En el siglo xvi
un matemadtico italiano, Girolamo Cardano, public6 el método para encontrar soluciones
radicales a ecuaciones cubicas y de cuarto grado. Después, durante 300 afios, el problema
de encontrar una férmula general para el quinto grado permaneci6 sin resolver. Por dltimo,
en el siglo xix, el problema fue resuelto de manera independiente por dos jovenes matema-
ticos. Niels Henrik Abel, un matemaético noruego y Evariste Galois, un matematico francés,
demostraron que no es posible resolver una ecuacién polinomial general de quinto grado
(o mayor) por medio de radicales. Desde luego, se pueden resolver ecuaciones particulares
de quinto grado tales como x> — 1 = 0, pero Abel y Galois fueron capaces de demostrar
que no existe una solucién general por radicales.



Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, completar dos iteraciones del método de
Newton para la funciéon utilizando la estimacion inicial indicada.

1. fx)=x>-5, x =22
3. fx) =cosx, x, =16

2. fx)=x3—3, x, =14
4. f(x) =tanx, x, =0.1

En los ejercicios 5 a 14, aproximar el (los) cero(s) de la funcion.
Utilizar el método de Newton y continuar el proceso hasta que
dos aproximaciones sucesivas difieran en menos de 0.001. Después
encontrar el (los) cero(s) utilizando una herramienta de graficacion
y comparar los resultados.
5 fx)=x*+4
7. f)=x*+x—-1 8. fx)=x"+x-1
9. flx) =5Vx—1—-2x 10. flx) =x—2V/x+1
11, f(x) = x> — 3.9x2 + 4.79x — 1.881
12 fo)=x*+x -1
13. f(x) = —x + senx

6. flx)=2—-x

14. f(x) = x* — cosx

En los ejercicios 15 a 18, aplicar el método de Newton para
aproximar el (los) valor(es) de x del (los) punto(s) indicado(s)
de interseccion de las dos graficas. Continuar el proceso hasta
que dos aproximaciones sucesivas difieran por menos de 0.001.
[Sugerencia: Sea h(x) = f(x) — g(x).]

15. fx)=2x+1 16. f(x) =3 —«x
g) = Vx +4 g) = 1/(x* + 1)
y y
st/ 2
/
.
17. fx) =x 18. fl(x) = x?
glx) = tan x glx) = cos x
y y
I o
Ny
: : - - x
| 1 F—x -z ™
z 3z -1+ 8
2 2

19. Regladela mecdnica Laregladelamecdnica para aproximar
Va,a>0,es

1
an:E(xn-‘ri), n=1,2,3...

n

donde x, es una aproximacién de \/a.
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a) Utilizar el método de Newton y la funcién f(x) = x> — a
para derivar la regla de la mecdnica.

b) Utilizar la regla de la mecanica para aproximar V5 y V7
hasta tres decimales.

20. a) Emplear el método de Newton y la funcién f(x) = x" — a
para obtener una regla general relativa a la aproximacion
dex = Va.

b) Utilizar la regla general que se encontrd en el apartado

a) para aproximar \76_y V/15 hasta tres decimales.

En los ejercicios 21 a 24, aplicar el método de Newton utilizando la
estimacion inicial indicada y explicar por qué falla el método.

21, y=23-6x2+6x— 1, x =1
22, y=x*-2x-2, x,=0

y y
2+ *. : / —x
-7 1 2
Y A 1
l -
A -2
| |
[ x > =T
Figura para 21 Figura para 22
23. fl)=-x*+6x2—-10x+6, x;, =2
3
24.  f(x) =2senx + cos2x, x, = 777
y y
3+ 2T
| [\/\ . /“
1
2T ‘ / —HA——f—x
I 1 g .
VS |
A T !
.
Figura para 23 Figura para 24

Punto fijo En los ejercicios 25 y 26, aproximar el punto fijo de
la funcion hasta dos lugares decimales. [Un punto fijo x, de una
funcién f es un valor de x tal que f(x,) = x,.]

25. f(x) = cosx
26. f(x) =cotx, O<x<m

27. Utilizar el método de Newton para que la ecuacién x,,, =
x,(2 — ax,) pueda utilizarse para aproximar 1/a si x, es una
estimacion inicial del reciproco de a. Notar que este método de
aproximacion de reciprocos utiliza s6lo las operaciones de resta
y producto. [Sugerencia: Considerar f(x) = (1/x) — a.]

28. Utilizar el resultado del ejercicio anterior para aproximar a) %
y b) ﬁ hasta tres decimales.
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Desarrollo de conceptos

29. Considerar la funcién f(x) = x* — 3x* + 3.

a) Utilizar una herramienta de graficacién para representar f.

b) Utilizar el método de Newton con x; = 1 como esti-
macion inicial.

¢) Repetir el apartado b) utilizando x, = § como estima-
cién inicial y observar que el resultado es diferente.

d) Paracomprender por qué los resultados de los apartados
b) y c) son diferentes, dibujar las rectas tangentes a la
gréficade fenlospuntos (1, f(1)) y (4, f(4)). Determi-
nar la interseccion con el eje x de cada recta tangente y
comparar las intersecciones con la primera iteracion del
método de Newton utilizando las estimaciones iniciales
respectivas.

e) Escribir un breve parrafo en el que se resuma la forma
en que funciona el método de Newton. Utilizar los
resultados de este ejercicio para describir por qué
es importante seleccionar con cuidado la estimacion
inicial.

30. Repetirlos pasos en el ejercicio 29 parala funcién f(x) = sen
x conestimaciones inicialesde x, = 1.8 y x, = 3.

31. En sus propias palabras y utilizando un dibujo, describir
el método de Newton para aproximar los ceros de una fun-
cién.

Para discusion

32. ;Bajo cudles condiciones fallard el método de Newton?

En los ejercicios 33 y 34, aproximar el punto critico de f en el
intervalo (0, 77). Dibujar la grafica de f, marcando cualquier
extremo.

33. f(x) =xcosx 34. f(x) =xsenx

En los ejercicios 35 a 38, se incluyen algunos problemas tipicos
de las secciones previas de este capitulo. En cada caso, utilizar el
método de Newton para aproximar la solucion.

35. Distancia minima Hallar sobre la grifica de f(x) = 4 — x* el
punto mds cercano al punto (1, 0).

36. Distancia minima Encontrar sobre la grafica de f(x) = x> el
punto mds cercano al punto (4, —3).

37. Tiempo minimo Se encuentra en un bote a 2 millas del punto
mds cercano sobre la costa (ver la figura) y se dirige al punto
0, que se ubica a 3 millas por la costa y a 1 milla tierra adentro.
Tiene la posibilidad de remar a 3 millas por hora y de caminar
a 4 millas por hora. ;Hacia qué punto sobre la costa debe remar
para llegar a Q en el tiempo minimo?

2 millas

-

) e Y &

3 millas 0

38. Medicina La concentracion C de un compuesto quimico en
el flujo sanguineo ¢ horas después de la inyeccién en el tejido
muscular estd dada por C = (37 +1£)/(50 + £*). ; Cudndo es més
grande la concentracion?

39. Crimen Elnimero total de arrestos 7 (en miles) para hombres
de 14 a 27 afios en 2006 estd aproximado por el modelo

T = 0.602x" — 41.44x> + 922.8x — 6330, 14=x=27

donde x es la edad en afios (ver la figura). Aproximar las dos
edades que completen un total de 225 arrestos. (Fuente: U.S.

Department of Justice)
T P
% 400 £ 3000000t
= N\
= 350 =
& [\ S
= 300 / \. s
3 950 5 2 000 000 +
g 200 / D) g
Z 150 [ 2 1000 000+
E ¢ Z
< 100 <
x O x
12 16 20 24 28 10 30 50
Edad (en afios) Gastos de publicidad
(en decenas de miles de ddlares)
Figura para 39 Figura para 40

40. Costos de publicidad Una compaiifa que produce reproduc-
tores de discos compactos portdtiles estima que la ganancia por
la venta de un modelo particular es

P=-76x"+4830x>-320 000, 0<x<60

donde P es la ganancia en ddlares y x es el gasto de publicidad
en 10 000 délares (ver la figura). De acuerdo con este modelo,
determinar la mds pequefia de dos cantidades de publicidad que
producirian una ganancia P de 2 500 000 ddlares.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 41 a 44, determinar si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o
proporcionar un contraejemplo.

41. Los ceros de f(x) = p(x)/q(x) coinciden con los ceros de p(x).

42. Silos coeficientes de una funcién polinomial son todos positivos,
entonces el polinomio no tiene ceros positivos.

43. Si f(x) es un polinomio ctibico tal que f’(x) nunca es cero, en-
tonces cualquier estimacion inicial forzard a que el método de
Newton converja al cero de f.

44, Lasraices de V"% =0 coinciden con las raices de f(x) = 0.

45. Rectas tangentes La grificade f(x) = —sen x tiene un nimero
infinito de rectas tangentes que pasan por el origen. Utilizar el mé-
todo de Newton para aproximar la pendiente de la recta tangente
que tenga la pendiente mas grande hasta tres lugares decimales.

46. Punto de tangencia En la figura se muestra la grafica de
f(x) = cos x y una linea tangente de f que pasa por el origen.
Encontrar las coordenadas del punto de tangencia con una
aproximacion de tres decimales.

f(x)=cosx

/\/\

-1+




Im Diferenciales

EXPLORACION

Aproximacion mediante la recta
tangente Usar una herramienta de
graficacién para representar

fx) = X~

En la misma ventana de observa-
cién, representar la recta tangente

a la grifica de f en el punto (1, 1).
Realizar un doble acercamiento en
el punto de tangencia. ;La herra-
mienta de graficacion distingue las
dos graficas? Utilizar la caracteristi-
ca trace para comparar las dos gra-
ficas. A medida que los valores de
X se acercan mds a 1, ;qué se puede
decir acerca de los valores de y?

Recta tangente

fx)=1+senx

|
N
INCEE
[SIEES

La aproximacion de la recta tangente de /
en el punto (0, 1)
Figura 3.65
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= Entender el concepto de una aproximacion por medio de una recta tangente.
® Comparar el valor de la diferencial, dy, con el cambio real en y, Ay.

® Estimar un error propagado utilizando una diferencial.

® Encontrar la diferencial de una funcién utilizando férmulas de derivacion.

Aproximaciones por recta tangente

El método de Newton (seccion 3.8) es un ejemplo del uso de una recta tangente a una grafica
para aproximar la gréfica. En esta seccion se estudiardn otras situaciones en las cuales la
gréfica de la funcién puede aproximarse mediante una linea recta.

De inicio, considerar una funcién f que es derivable en ¢, la ecuacion para la recta
tangente en el punto (c, f(c)) estd dada por

y = fle) = fle)x = o)
y = fle) + fle)x = ¢)

y es llamada aproximacién por medio de una recta tangente (o aproximacion lineal)
de fen c. Como c es una constante, y es una funcién lineal de x. Ademds, restringiendo los
valores de x de modo que sean suficientemente cercanos a ¢, los valores de y pueden utilizarse
como aproximaciones (hasta cualquier precision deseada) de los valores de la funcién f. En
otras palabras, cuando x — ¢, el limite de y es f(c).

EJEMPLO I Utilizacion de la aproximacion por medio

de una recta tangente

Determinar la aproximacion por medio de una recta tangente de
flx) =1 + senx

en el punto (0, 1). Utilizar después una tabla para comparar los valores y de la funcion lineal
con los de f(x) en un intervalo abierto que contenga a x = 0.

Solucion La derivada de f es
f(x) = cos x.

De tal modo, la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de f en el punto (0, 1) es
y = £(0) = f(0)(x — 0)

y=1=(x~-0)
y=1+nx

Primera derivada.

Aproximacion por la recta tangente.

La tabla compara los valores de y dados por esta aproximacién lineal con los valores de f(x)
cerca de x = 0. Advertir que cuanto mds cercana es x a 0, tanto mejor es la aproximacion.
Esta conclusion se refuerza por medio de la grafica que se muestra en la figura 3.65.

x —-05] —0.1 —0.01 0 0.01 0.1 0.5
fx) =1+ senx|0.521]0.9002 | 0.9900002 | 1 | 1.0099998 | 1.0998 | 1.479
y=1+x 0.5 0.9 0.99 1 1.01 1.1 1.5

W Asegurarse de ver que esta aproximacion lineal de f(x) = 1 + sen x depende del punto de
tangencia. En un punto diferente sobre la gréfica de f, se obtendria una aproximacién mediante la recta
tangente diferente. |
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flc+ Ax)

Cuando Ax es pequefia, Ay = flc + Ax) —
f(c) es aproximada por f(c) Ax
Figura 3.66

y=2x-1

7777777777

Ay
dy

El cambio en y, Ay, se aproxima por la
diferencial de y, dy
Figura 3.67

Diferenciales

Cuando la recta tangente a la grafica de f en el punto (c, f(c))
y = f(c) + flc)(x — ¢ Recta tangente en (c, f (¢)).

se usa como una aproximacién de la grafica de f, la cantidad x — ¢ recibe el nombre de
cambio en x, y se denota mediante Ax, como se muestra en la figura 3.66. Cuando Ax es
pequeiia, el cambio en y (denotado por Ay) puede aproximarse como se muestra.

Ay = flc + Ax) — f(c) Cambio real en y.
~ f'(c)Ax Cambio aproximado en y.

Para una aproximacion de este tipo, la cantidad Ax tradicionalmente se denota mediante
dx, y recibe el nombre de la diferencial de x. La expresion f'(x) dx se denota por dy, y se
denomina la diferencial de y.

DEFINICION DE DIFERENCIALES

Considerar que y = f(x) representa una funcién que es derivable en un intervalo
abierto que contiene a x. La diferencial de x (denotada por dx) es cualquier nimero
real distinto de cero. La diferencial de y (denotada por dy) es

dy = f/(x) dx.

En muchos tipos de aplicaciones, la diferencial de y puede utilizarse como una aproximacion
del cambio en y. Esto es

Ay=dy o Ay = f/(x)dx.

EJEMPLO 2 Comparacion de Ayy dy

Seay = %, determinar dy cuando x = 1y dx = 0.01. Comparar este valor con Ay parax = 1
y Ax = 0.01.

Solucion Como y = f(x) = x%, se tiene f'(x) = 2x, y la diferencial dy estd dada por

dy = f'(x) dx = f/(1)(0.01) = 2(0.01) = 0.02. Diferencial de y.
Ahora, utilizando Ax = 0.01, el cambio en y es

Ay = f(x + Ax) — f(x) = f(1.01) — f(1) = (1.01)2 = 12 = 0.0201.

La figura 3.67 muestra la comparacién geométrica de dy y Ay. Intente comparar otros valores
de dy y Ay. Verd que los valores se aproximan cada vez mds entre si cuando dx (o Ax) tiende

a cero. —

En el ejemplo 2, la recta tangente a la grafica de f(x) = x> enx = l es
y=2x—-1 o g =2x—-1. Recta tangente a la grdfica de fen x = 1.

Para valores de x cercanos a 1, esta recta es cercana a la grafica de f, como se muestra en
la figura 3.67. Por ejemplo

f(1.01) = 1.01> = 1.0201 y g(1.01) = 2(1.01) — 1 = 1.02.



—
0.7

Cojinete de bola con el radio medido que
no tiene un error mayor de 0.01 pulgadas
Figura 3.68
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Propagacion del error

Los fisicos e ingenieros tienden a hacer un uso libre de las aproximaciones de Ay mediante
dy. Asi sucede en la préctica al estimar los errores propagados por los aparatos (dispositivos)
de medida. Por ejemplo, si x denota el valor medido de una variable y x + Ax representa
el valor exacto, entonces Ax es el error de medida (medicion). Por tltimo, si el valor me-
dido x se usa para calcular otro valor f(x), la diferencia entre f(x + Ax) y f(x) es el error
propagado.

Error de Error
medicién propagado
A A
e+ Ax) = f(x) = Ay
H_J R/J
Valor Valor
exacto medido

EJEMPLO 3 Estimacion del error

Se mide el radio de una bola de un cojinete y se encuentra que es igual a 0.7 pulgadas, como
se muestra en la figura 3.68. Si la medicién no tiene un error mayor que 0.01 pulgadas,
estimar el error propagado en el volumen V de la bola del cojinete.

Solucién La férmula para el volumen de una esferaes V = 4713, donde r es el radio de
la esfera. De tal modo, es posible escribir

r=20.7 Radio medido.

—0.01 < Ar < 0.01. Error posible.

Para aproximar el error propagado en el volumen, se diferencia V para obtener dV/dr =
41r?y se escribe

AV = dV Aproximar AV con dV.
= 4zr2dr
= 47(0.7)%(x0.01) Sustituir ry dr.

U

+0.06158 pulgadas ctibicas

De este modo, el volumen ha propagado un error de casi 0.06 pulgadas cuibicas.

(El error propagado en el ejemplo 3 es grande o pequefio? La respuesta se indica de
mejor manera en términos relativos al comparar dV con V. La proporcién

av _ 4arr2dr
14 il
_ 3dr

r

Cociente de dV'y V.
Simplificar.

=~ 0377 (i 0.01) Sustituir dry r.

~ £0.0429

recibe el nombre de error relativo. El correspondiente error porcentual es aproximada-
mente 4.29%.
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Mary Evans Picture Library

GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716)

Tanto a Leibniz como a Newton se les
acredita como creadores del calculo. Sin
embargo, fue Leibniz quien trato de
ampliar el calculo formulando reglas y la
notacion formal. A menudo pasaba dias
eligiendo una notacion adecuada para un
nuevo concepto.

Calculo de diferenciales

Cada una de las reglas de derivacion que se estudiaron en el capitulo 2 pueden escribirse en
forma diferencial. Por ejemplo, suponer que u y v son funciones derivables de x. A partir
de la definicion de diferenciales, se tiene

du=u'dx 'y dv=v'dx

De tal manera, se puede escribir la forma diferencial de la regla del producto como se
muestra a continuacion.

d
d [u v] = d—[uv] dx Diferencial de uv.
X
= [uv' + vu’] dx Regla del producto.
= uv’'dx + vu'dx
=udv +vdu

FORMULAS DIFERENCIALES

Sean u y v funciones diferenciables de x.

Miiltiplo constante:  d[cu] = ¢ du
Suma o diferencia:  d[u + v] = du + dv

Producto: dluw] =udv + vdu
Cociente: d[z] = va’u;zudv
v v

EJEMPLO 4 Determinacion de diferenciales

Funcion Derivada Diferencial
d
a) y=x? d—z=2x dy = 2x dx
= 2senx @_ZCOSX dy = 2 cos x dx
b) Y dx y
dy
¢) Y= Xxcosx i —xsenx + cos x dy = (—xsenx + cos x) dx
1 dy 1 dx
d = — —_ = —— d = ——
)y X dx x? Y x?

La notacidn en el ejemplo 4 recibe el nombre de notacién de Leibniz para derivadas
y diferenciales, en honor del matematico aleman Gottfried Wilhelm Leibniz. La belleza
de esta notacidn se debe a que proporciona una forma facil de recordar varias férmulas de
calculo importantes al dar la apariencia de que las férmulas se derivaron de manipulaciones
algebraicas de diferenciales. Por ejemplo, en la notacién de Leibniz, la regla de la cadena

dy _ dydu
dx  dudx

pareceria ser verdadera debido a que las du se anulan. Aunque este razonamiento es inco-
rrecto, la notacion ayuda a recordar la regla de la cadena.
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4 g)=gx+2
(16, 4)
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f@)=vx
f f f f f
4 8 12 16 20

Figura 3.69
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EJEMPLO 5 Diferencial de una funcion compuesta

y = f(x) = sen 3x Funcién original.
f’(x) = 3 cos 3x Aplicacién de la regla de la cadena.
dy = f’(x) dx = 3 cos 3x dx Forma diferencial.

EJEMPLO 6 Diferencial de una funcion compuesta

y=f(x) = x>+ 1) Funcién original.
1 X
f,(x) = E(xz + 1)71/2(235) = 211 Aplicacion de la regla de la cadena.
X
dy = f'(x) dx = ————=dx a diferenci
y = f(x) NZES Forma diferencial.

Las diferenciales pueden utilizarse para aproximar valores de funciones. Para realizar
esto con respecto a la funcién dada por y = f(x), utilizar la férmula

&+ Ax) = fx) +dy = f(x) + f(x) dx
la cual se deriva de la aproximacion Ay = f(x + Ax) — f(x) = dy. La clave para utilizar
esta férmula es elegir un valor de x que facilite el calculo, como se muestra en el ejemplo
7. (Esta férmula es equivalente a la recta tangente de aproximacién dada anteriormente en
esta seccion.)
EJEMPLO 7 Aproximacion de los valores de una funcion
Utilizar diferenciales para aproximar V 16.5 .

Solucion Utilizando f(x) = V/x, se puede escribir

/| — L
flx+ Ax) = f(x) + f'(x) dx = \/;c+2\/;cdx

Ahora bien, eligiendo x = 16 y dx = 0.5, se obtiene la siguiente aproximacion

Flo+ A = V165 ~ /16 + 2J1R (0.5) = 4 + (é)(%) — 4.0625

La aproximacién por medio de la recta tangente a f(x) = \Vx en x = 16 es la linea
g(x) = §x + 2. Para valores de x cercanos a 16, las graficas de f y g son muy préximas entre
si, como se muestra en la figura 3.69. Por ejemplo,

£(16.5) = V165 ~ 40620 'y g(16.5) = %(16.5) + 2 = 4.0625.

De hecho, si se usa una herramienta de graficacién para realizar un acercamiento al punto
de tangencia (16, 4), se vera que las dos graficas parecen coincidir. Advertir también que a
medida que se aleja del punto de tangencia, la aproximacion lineal es menos exacta.
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, determinar la ecuacion de la recta tangente
T ala grifica de f en un punto dado. Utilizar esta aproximacion
lineal para completar la tabla.

Aplicaciones de la derivada

x 1.9 | 1.99 | 2 | 2.01 | 2.1
f(x)

T(x)
1. flx)=x2 (2,4

6 3

2. flx) = e <2, 5)
3. flx)=x (2,32
4 0 =vx (2,V2)
5. f(x) =senx, (2,sen2)
6. f(x) =cscx, (2,csc?)

En los ejercicios 7 a 10, utilizar la informacion para evaluar y
comparar Ay y dy.

y=x3 x=1 Ax =dx = 0.1
y=1-—2x? x=0 Ax = dx = —0.1

.oy =xt+1 x=-1 Ax = dx = 0.01
10. y=2—x* x=2 Ax = dx = 0.01

En los ejercicios 11 a 20, determinar la diferencial dy de la funcion
indicada.

11. y = 3x2 — 4 12. y = 3X2/3
13. y:X+1 14. y:,/9—x2
2x — 1
1
15. y=x 1 —x? 16. y=\/;c+$
17. y = 3x — sen?x 18. y = xcosx
1 6mx — 1 sec?x
19. = - _ 20. =
y 3°°S< 2 ) YT

En los ejercicios 21 a 24, emplear diferenciales y la grafica de f
para aproximar a) f(1.9) y b) £(2.04).

2., 2.

2.1

23.

y 24,

2.0

En los ejercicios 25 y 26, utilizar diferenciales y la grafica de g’
para aproximar a) g(2.93) y b) g(3.1) dado que g(3) = 8.

25.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

y 26.

=

I Il
12 45 l» 12 3 4 5
T3

Area Se encuentra que la medicién del lado de un cuadrado
es igual a 10 pulgadas, con un posible error de 35 de pulgada.
Usar diferenciales para aproximar el posible error propagado en
el célculo del drea del cuadrado.

Area Se encuentra que las mediciones de la base y la altura
de un tridngulo son iguales, respectivamente, a 36 y 50 cm. El
posible error en cada medicion es de 0.25 cm. Emplear diferen-
ciales para aproximar el posible error propagado en el cdlculo
del drea del tridngulo.

Area  Semide el radio del extremo de un tronco y se encuentra
que es igual a 16 pulgadas, con un posible error de 1 de pulgada.
Utilizar diferenciales para aproximar el posible error propagado
en el cdlculo del drea del extremo del tronco.

Volumen y drea superficial 1.amedicion del borde de un cubo
indica un valor de 15 pulgadas, con un error posible de 0.03
pulgadas. Utilizar diferenciales para aproximar el mdximo error
de propagacion posible en el cdlculo de a) el volumen del cubo
y b) el area superficial del cubo.

Area La medicién del lado de un cuadrado produce un valor
igual a 12 cm, con un posible error de 0.05 cm.

a) Aproximar el error porcentual en el cdlculo del drea del
cuadrado.

b) Estimar el mdximo error porcentual permisible en la medi-
cion del lado si el error en el calculo del area no fue mayor
que 2.5%.

Circunferencia Lamedicion de la circunferencia de un circu-

lo produce un valor de 64 centimetros, con un posible error de

0.9 centimetros.

a) Aproximar el error porcentual en el cdlculo del drea del
circulo.



b) Estimar el mdximo error porcentual permisible en la me-
dicion de la circunferencia si el error en el calculo del area
no excede de 3%.

33. Volumeny drea superficial Se mide el radio de una esferay se
encuentra un valor de 8 pulgadas, con un posible error de 0.02
pulgadas. Utilizar diferenciales para aproximar el maximo error
posible en el cdlculo de a) el volumen de la esfera, b) el drea
superficial de la esfera y ¢) los errores relativos en los apartados
a)yb).

34. Distancia de frenado La distancia total T en la que se detiene
un vehiculo es

T = 2.5x + 0.5x2

donde T estd en pies y x es la velocidad en millas por hora.
Aproximar el cambio y el porcentaje de cambio en la distancia
total de frenado conforme la velocidad cambia de x = 25 a
x = 26 millas por hora.

Volumen En los ejercicios 35 y 36, el espesor de cada cubierta
es de 0.2 cm. Utilizar diferenciales para aproximar el volumen de
cada cubierta.

35 02¢m 36. 0.2cm
H ~

40 cm

— ==100 cm—>-
Scm

37. Péndulo El periodo de un péndulo estd dado por

T= 27'r\/Z
8

donde L es la longitud del péndulo en pies, g es la aceleracién
debida a la gravedad y T es el tiempo en segundos. El péndulo
se ha sometido a un aumento de temperatura tal que la longitud
ha aumentado en 3%.

a) Encontrar el cambio porcentual aproximado en el periodo.
b) Utilizando el resultado del apartado «), encontrar el error
aproximado en este reloj de péndulo en 1 dfa.

38. Leyde Ohm Una corriente de ] amperes pasa por un resistor
de R ohms. La ley de Ohm establece que el voltaje E aplicado
al resistor es £ = [R. Si el voltaje es constante, demostrar que
la magnitud del error relativo en R provocado por el cambio en
I es igual en magnitud al error relativo en /.

39. Mediciones de tridngulos Se encuentra que la medicién de
un lado de un tridngulo rectangulo es igual a 9.5 pulgadas y que
el dngulo opuesto a ese lado es de 26°45’ con un error posible
de 15".

a) Aproximar el error porcentual en el cdlculo de la longitud
de la hipotenusa.

b) Estimar el maximo error porcentual permisible en la me-
dicidn del dngulo si el error en el cdlculo de la longitud de
la hipotenusa no puede ser mayor que 2%.
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40. Area Aproximar el error porcentual en el cdlculo del drea del
tridngulo del ejercicio 39.

41. Movimiento de proyectiles El alcance R de un proyectil es
_ ¥
R= 22 (sen 26)

donde v, es la velocidad inicial en pies por segundo y 6 es el
angulo de elevacion. Si v, = 2500 pies por segundo y 6 cambia
de 10° a 11°, utilizar diferenciales para aproximar el cambio

en el alcance.

42. Agrimensura Un agrimensor que estd a 50 pies de la base de
un drbol mide el dngulo de elevacidn de la parte superior de este
dltimo y obtiene un valor de 71.5°. ;Con qué precisién debe
medirse el dngulo si el error porcentual en la estimacion de la
altura de este mismo serd menor que 6%?

En los ejercicios 43 a 46, utilizar diferenciales para aproximar
el valor de la expresién. Comparar su respuesta con la que se
obtiene usando una herramienta de graficacion.

43. /994 4. 26
45. Y624 46. (2.99)°

FL_- En los ejercicios 47 y 48, verificar la aproximacion por medio de la

recta tangente de la funcion en el punto indicado. Después utilizar
una herramienta de graficacion para representar la funcién y su
aproximacion en la misma ventana de observacion.

Funcion Aproximacion Punto
4. fO=Vitd  y=2+7 (0.2)
48. f(x) = tanx y=x (0,0)

Desarrollo de conceptos

49. Describir la variacion en precision de dy como una aproxi-
macién para Ay cuando Ax estd disminuyendo.

50. Cuando se usan diferenciales, ;qué se entiende por los tér-
minos error propagado, error relativo 'y error porcentual?

51. Dar una breve explicacion de por qué las siguientes aproxi-
maciones son validas.

a) J402 =2+ 30.02)
b) tan 0.05 = 0 + 1(0.05)

Para discusion

52. ;Se puede utilizar y = x para aproximar f{x) = sen x cerca
de x = 0? ;Por qué si o por qué no?

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 53 a 56, determinar si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o
brindar un ejemplo que lo demuestre.

53. Siy = x + ¢, entonces dy = dx.

54. Siy = ax + b, entonces Ay/Ax = dy/dx.

55. Siyes derivable, entoncesAle’mO(Ay —dy) = 0.

56. Siy = f(x), f es creciente y derivable, y Ax > 0, entonces
Ay > dy.
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IBI Ejercicios de repaso

Proporcionar la definicién de un punto critico y representar
graficamente una funcion f que muestre los diferentes tipos de
puntos criticos.

2. Considerar la funcién impar f que es continua y derivable y tiene
los valores funcionales que se muestran en la tabla.

x =5 -4 | -1 0 2 3 6

fe | 1 3 2 0 | -1 | -4 0

a) Determinar f(4).

b) Determinar f(—3).

¢) Representar los puntos y realizar un dibujo posible de la
gréaficade fen el intervalo [ —6, 6]. ; Cudl es el nlimero mads
pequefio de puntos criticos en el intervalo? Explicar.

d) (Existe al menos un nimero real ¢ en el intervalo (—6, 6)
donde f'(c) = —1? Explicar.

e) (Esposible que h’rr(l) f(x) no exista? Explicar la respuesta.

X—>

f) (Es necesario que f'(x) exista en x = 2? Explicar la res-
puesta.

En los ejercicios 3 y 6, determinar los extremos absolutos de la
funcion en el intervalo cerrado. Utilizar una herramienta de gra-
ficacion para representar la funcién sobre el intervalo dado para
confirmar los resultados.

3. fx) =22+ 5x, [—4,0] 4. h(x)=3Vx—=x [0,9]

5. glx) =2x+ 5cosx, [0,27] 6. f(x)= [0, 2]

‘/ +1
En los ejercicios 7 a 10, determinar si el teorema de Rolle puede
aplicarse a f en el intervalo cerrado [a, b]. Si el teorema de Rolle
puede aplicarse, determinar todos los valores de ¢ en el intervalo
abierto (a, b) en los que f'(c) = 0. Si el teorema de Rolle no puede
ser aplicado, explicar por qué.

fx) =2x2—17, [0,4]
fx) = = 2)(x + 3)%
2
9. fW=7"5 [-22]
10. f()=|x—2] -2 [0, 4]
11. Considerar la funcién f(x) = 3 — |x — 4].

a) Representar grificamente la funcién y verificar que
f) = f(.

b) Notar que f'(x) no es igual a cero para ningtin x en [1, 7].
Explicar por qué esto no contradice al teorema de Rolle.

[-3.2]

12. ;Puede aplicarse el teorema del valor medio a la funcién f(x)
= 1/x* en el intervalo [—2, 1]? Explicar.

En los ejercicios 13 a 18, determinar si el teorema del valor medio
puede o no ser aplicado a la funcién f sobre el intervalo cerrado
[a, b]. Si se puede aplicar el teorema, encontrar todos los valores de

b
¢ en el intervalo (a, b) tales que f'(c) = 1) = j;(a)
no puede ser aplicado, explicar por qué.

Si el teorema

1B, f() =3, [1,8] 14. f(x)zi, [1,4]

15. [2,6]
16. f(x) =2x—3Vx, [-1,1]

17. f(x) = x — cosx, [—3, ’—T]

22
18.  f(x) = Vx —2x, [0,4]

19. Para la funcién f(x) = Ax* + Bx + C, determinar el valor de
¢ garantizado por el teorema del valor medio en el intervalo
[x1, X, ].

20. Demostrar el resultado del ejercicio 19 para f(x) =
en el intervalo [0, 4].

2% —3x+1

En los ejercicios 21 a 26, determinar los puntos criticos (si los hay)
y los intervalos abiertos sobre los cuales la funcién es creciente o
es decreciente.

21. f(x) =x>+3x— 12 22, hx)=(x+2)3+38
23. f(x) =(x—-12xx—23) 24, glx) =(x+1)3

25. h(x) = Jx(x—3), x>0

26. f(x) =senx + cosx, [0,27]

En los ejercicios 27 a 30, utilizar el criterio de la primera derivada
para encontrar cualesquiera extremos relativos de la funcion. Uti-
lizar la herramienta de graficacion para verificar los resultados.

X3 — 8x
4

27. f(x) = 4x% — 5x 28. g(v) =

29. h(r) = iz“ — 8

30. () = %sen<% - 1>, [0, 4]

31. Movimiento armonico Laalturade un objeto unido a un resorte
estd dada por la ecuacién armonica

y = 3 cos 12t — 4 sen 12¢

donde y se mide en pulgadas y 7 en segundos.

a) Calcular la altura y velocidad del objeto cuando ¢ = /8
segundos.

b) Demostrar que el desplazamiento médximo del objeto es é
de pulgada.

¢) Encontrar el periodo P de y, asi como determinar la frecuen-
cia f (nimero de oscilaciones por segundo) si f = 1/P.

32. Comentario Laecuacion general que dala altura de un objeto
oscilante unido a un resorte es

k k
y:Asen\/:t-l-Bcos \/:t
m m

donde k es la constante de resorte y m es la masa del objeto.
a) Demostrar que el desplazamiento maximo del objeto es
VA% + B2,

b) Demostrar que el objeto oscila con una frecuencia de



B 4s.

En los ejercicios 33 a 36, determinar los puntos de inflexién y
analizar la concavidad de la grafica de la funcion.

33, flx) = x> — 92 M. gx)=xJ/x+5

35. f(x) =x+cosx, [0,2m] 36. f(x)=(x+ 2)%(x —4)
En los ejercicios 37 a 40, utilizar el criterio de la segunda derivada
para encontrar todos los extremos relativos.

37. fl) = (x+9)

38. h(x) =x—2cosx, [0,4n]

39, g(x) = 2x%(1 — x?)

40. () =t—4Vt+1

Para pensar En los ejercicios 41 y 42, dibujar la grafica de una
funcion f que tenga las caracteristicas indicadas.

42 f(0) =4, f(6) =0
fx)<0six<20x>4
f/(2) no existe
f4) =0
f(x) >0si2 <x<4
fx) <0 six#2

4 o) =f6) =0
fB)=r(5=0
fx) >0six <3
fx) >0si3<x<5
fx) < 0six>5
f/(x)<0six<30x>4

f’(x) >0si3 <x<4

43. Redaccion El titular de un periddico sefiala que “La tasa (el
ritmo) de crecimiento del déficit nacional esta decreciendo”.
(Qué es lo que significa esto? ;Qué implica este comentario en
cuanto a la grafica del déficit como una funcién del tiempo?

44. Costo de inventario El costo del inventario depende de los
costos de pedidos y almacenamiento de acuerdo con el modelo
de inventario.

(@)t

Determinar el tamafio de pedido que minimizard el costo, su-
poniendo que las ventas ocurren a una tasa constante, Q es el
nimero de unidades vendidas por afio, r es el costo de almace-
namiento de una unidad durante un aflo, s es el costo de colocar
un pedido y x es el nimero de unidades por pedido.

Modelado matemdtico Los gastos para la defensa nacional
D (en miles de millones de délares) para afios determinados de
1970 a 2005 se muestran en la tabla, donde 7 es el tiempo en
afios, con = 0 correspondiente a 1970. (Fuente: U.S. Office of
Management and Budget)

t 0 5 10 15 20

D | 81.7 | 86.5 | 134.0 | 252.7 | 299.3

t 25 30 35

D | 272.1 | 2945 | 4953

a) Utilizar las funciones de regresion de una herramienta de
graficacion para ajustar un modelo de la forma

D=at*+ b3 +ct?+dt+e

a los datos.

BE 46.
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b) Utilizar una herramienta de graficacién para dibujar los
datos y representar el modelo.

¢) Para el afio que se muestra en la tabla, ;cudndo indica el
modelo que el gasto para la defensa nacional es un maximo?
(Cudndo es un minimo?

d) Paralos afios que se indican en la tabla, ;cudndo indica el
modelo que el gasto para la defensa nacional estd creciendo
a mayor velocidad?

Modelado matemadtico El gerente de un almacén registra las
ventas anuales S (en miles de ddlares) de un producto durante
un periodo de 7 afios, como se indica en la tabla, donde 7 es el
tiempo en afios, con ¢ = 1 correspondiendo a 2001.

t 1 2 3 4 5 6 7

S | 5469 | 115 | 155 | 19.0 | 220 | 23.6

a) Utilizar las capacidades de regresién de una herramienta
de graficacion para determinar un modelo de la forma S =
af’ + b? + ct + d correspondiente a los datos.

b) Utilizar una herramienta de graficacién para dibujar los
datos y representar el modelo.

¢) Utilizar el cdlculo para determinar el tiempo 7 en el que las
ventas estuvieron creciendo a la mayor velocidad.

d) (Piensaque el modelo seria exacto para predecir las ventas
futuras? Explicar.

En los ejercicios 47 a 56, determinar el limite.

47. lim (8 + 1) 48, lim 5—2
: X—00 X : X—00 2X + 5
2x2 2x
49, Ifm —2" 50.  lim —2X
Jim < Jm e+ s
2 2 +
51 1im 52. Im Y~
x——o0 X F 5 X——00 —2x
5 cos x 3x
53.  lim ——— 54.  lim ———
xino]o X xlglo Jx2+ 4
55  1m — 56. lim

x——c0 X + COS X x——oo 2 Sen x

En los ejercicios 57 a 60, determinar cualesquiera asintotas ver-
ticales y horizontales de la grafica de la funcion. Recurrir a una
herramienta de graficacion para verificar los resultados.

3 5x2
ST fl)==--2 58. o(x) = x2i 5

2x + 3 3x
59. h(x) = Y= 4 60. f(x) - ﬁ

fﬂF En los ejercicios 61 a 64, utilizar una herramienta de graficacion

para representar la funciéon. Emplear la grafica para aproximar
cualesquiera extremos relativos o asintotas.
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61. f(x) =x3+ ~ 62. f(x) = |x* — 3x2 + 2]

x—1
1 + 3x2

2
63. f(x) = 64. g(x) = % — 4 cos x + cos 2x
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En los ejercicios 65 a 82, analizar y dibujar la grafica de la fun-

cion.
65.
67.

69.
71.

73.

75.

77.

79.
80.
81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

flx) =4x — x? 66.  f(x) = 4x? — x*
Fx) = x/16 — x2 68. f(x) = (x> — 4)?

fl) = (x = 1)x=3)* 70.
fO) =xVx + 37 72,

fO) = (x=3)x +2)°
) == 2)V3x + 1)7°

_ 2
@) =5x _32" . S0 =7

4 X
f) = 1+ x2 76. f(x) = 1+ x4

4 ]

fO) =0+ x+ 78 fl) =+
fx) = |x* = 9|
fO) =[x = 1| + |x = 3]
f(x) = x + cosx, 0<x<2mw
flx) = 71*7_(2 sen wx — sen2mx), —-1<x<1

Determinar los puntos maximos y minimos en la gréafica de
X2+ 42 —2x— 16y + 13 =0

a) Sin utilizar célculo.
b) Utilizando célculo.

Considerar la funcién f(x) = x" para valores enteros positivos
de n.

a) (Para qué valores de n la funcion tiene un minimo relativo
en el origen?

b) (Paraqué valores de n la funcién tiene un punto de inflexién
en el origen?

Distancia Enlanoche, el barco A se encuentra a 100 kilémetros
en direccion este del barco B. El barco A navega hacia el oeste
a 12 km/h, y el barco B lo hace hacia el sur a 10 km/h. ;A qué
hora se encontrardn a distancia minima uno del otro? ;Cudl es
la distancia?

Area mdxima Encontrar las dimensiones del rectangulo de
drea maxima, con lados paralelos a los ejes de coordenadas, que
puede inscribirse en la elipse dada por

2 2

N
144

Yy
=1
16

Longitud minima Un tridngulo rectangulo en el primer cua-
drante tiene los ejes de coordenadas como lados, y la hipotenusa
pasa por el punto (1, 8). Encontrar los vértices del tridngulo de
modo tal que la longitud de la hipotenusa sea minima.

Longitud minima Hay que apuntalar la fachada de un edificio
con una viga que debe pasar sobre una cerca (valla) paralela de
5 pies de altura y a 4 pies de distancia del edificio. Determinar
la longitud de la viga mds corta que puede usarse.

Area mdxima Tres lados de un trapezoide tienen la misma
longitud s. De todos los trapezoides posibles de estas caracte-
risticas, mostrar que uno de drea maxima tiene un cuarto lado
de longitud 2s.

Area mdxima Demostrar que el drea mds grande de cualquier
rectdngulo inscrito en un tridngulo es la correspondiente a la
mitad de la del tridngulo.

91. Distancia Calcular (sin el uso de la trigonometria) la longitud
de la tuberfa mas larga que se puede transportar sin inclinarla
por dos pasillos, de anchuras 4 y 6 pies, que forman esquina en
el dangulo recto.

92. Distancia Repetir el ejercicio 91, considerando que los corre-
dores (pasillos) tienen anchos iguales a a y b metros.

93. Distancia Un pasadizo con 6 pies de ancho se junta con otro
de 9 pies de ancho formando un dngulo recto. Encontrar la lon-
gitud del tubo mds largo que puede transportarse sin inclinarse
alrededor de esta esquina. [Sugerencia: Si L es la longitud de la
tuberia, demostrar que

L=6csc@+9csc<g— 0)

donde 6 es el dngulo entre el tubo y la pared del pasadizo mads
estrecho.]

94. Longitud Repetir el ejercicio 93, dado que uno de los pasa-
dizos es de a metros de ancho y el otro de b metros de ancho.
Demostrar que el resultado es el mismo que en el ejercicio 92.

Costo minimo Enlos ejercicios 95y 96, determinar la velocidad v,
en millas por hora, que minimizara los costos en un viaje de entrega
de 110 millas. El costo por hora del combustible es C ddlares, y al
conductor se le pagaran W délares por hora. (Suponer que no hay
otros costos aparte de los salarios y el combustible.)

2 V2

%
95. sC=—— 96. 2C=——
Costo del comb.: C 600 Costo del comb.: C 500

Conductor: W = $5 Conductor: W = $7.50

En los ejercicios 97 y 98, utilizar el método de Newton para aproxi-
mar cualesquiera ceros reales de la funcion con una precision de
hasta tres decimales. Utilizar la caracteristica cero o root de una
herramienta de graficacion para verificar los resultados.

97. f(x) = x> —3x— 1
98. f(x) =x3+2x+1

En los ejercicios 99 y 100, utilizar el método de Newton para
aproximar, hasta tres lugares decimales, el (los) valor(es) x del
(los) punto(s) de interseccion de las ecuaciones. Utilizar una he-
rramienta de graficacion para verificar los resultados.

99, y =x* 100. y = sen wx
y=x+3 y=1—-x
En los ejercicios 101 y 102, encontrar la diferencial dy.

101. y = x(1 — cosx) 102. y = /36 — x?

103. Area superficial y volumen El didmetro de una esfera se mide
y se obtiene un valor de 18 centimetros, con un error maximo
posible de 0.05 centimetros. Utilizar diferenciales para aproxi-
mar los posibles error propagado y error porcentual al calcular
el drea de la superficie y el volumen de la esfera.

104. Funcion de demanda Unacompaiiia descubre que lademanda
de uno de sus productos es

1
p=7571x.

Si x cambia de 7 a 8, encontrar y comparar los valores de Ap
y dp.



Iml Solucidn de problemas

1.

Representar el polinomio de cuarto grado p(x) = x* + ax® + 1
para diversos valores de la constante a.

a) Determinar el valor de a para el cual p tiene exactamente
un minimo relativo.

b) Determinar los valores de a para los cuales p tiene exacta-
mente un maximo relativo.

¢) Determinar los valores de a para los cuales p tiene exacta-
mente dos minimos relativos.

d) Mostrar que la grdfica de p no puede tener exactamente dos
extremos relativos.

a) Representar el polinomio de cuarto grado p(x) = ax* — 6x°
paraa = —3, =2, —1,0, 1, 2 y 3. ; Para qué valores de la
constante g para p tiene un minimo o maximo relativo?

b) Demostrar que p tiene un maximo relativo para todos los
valores de la constante a.

¢) Determinar analiticamente los valores de a para los cuales
p tiene un minimo relativo.

d) Sea (x,y) = (x, p(x)) un extremo relativo de p. Demostrar
que (x, y) se encuentra en la gréifica de y = —3x%. Verificar
grificamente este resultado representando y = —3x” junto
con las siete curvas del apartado a).

i c .
Sea f(x)=—+ x*. Determinar todos los valores de la constante
X

¢ tales que f'tiene un minimo relativo, pero no un maximo rela-
tivo.

a) Sea f(x) = ax* + bx + ¢, a # 0, un polinomio cuadritico.
(Cuantos puntos de inflexién tiene la grafica de f?

b) Seaf(x)=ax’+ bxX*+ cx+d,a#0,un polinomio ctbico.
(Cudntos puntos de inflexion tiene la grafica de f?

¢) Suponer que la funcién y = f(x) satisface la ecuacién
d_ ky( - X), donde k y L son constantes positivas.
dx L

Demostrar que la grafica de ftiene un punto de inflexién

en el punto donde y = Ié (Esta ecuacion recibe el nombre

de ecuacion diferencial logistica.)

Demostrar el teorema de Darboux: sea f derivable en el inter-
valo cerrado [a, b] de modo tal que f'(a) = y,y f'(b) = y,. Si
d se encuentra entre y, y y,, entonces existe ¢ en (a, b) tal que
f'le)=d.

Sean fy g funciones continuas en [a, b] y derivables en
(a, b). Demostrar que si fla) = g(a) y g'(x) > f'(x) para todo x
en (a, b), entonces g(b) > f(b).

Demostrar el siguiente teorema del valor medio extendido. Si
fy f' son continuas en el intervalo cerrado [a, b], y si f” existe
en el intervalo abierto (a, b), entonces existe un nimero ¢ en
(a, b) tal que

1) = fl@) + F@b = @) + 3 /)b —

a) SeaV = x’. Determinar dVy AV. Demostrar que para valo-
res pequefios de x, la diferencia AV —dV es muy pequeiia en
el sentido de que existe € tal que AV — dV = €Ax, donde
€ — 0 cuando Ax — 0.

10.

11.
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b) Generalizar este resultado demostrando que siy = f(x) es
una funcién derivable, entonces Ay — dy = €Ax, donde
€ — 0 cuando Ax — 0.

La cantidad de iluminacién de una superficie es proporcional a
la intensidad de la fuente luminosa, inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia desde la fuente luminosa, y propor-
cional a sen 0, donde 0 es el dngulo al cual la luz incide sobre
la superficie. Un cuarto rectangular mide 10 por 24 pies, con
un techo de 10 pies. Determinar la altura a la cual la luz debe
ubicarse para permitir que las esquinas del piso reciban la mayor
cantidad posible de luz.

10 pies

Considerar un cuarto en la forma de un cubo, de 4 metros de
lado. Un insecto en el punto P desea desplazarse hasta el punto
Q en la esquina opuesta, como se indica en la figura. Emplear
el calculo para determinar la trayectoria més corta. ;Se puede
resolver el problema sin el cédlculo?

4m

4m 4 m

La recta que une Py Q cruza las dos rectas paralelas, como
se muestra en la figura. El punto R estd a d unidades de P.
(A qué distancia de Q debe situarse el punto S de manera
que la suma de las dreas de los dos tridngulos sombreados
sea un minimo? ;De qué modo para que la suma sea un ma-
ximo?
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12.

13.

14.

i 1s.

FE 16.

e 1.

CAPITULO 3 Aplicaciones de la derivada

Las figuras muestran un rectdngulo, un circulo y un semi-
circulo inscritos en un tridngulo delimitado por los ejes de
coordenadas y la porcion del primer cuadrante de la recta con
intersecciones (3, 0) y (0, 4). Encontrar las dimensiones de cada
figura inscrita de manera tal que su drea sea maxima. Establecer
qué tipo de célculo fue util para determinar las dimensiones
requeridas. Explicar el razonamiento.

y y y

44 4 4

34 3 3

24 2 2

1+ 1 1

— X X X
123 4 123 4 123 4

a) Demostrar que lim x? = co.
X—o0o

1
b) Probar que lim (;) =0.

¢) Sea L un nimero real. Demostrar que si lim f(x) = L,

X—o0o
entonces lim f <l> = L.
y—=0* y
1
Encontrar el punto sobre la grificade y = T+ 2 (ver la figura)
X

donde la recta tangente tiene la pendiente mds grande, y el punto
donde la recta tangente tiene la pendiente menor.

a) Sea x un ndmero positivo. Utilizar la funcién rable
de una herramienta de graficacion para verificar que

\/1+x<%x+1.

b)

a)

b)

Recurrir al teorema del valor medio para demostrar que
V1It+x< %x + 1 para todos los niimeros reales positi-
VOS X.

Sea x un ntimero positivo. Utilizar la funcién table de una
herramienta de graficacidn para verificar que sen x < x.
Utilizar el teorema del valor medio para demostrar que x<x

para todo nimero real positivo x.

El departamento de policia debe determinar el limite de velocidad
sobre un puente de manera tal que la tasa de flujo de automdviles
sea maxima por unidad de tiempo. Cuanto mayor es el limite
de velocidad, tanto mas separados deben estar los automdviles
para mantener una distancia de frenado segura. Los datos expe-
rimentales respecto a la distancia de frenado d (en metros) para
diversas velocidades v (en kilémetros por hora) se indican en la
tabla.

18.

19.

a) Convertir las velocidades v en la tabla a velocidades s en
metros por segundo. Utilizar las capacidades de regresion
de la calculadora para determinar un modelo de la forma
d(s) = as* + bs + c para los datos.

b) Considerar dos vehiculos consecutivos de longitud prome-
dio igual a 5.5 metros, que viajan a una velocidad segura
sobre el puente. Sea T la diferencia entre los tiempos (en
segundos) cuando los parachoques frontales de los ve-
hiculos pasan por un punto dado sobre el puente. Verificar
que esta diferencia de tiempos estd dada por

55
s

¢) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
funcién T'y estimar la velocidad s que minimiza el tiempo
entre vehiculos.

d) Recurrir al cdlculo para determinar la velocidad que minimi-
za T. ;Cudl es el valor minimo de 77? Convertir la velocidad
requerida a kilémetros por hora.

e) Determinar la distancia 6ptima entre vehiculos para el limite
de velocidad maxima determinado en el apartado d).

Una hoja de papel de tamaifio cuartilla (8.5 x 14 pulgadas) se
dobla de manera que la esquina P toca el borde opuesto de 14
pulgadas en R (ver la figura). (Nota: PQ = /C* — xz.)

14 pulg
X/ e "R \\\
\\\ \‘\ 8.5 pulg
X C i
p 0
2x3

a) Demostrar que C? = —————.

) d 2 — 85
b) (Cudl es el dominio de C?
¢) Determinar el valor de x que minimiza a C.
d) Determinar la longitud minima C.

El polinomio P(x) = ¢, + ¢,(x — a) + ¢,(x — a)* es la aproxi-

macién cuadritica de la funcién f en (a, f(a)) si P(a) = f(a),

P'(a) = f'(a) y P"(a) = f"(a).
a) Encontrar la aproximacién cuadritica de

X
x+1

o) =

en (0, 0).

H: b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar

P(x) y f(x) en la misma ventana de observacion.

20

40

60

80

100

5.1

13.7

27.2

44.2

66.4

20. Sean x>0y n>1 dos nimeros reales. Demostrar que

(1 +x">1+nx



|n| Integracion

En este capitulo, se estudiard un impor-
tante proceso de cdlculo que estd estre-
chamente relacionado con la diferencia-
cioén-integracion. El lector aprendera
nuevos métodos y reglas para resolver
integrales definidas e indefinidas, inclui-
do el teorema fundamental del calculo.
Posteriormente se aplicardn esas reglas
para encontrar algunos términos como la
funcién posicién para un objeto y el valor
promedio de una funcién.

En este capitulo, se aprendera:

B Como evaluar integrales indefinidas
usando reglas de integracion basicas.
4.1)

B Cdémo evaluar una suma y aproximar
el area de una region del plano. (4.2)

B Como evaluar una integral definida
usando un limite. (4.3)

B Como evaluar una integral definida
usando el teorema fundamental del
célculo. (4.4)

B Como evaluar diferentes tipos de
integrales definidas e indefinidas con

una variedad de métodos. (4.5) © Chuck Pefley/Alamy
Aunque su sobrenombre oficial sea Ciudad Esmeralda, Seattle se conoce a

veces como la Ciudad Lluviosa debido a su clima. No obstante, existen varias
ciudades, incluidas Nueva York y Boston, que tipicamente tienen mas precipi-
tacion anual. ;Como se podria usar la integracion para calcular la precipitacion
normal anual para el area de Seattle? (Vea la seccion 4.5, ejercicio 117.)

B Como evaluar una integral definida
con la regla trapezoidal y la regla de
Simpson. (4.6)

El area de una region parabdlica puede aproximarse como la suma de las areas de rectangulos. Conforme se incre-
menta el nimero de rectangulos, la aproximacién tiende a ser cada vez mas exacta. En la seccion 4.2, el lector
aprendera cémo se puede usar el proceso de limite para encontrar areas de una variedad de ancho de regiones.

247
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Integracion

Iml Antiderivadas o primitivas e integracion indefinida

EXPLORACION

Determinacion de antiderivadas
o primitivas Para cada derivada,
describir la funcién original F.

a) F'(x) =2x
b) F'(x) =x

¢) F'(x) =x%
d F) =
0 Fl) =

f) F'(x) = cosx

(Qué estrategia se uso para deter-
minar F?

m Escribir la solucién general de una ecuacion diferencial.

® Usar la notacién de la integral indefinida para las antiderivadas o primitivas.
m Utilizar las reglas de la integracién basicas para encontrar antiderivadas.

® Encontrar una solucién particular de una ecuacién diferencial.

Antiderivadas o primitivas

Suponer que se decide encontrar una funcién F cuya derivada es f(x) = 3x% Por lo que se
sabe de derivadas, es posible afirmar que

d
— .3 3] — 2,2
F(x) = x* porque —[x°] = 3x%

La funcién F es una antiderivada de f.

DEFINICION DE UNA ANTIDERIVADA O PRIMITIVA

Se dice que una funcién F' es una antiderivada o primitiva de f, en un intervalo / si
F'(x) = f(x) para todo x en I.

Noétese que F es una antiderivada de f, en vez de /a antiderivada de f. Para entender
por qué, observar que
Fx)=x> Fx)=x*-5 'y Fx=x*+97

son todas antiderivadas de f(x) = 3x% De hecho, para cualquier constante C, la funcién dada
por F(x) = x* + C es una antiderivada de f.

TEOREMA 4.1 REPRESENTACION DE ANTIDERIVADAS O PRIMITIVAS

Si F es una antiderivada de f en un intervalo /, entonces G es una antiderivada de fen
el intervalo 7 si y sélo si G es de la forma G(x) = F(x) + C, para todo x en /, donde
C es una constante.

DEMOSTRACION ) La prueba del teorema 4.1 en un sentido es directa. Esto es, si G(x) = F(x)
+ C, F'(x) = f(x), y C es constante, entonces

Glx) = dii[F(x) 4Ol = F) + 0 = f(x).

Para probar este teorema en otro sentido, se supone que G es una antiderivada de f. Se define
una funcién H tal que

H(x) = G(x) — F(x).

Para cualesquiera dos puntos a y b (a < b) en el intervalo, H es continua dentro de [a, b] y
diferenciable dentro de (a, b). Mediante el teorema del valor medio,

H(b) ~ H(a)

H'le) = b—a

para algin c en (a, b). Sin embargo, H'(c) = 0, por consiguiente H(a) = H(b). Dado que
a 'y b son puntos arbitrarios en el intervalo, se sabe que H es una funcién constante C. Asi,
G(x) — F(x) = Cy esto conlleva a que G(x) = F(x) + C.
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Si utiliza el teorema 4.1, puede representarse la familia completa de antiderivadas de una
funcién agregando una constante a una antiderivada conocida. Por ejemplo, sabiendo que
D [x’] = 2x, es posible representar la familia de rodas las antiderivadas de f(x) = 2x por

Gx)=x2+C Familia de todas las antiderivadas de f(x) = 2x.

donde C es constante. La constante C recibe el nombre de constante de integracion. La
familia de funciones representadas por G es la antiderivada general de f,y G(x) = x> + C
es la solucion general de la ecuacién diferencial.

G'(x) = 2x. Ecuacién diferencial.
Una ecuacion diferencial en x y y es una ecuacion que incluye a x, y y a las derivadas

de y. Por ejemplo, y' = 3xyy’ = x> + 1 son ejemplos de ecuaciones diferenciales.

EJEMPLO I Resolucion de una ecuacién diferencial

Determinar la solucion general de la ecuacién diferencial y’ = 2.

Solucién Para empezar, determinar una funcién cuya derivada es 2. Una funcién de esta
caracterfstica es

x y = 2x 2x es una antiderivada de 2.

Ahora bien, utilizar el teorema 4.1 para concluir que la solucién general de la ecuacién
diferencial es

T y=2x+C. Solucién general.

Funciones de la forma y = 2x + C Las graficas de varias funciones de la forma y = 2x + C se muestran en la figura 4.1.

Figura 4.1 —
Notacion para antiderivadas o primitivas

Cuando se resuelve una ecuacidn diferencial de la forma
dy _
& = 1

es conveniente escribirla en la forma diferencial equivalente
dy = f(x) dx.

La operacion para determinar todas las soluciones de esta ecuacion se denomina antide-
rivacion (o integracion indefinida) y se denota mediante un signo integral [. La solucién
general se denota mediante

Variable de Constante de
integracion integracion

i l

y = f{(x) dx = F(x) + C.

!

Integrando | | Una antiderivada de f(x)

En este texto, la notacién .. L o
[fodx = F(x) + C significa que F es La expresion [f(x)dx se lee como la antiderivada o primitiva de f con respecto a x. De tal

una antiderivada o primitiva de fen un ~ Manera, la diferencial de dx sirve para identificar a x como la variable de integracion. El
intervalo. m término integral indefinida es sindnimo de antiderivada.
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Reglas basicas de integracion

Formula de derivacion

Reglas basicas de integracion

La naturaleza inversa de la integracion y la derivacion puede verificarse sustituyendo F'(x)
por f(x) en la definicién de integracién indefinida para obtener

J}: r(x) dx = F(x) +C La integracién es la “inversa” de la derivacion.
Ademds, si [ f(x) dx = F(x) + C entonces

d La derivacion es la “inversa” de la integracion
= x)dx| = f(x). ; h S
21 [ s ae| =0

Estas dos ecuaciones permiten obtener directamente férmulas de integracién a partir de
férmulas de derivacién, como se muestra en el siguiente resumen.

Formula de integracion

4
dx

4
dx

[C]=0

[kx] = k

d /|
L] = kW

4
dx
d

dx

dx

dx

dx

dx
da
dx

dx

() + g)] = fx) £ g'(x)

[x7] = nx" !

[senx] = cosx

[cosx] = —senx

[tan x] = sec?x

[sec x] = sec x tan x
[cot x] = —csc?x

[csc x] = —csc x cot x

dex C
fkdekx+C
fkf(x) dx = kff(x)dx

[ = s = (e = [ot0ax

xn+l

xX"dx = +C w o= 1 Regla de la potencia.
n+1

fcosxdx =senx + C

fsenxdx = —cosx + C

sec’xdx =tanx + C

csclxdx = —cotx + C

cscxcotxdx = —cscx + C

fsecxtanxdx =secx + C

La regla de la potencia para la integracion tiene la restriccién n # —1. El cdlculo de
J1/x dx debe esperar hasta el andlisis de la funcién logaritmo natural en el capitulo 5. |



TECNOLOGIA Algunos
programas de software tales como
Maple, Mathematica 'y el TI-89,
son capaces de efectuar
simbdlicamente la integracion.

Si se tiene acceso a estas
herramientas de integracion
simbdlica, utilizarlas para calcular
las integrales indefinidas del
ejemplo 3.
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EJEMPLO 2 Aplicacion de las reglas basicas de integracion

Describir las antiderivadas o primitivas de 3x.

Solucion J3x dx = 3fx dx Regla del miiltiplo constante.
— 3fxl dx Reescribir x como x'.
X2 .
=3(— )+ C Regla de potencia (n = 1).
2
3 ) N
=24+ C Simplificar.
2

De tal manera, las antiderivadas o primitivas de 3x son de la forma $x> + C, donde C es
cualquier constante. —

Cuando se evaldan integrales indefinidas, una aplicacion estricta de las reglas bésicas de
integracion tiende a producir complicadas constantes de integracion. En el caso del ejemplo
2, se podria haber escrito

x2 3
3xdx =3 xdx=35+C =§x2+3C.

Sin embargo, como C representa cualquier constante, es tanto problematico como innece-
sario escribir 3C como la constante de integracion. De tal modo, x> + 3C se escribe en la
forma mas simple, 3x*> + C.

En el ejemplo 2, advertir que el patrén general de integracion es similar al de la deri-
vacion.

Integral original > Reescribir > Integrar > Simplificar

EJEMPLO 3 Reescribir antes de integrar

Integral original Reescribir Integrar Simplificar
1 x2 1
- -3 — + -+
a) fx3 dx fx dx 5 C 72 C
3/2
b) f\/;cdx fx'/zdx )3‘%+C §x3/2+C
c) stenxdx 2fsenxdx 2(—cosx) + C —2cosx + C

Recordar que, por simple derivacién, puede comprobarse si una primitiva es correcta.
Asi, en el ejemplo 3b, para saber si la primitiva §x*/> + C es correcta, basta con derivarla
para obtener

2 2\(3
Dx|:§x3/2 + C:| = (§><E>xl/2 = \/); Usar la derivacion para verificar la antiderivada.
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Las reglas bésicas de integracion listadas antes en esta seccidn permiten integrar cual-
quier funcién polinomial, como se muestra en el ejemplo 4.

EJEMPLO 4

a) fdx

fl dx

=x+C
b) J(x+2)dx=fxdx +f2dx
2
:E+C1+2X+C2
2
=%+2x+C

La segunda linea en la solucién suele omitirse.
5 3 2
¢) f(3x4— 5x2 + x)dx = 3(%) - 5<%) + % +C
3

1
==X -+ a2+
Sx 3x 2x C

EJEMPLO 5 Reescribir antes de integrar

x+1

\/;dx=j<j;c+\};c>dx

= 2o on 4 C

Recordar que )
la respuesta puede verificarse por = gﬁ(x +3)+C
derivacion.

Integracion de funciones polinomiales

Se entiende que el integrando es uno.

Integrar.

Integrar.

c=cC +C,

Integrar.

Simplificar.

Reescribir como dos fracciones.
Reescribir con exponentes
fraccionarios.

Integrar.

Simplificar.

(017 Cuando se integren los cocientes, no debe integrarse numerador y denominador por se-
parado. Esto es incorrecto tanto en la integracién como en la derivacion. Al respecto, obsérvese

el ejemplo 5.

x+ 1

Jx

2
dx = g\/;c(x + 3) + C no es lo mismo que

EJEMPLO 6 Reescribir antes de integrar

jsenzx dx:j( 1 )(senx)dx
cos? x cos x/\cos x

fsec x tan x dx

secx + C

f(x+l)dx_%x2+x+cl

S Vxdx

~ 2 -~
§X\/;C + C2 [}

Reescribir como un producto.

Reescribir utilizando identidades
trigonométricas.

Integrar.
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4 AL
Cc=4
3 AL
Cc=3
2 L
Cc=2
1 L
Cc=1
: ‘ :
-2 2
- T C=—4
Fx)=x>—x+C
La solucion particular que satisface
la condicion inicial F(2) =4 es
Fx)=x*-x-2
Figura 4.2
y
Cc=4
3 -+
Cc=3
2 —
Cc=2
] —
1,0
S
} } }
1 2
C=0
-1+
C=-1
-2 —+
C=-2
_3 —
c=-3
Fo=-1+c

La solucion particular que satisface
la condicion inicial F(1) = 0 es
Fx)=—(1/x)+1,x>0
Figura 4.3
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Condiciones iniciales y soluciones particulares

Se ha visto que la ecuacién y = [f(x) dx tiene muchas soluciones (cada una difiriendo de
las otras en una constante). Eso significa que las gréaficas de cualesquiera dos antiderivadas
o primitivas de f son traslaciones verticales una de otra. Por ejemplo, la figura 4.2 muestra
las graficas de varias de las antiderivadas o primitivas de la forma

y = f(3x2 —Ddx=x>-x+C Solucién general.

para diversos valores enteros de C. Cada una de estas antiderivadas o primitivas es una
solucién de la ecuacién diferencial
dy

ay _ 20 _
It 3x 1.

En muchas aplicaciones de la integracién, se da suficiente informacién para determi-
nar una soluciéon particular. Para hacer esto, s6lo se necesita conocer el valor de y = F(x)
para un valor de x. Esta informacién recibe el nombre de condicién inicial. Por ejemplo,
en la figura 4.2, s6lo una de las curvas pasa por el punto (2, 4). Para encontrar esta curva,
se utiliza la siguiente informacion.

Fx)=x*—-x+C

FQ2) =4

Solucién general.
Condicién inicial.
Utilizando la condicién inicial en la solucién general, es posible determinar que F(2) = 8

— 2+ C = 4, 1o que implica que C = —2. De tal modo, se obtiene
Flx) =x>—x— 2.

Solucién particular.

EJEMPLO 7 Determinacion de una solucién particular

Encontrar la solucién general de
1

F'(x) = —, x>0
X
y determinar la solucién particular que satisface la condicion inicial F(1) = 0.

Solucién Para encontrar la solucion general, se integra para obtener

F(x) = fxlz dx

fodx

—1 Integrar.

F(x) = [F'(x)dx.

Reescribir como una potencia.

I

|
_|_
a

X Solucion general.

Utilizando la condicién inicial F(1) = 0, resolver para C de la manera siguiente.
1
F(l)=—T+C=0 > Cc=1
De tal modo, la solucién particular, como se muestra en la figura 4.3, es

F(x)=—§+l, x> 0.

Solucién particular.
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Hasta ahora, en esta seccién se ha utilizado x como variable de integracién. En las
aplicaciones, es a menudo conveniente utilizar una variable distinta. Asi, en el siguiente
ejemplo, la variable de integracién es el tiempo t.

EJEMPLO 8 Solucién de un problema de movimiento vertical

Una pelota se lanza hacia arriba con una velocidad inicial de 64 pies por segundo a partir
de una altura inicial de 80 pies.

a) Encontrar la funcién posicidn que expresa la altura s en una funcién del tiempo z.
b) (;Cuando llegard la pelota al suelo?

Solucion

a) Considerar que t = 0 representa el tiempo inicial. Las dos condiciones iniciales
indicadas pueden escribirse de la siguiente manera.

s(0) = 80 La altura inicial es 80 pies.
5(f) = —16t2 + 641 + 80
s'(0) = 64 La velocidad inicial es de 64 pies por segundo.

150 + 1=2 . ) » )

140+ LI Utilizando —32 pies/s?> como la aceleracion de la gravedad, se tiene

130+ 4 ‘e 1=3 () = —32

1204+ [ t=1 ' (®

1« A\

}(1)2 T/ \ s() = |s7(t) dt = f—32dt = —32t+ C,.

£ 904/ Y
/ V=4 . . . , . .

5 30t _o ! Empleando la velocidad inicial, se obtiene s'(0) = 64 = —32(0) + C,, lo cual implica
g ;g 1 Y que C, = 64. Después, integrando s'(7), se obtiene
< 5ot |

40+ | s@) = [s()dt = | (=32t + 64) dt = — 161> + 64t + C,.

304 \

20+ 1 . L

0L o5 . Al utilizar la altura inicial, se encuentra que

1 1 1 1 ‘A
S s(0) = 80 = —16(0?) + 64(0) + C,

Tiempo (en segundos)

) lo que implica que C, = 80. De ese modo, la funcién posicion es
Altura de una pelota en el tiempo ¢

Figura 4.4 s() = — 1612 + 64t + 80. Ver la figura 4.4.

b) Utilizando la funcién posicién que se encontrd en el apartado a), es posible determinar
el tiempo en que la pelota pega en el suelo al resolver la ecuacién s(r) = 0.

s(1) = —162 + 64t + 80 =0
—16t+ 1)t —5 =0
t=-1,5

Como ¢ debe ser positivo, se puede concluir que la pelota golpea el suelo 5 segundos después

h ido 1 .
En el ejemplo 8, obsérvese de haber sido lanzada —

que la funcién posicién tiene la forma

El ejemplo 8 muestra como utilizar el cdlculo para analizar problemas de movimiento
vertical en los que la aceleracién es determinada por una fuerza gravitacional. Se puede
donde g = —32, v, es la velocidad utilizar una estrategia similar para analizar otros problemas de movimiento rectilineo (ver-
inicial y s, es la altura inicial, como se tical u horizontal) en los que la aceleracion (o desaceleracion) es el resultado de alguna otra
presento en la seccién 2.2. B fuerza, como se verd en los ejercicios 81 a 89.

s(r) = 3¢ + vt + 5,
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Antes de hacer los ejercicios, se debe reconocer que uno de los pasos mds importantes
en la integracién es reescribir el integrando en una forma que corresponda con las reglas
bdsicas de integracion. Para ilustrar este punto, a continuacion se presentan algunos ejem-

plos adicionales.

Integral original

Reescribir

Integrar Simplificar

[2a

3+
fxxz?adx

fﬁ/;c(x — 4) dx J'()c“/3 — 4xV3) dx

Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, verificar el enunciado demostrando que
la derivada del lado derecho es igual al integrando del lado iz-
quierdo.

6 2
1. j(—;)dx:;-l-C
2 (8x3+17>dx=2x4—*1+c
) 2x2 2x

3. f(x—4)(x+4)dx:%x3— 16x + C

2 _ 2
4 fx 3/21dx=2(x +3)+C
x 3Vx

En los ejercicios 5 a 8, encontrar la solucién general de la ecuacion
diferencial y verificar el resultado mediante derivacion.

dy dr _

5. L _op 6.

a = a0~ 7
dy dy _

7. =L =32 8. & _ 3
a7 dx 2

En los ejercicios 9 a 14, completar la tabla.
Integral original Reescribir  Integrar Simplificar
f ¥x dx

10. |—
f 4x? dx

11.
f Y

12. fx(x3 + 1) dx

1
2x3

1
14. j@dx

13.

2| x V2 dx <x1/2> +C
1/2
f(ﬂ + 1)2dt j(t“ + 212+ 1) dt

j(x + 3x72) dx

4x172 + C

5 3
L+2<t—>+t+c lt5+§t3+t+c

5 3 5
x2 x~! 1 3
=+ + —x2— =4
2 3( 1) C 2x . C
X3 X3 3 s s
—_— + — p— z
7/3 4<4/3> ¢ 3 3

En los ejercicios 15 a 34, encontrar la integral indefinida y verificar
el resultado mediante derivacion.

15. f(x + 7) dx 16. f(l?» — x) dx
17. J(2x — 3x?) dx 18. f(8x3 = 9x2 + 4) dx
19. f()c‘S + 1) dx 20. f(x3 —10x — 3) dx

21. f(x*/z + 2x + 1) dx 22. J(\/} + #) dx

23. Jé/?dx 24. f(%? + 1) dx
25. f % dx 26. iédx

X X

x+6 X2 +2x—3
27. j 7 dx 28. f e dx
29. f(x + 1)(3x — 2) dx 30. f(th — 1)2dt
31. f y&/y dy 32. f (1 + 31)r2dr
33. f dx 34. f 14 dt

En los ejercicios 35 a 44, hallar la integral indefinida y verificar
el resultado mediante derivacion.

3s. j(S cosx + 4senx)dx  36. J(lz — cost) dt
37. f(l — cscteot?)dt 38. J(B2 + sec?0) do

39. f(sec2 6 — sen 6) d6 40. fsec y(tany — secy) dy
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41. j(tanzy + 1) dy 42. f(4x — csc? x) dx

COS x sen x
43, j s 44, j e

En los ejercicios 45 a 48, se presenta la grafica de la derivada de
una funcion. Dibujar las graficas de dos funciones que tengan la
derivada sefialada. (Hay mas de una respuesta correcta.)

45. y 46. y
6+ 2+ ,
, f
f 4
24 —t —f—x
-2 -1 1 2
—t F—t—x T
-4 -2 2 4
,2A» ,ZAV
47. y 48. y
-\

En los ejercicios 49 y 50, determinar la ecuacion para y, dada la
derivada y el punto indicado sobre la curva.

dy _, [
49. i 2x — 1 50. i 2(x — 1)

qu Campos de pendientes En los ejercicios 51 a 54, se dan una

ecuacion diferencial, un punto y un campo de pendientes. Un
campo de pendientes (0 campo de direcciones) esta compuesto por
segmentos de recta con pendientes dadas por la ecuacion diferen-
cial. Estos segmentos de recta proporcionan una perspectiva visual
de las pendientes de las soluciones de la ecuacion diferencial. a)
Dibujar dos soluciones aproximadas de la ecuacién diferencial
en el campo de pendientes, una de las cuales pasa por el punto
indicado. b) Utilizar la integracion para determinar la solucién
particular de la ecuacion diferencial y usar una herramienta de
graficacion para representar la solucién. Comparar el resultado
con los dibujos del apartado a).

dy N

—=x*—-1, (1,3
I ( )

y

[ |/ /73x~N—/]11
[/ 7=~Y\N—=/ 111
[ |/ /7=~N—/1]11
Il /7=~Y~N—/ 111
[l /7=~N%~N—/1]11
[ 1/ 7=~Y\N—/1]11
H——— 1 X
3/ /—=~Y\N—/ 1|13
[l 7=~N—=/ 111
[ 1] /7=~\N—/ 1|11
[ | /7=~NN—/1[11
[ 1] /7=~\N—/ 1|11
I/ /7==3%x~N—7/111
d 1
== x> 0.(1.3)

Ix X

y y

N
SNNSN~——
~NNSN———
SNNN——=D

H: Campos de pendientes En los ejercicios 55 y 56, a) utilizar una

herramienta de graficacion para representar un campo de pen-
dientes para la ecuacion diferencial, b) utilizar la integracion y
el punto indicado para determinar la solucion particular de la
ecuacion diferencial y c) hacer la grafica de la solucion y el campo
de pendientes.

55 D ooy (-2, -2 s6. D _5 /5412
dx dx

En los ejercicios 57 a 64, resolver la ecuacion diferencial.

ST f(x) = 6x.f(0) = 8 8. g/(x) = 6% (0) = — 1

- h) =88 + 5,h(1) = —4

60. f1(s5) = 105 — 125%, £(3) = 2

6l. r(x) =2, f(2) =5, f(2) = 10

62 f(x) = % £10) = 8, f(0) = 4

63 f70) = 2 f4) = 2. £(0) = 0

64 f7(x) = senx, f1(0) = 1, £(0) = 6

65. Crecimiento de drboles Un vivero de plantas verdes suele
vender cierto arbusto después de 6 anos de crecimiento y
cuidado. La velocidad de crecimiento durante esos 6 afios es,
aproximadamente, dh/dt = 1.5t + 5, donde ¢ es el tiempo en

afios y & es la altura en centimetros. Las plantas de semillero
miden 12 centimetros de altura cuando se plantan (r = 0).

a) Determinar la altura después de  afios.

b) ;Qué altura tienen los arbustos cuando se venden?

66. Crecimientodepoblacion Latasade crecimiento dP/dtdeuna
poblacién de bacterias es proporcional a la raiz cuadrada de ¢,
donde P es el tamaiio de la poblacién y ¢ es el tiempo en dias
(0<¢<10). Esto es, dP/dt = k+/t. El tamafio inicial de la po-
blacién es igual a 500. Después de un dia la poblacién ha crecido
hasta 600. Estimar el tamafio de la poblacién después de 7 dias.
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Desarrollo de conceptos

67. (Cudl es la diferencia, si existe, entre encontrar la anti-
derivada de f(x) y evaluar la integral [ f(x) dx?

68. Considerar f(x) = tan®> x y g(x) = sec? x. ;Qué se nota
acerca de las derivadas de fix) y g(x)? ;Qué se puede
concluir acerca de la relacion entre f{x) y g(x)?

69. Las graficas de f'y f’ pasan a través del origen. Usar
la grafica de f” mostrada en la figura para bosquejar la
graficade fy f'.

Para discusion

70. Usar la grifica de ' que se muestra en la figura para
responder lo siguiente, dado que f(0) = —4.

a) Aproximar la pendiente de f en x = 4. Explicar.

b) (Es posible que f(2) = —1? Explicar.

¢) (Es f(5) — f(4) > 0? Explicar.

d) Aproximar el valor de x donde f es mdxima. Ex-
plicar.

e) Aproximar cualquier intervalo en el que la gréfica
de f es concava hacia arriba y cualquier intervalo
en el cual es concava hacia abajo. Aproximar la
coordenada x a cualquier punto de inflexion.

f) Aproximar la coordenada x del minimo de
f(0.

g) Dibujar una gréfica aproximada de f.

Movimiento vertical En los ejercicios 71 a 74, utilizar
a(t) = —32 pies/s? como la aceleracién debida a la gravedad.
(Ignorar la resistencia al aire.)

71. Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba desde una
altura de 6 pies con una velocidad inicial de 60 pies por
segundo. ;Qué altura alcanzard la pelota?

Antiderivadas o primitivas e integracién indefinida 257

72. Mostrar que la altura a la que llega un objeto lanzado hacia arriba
desde un punto s, pies a una velocidad inicial de v, por segundo
estd dada por la funcién

f(0) = = 1612 + vyt + s,

73. (Con qué velocidad inicial debe lanzarse un objeto hacia arriba
(desde el nivel del suelo) para alcanzar la parte superior del
monumento a Washington (cerca de 550 pies)?

74. Un globo aerostdtico, que asciende verticalmente con una ve-
locidad de 16 pies por segundo, deja caer una bolsa de arena en
el instante en el que estd a 64 pies sobre el suelo.

a) (En cudntos segundos llegard la bolsa al suelo?

b) (A qué velocidad hard contacto con el suelo?

Movimiento vertical En los ejercicios 75 a 78, emplear a(f) = —9.8
m/s* como aceleracion de la gravedad. (Ignorar la resistencia al
aire.)

75. Mostrar que la altura sobre el suelo de un objeto que se lanza
hacia arriba desde un punto s, metros sobre el suelo a una veloci-
dad inicial de v, metros por segundo estd dada por la funcién

f) = =492+ vyt + s,

76. El Gran Cafi6n tiene una profundidad de 1 800 metros en su
punto mas profundo. Se deja caer una roca desde el borde sobre
ese punto. Escribir la altura de la roca como una funcién del
tiempo ¢ en segundos. ;Cudnto tardard la roca en llegar al suelo
del cafién?

77. Una pelota de beisbol es lanzada hacia arriba desde una altura
de 2 metros con una velocidad inicial de 10 metros por segundo.
Determinar su altura maxima.

78. (A qué velocidad inicial debe lanzarse un objeto hacia arriba
(desde una altura de 2 metros) para que alcance una altura
mdxima de 200 metros?

79. Gravedad lunar Sobre la Luna, la aceleracion de la gravedad
es de —1.6 m/s>. En la Luna se deja caer una piedra desde
un pefiasco y golpea la superficie de esta misma 20 segundos
después. ;Desde qué altura cay6? ;Cudl era su velocidad en el
momento del impacto?

80. Velocidad de escape La velocidad minima que se requiere para
que un objeto escape de su atraccién gravitatoria se obtiene a
partir de la solucién de la ecuacién

jvdv= —GMJ'%dy

donde v es la velocidad del objeto lanzado desde la Tierra, y
es la distancia desde el centro terrestre, G es la constante de la
gravitacion y M es la masa de la Tierra. Demostrar que vy y
estan relacionados por la ecuacién

11
V2= V02 + 2GM<; — E)
donde v, es la velocidad inicial del objeto y R es el radio te-
rrestre.
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Movimiento rectilineo En los ejercicios 81 a 84, considerar una
particula que se mueve a lo largo del eje x, donde x(f) es la po-
sicion de la particula en el tiempo #, x'(¢) su velocidad y x''(f) su
aceleracion.

81.

82.

83.

84.

85S.

86.

87.

88.

HF 89.

x(t) =7 — 62+ 9r — 2, 0<r<5s

a) Determinar la velocidad y la aceleracion de la particula.

b) Encontrar los intervalos abiertos de ¢ en los cuales la par-
ticula se mueve hacia la derecha.

¢) Encontrar la velocidad de la particula cuando la aceleracién
es 0.

Repetir el ejercicio 81 para la funcién posicion

x() = (@ — 1)@ — 3)% 0<r<5

Una particula se mueve a lo largo del eje x a una velocidad de
v(£) = 1//t,t > 0. En el tiempo ¢ = 1, su posicién es x = 4.
Encontrar las funciones posicion y la aceleracion de la particula.

Una particula, inicialmente en reposo, se mueve a lo largo del

eje x de manera que su aceleracion en el tiempo 7 > 0 estd dada

por a(f) = cos t. En el tiempo 7 = 0, su posicién es x = 3.

a) Determinar las funciones velocidad y la posicién de la
particula.

b) Encontrar los valores de ¢ para los cuales la particula estd
en reposo.

Aceleracion FEl fabricante de un automdvil indica en su pu-

blicidad que el vehiculo tarda 13 segundos en acelerar desde

25 kilémetros por hora hasta 80 kilémetros por hora. Suponiendo

aceleracion constante, calcular lo siguiente.

a) La aceleracién en m/s2.

b) La distancia que recorre el automévil durante los 13 segundos.

Desaceleracion Un automévil que viaja a 45 millas por hora
recorre 132 pies, a desaceleracion constante, luego de que se
aplican los frenos para detenerlo.

a) (Qué distancia recorre el automovil cuando su velocidad se
reduce a 30 millas por hora?

b) (Qué distancia recorre el automdvil cuando su velocidad se
reduce a 15 millas por hora?

¢) Dibujar la recta de nimeros reales desde 0 hasta 132 y hacer
la gréfica de los puntos que se encontraron en los apartados
a)y b). {Qué se puede concluir?

Aceleracion En el instante en que la luz de un seméforo se pone

en verde, un automdvil que ha estado esperando en un crucero

empieza a moverse con una aceleracion constante de 6 pies/s

En el mismo instante, un camién que viaja a una velocidad

constante de 30 pies por segundo rebasa al automovil.

a) (A qué distancia del punto de inicio el automovil rebasara
al camién?

b) (A qué velocidad circulard el automévil cuando rebase al
camién?

Aceleracion Suponer que un avion totalmente cargado que

parte desde el reposo tiene una aceleracion constante mientras

se mueve por la pista. El avién requiere 0.7 millas de pista y

una velocidad de 160 millas por hora para despegar. ;Cudl es la

aceleracién del avién?

Separacion de aviones Dos aviones estin en un patron de
aterrizaje de linea recta y, de acuerdo con las regulaciones de la
FAA, debe mantener por lo menos una separacion de 3 millas. El
avion A estd a 10 millas de su descenso y gradualmente reduce
su velocidad desde 150 millas por hora hasta la velocidad de

¢Verdadero o falso?

aterrizaje de 100 millas por hora. El avién B se encuentra a 17
millas del descenso y reduce su velocidad de manera gradual
desde 250 millas por hora hasta una velocidad de aterrizaje de
115 millas por hora.

a) Asumiendo que la desaceleracion de cada avion es cons-
tante, determinar las condiciones de la posicién s, y s,
para el avion A y el avién B. Dejar que t+ = 0 represente
los tiempos en los que los aviones estdn a 10 y 17 millas
del aeropuerto.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
las funciones de la posicion.

¢) Encontrar una férmula para la magnitud de la distancia d
entre los dos aviones como una funcién de ¢. Utilizar una
herramienta de graficacién para representar d. (Es d < 3
durante algiin momento previo al aterrizaje del aviéon A?
Si es asi, determinar ese tiempo.

En los ejercicios 90 a 95, determinar si el

enunciado es falso o verdadero. Si es falso, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

90. Cada antiderivada o primitiva de una funcién polinomial de n
grados es una funcién polinomial de grado (n + 1).
91. Sip(x) es una funcién polinomial, entonces p tiene exactamente
una antiderivada o primitiva cuya gréfica contiene al origen.
92. Si F(x) y G(x) son antiderivadas o primitivas de f(x), entonces
F(x) = G(x) + C.
93. Si f'(x) = g(x) entonces [g(x) dx = f(x) + C.
94.  [f(x)g(x) dx = [f(x) dx [g(x) dx.
95. La antiderivada o primitiva de f(x) es tnica.
96. Encontrar una funcién f tal que la grifica de ésta tenga una
tangente horizontal en (2, 0) y f"(x) = 2x.
97. Se muestra la grafica de f’. Dibujar la grafica de f dado que f
es continua 'y f(0) = 1.
¥
2+ of—o
1
F—f——b—x
1 2 3 4
-1 ¢—0
-2+
L 1, 0<x<2 .
98. Sif(x) = {3}(, her<s f escontinuay f(1) = 3, deter-
minar f. ;Es f diferenciable en x = 2?
99. Sean s(x)y c(x) dos funciones que satisfacen s'(x) = c(x) y ¢'(x)

= —s(x) para todo x. Si s(0) = 0y ¢(0) = 1, demostrar que [s(x)]*
+ [c(x)]? = 1.

Preparacion del examen Putnam

100. Suponer que fy g son funciones no constantes, derivables

y de valores reales en R. Ademds, suponer que para cada
par de nimeros reales x y y, f(x +y) = f(x)f(y) — g(x)g(y)
y 8x +y) = f(x)g(y) + g()f(y). Si f'(0) = 0, probar que
(f(x))* + (g(x))> = 1 para todo x.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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PARA MAYOR INFORMACION
Para una interpretacion geométrica de
las formulas de suma, ver el articulo

“Looking at i ky i k?
=T iE

Geometrically” de Eric Hegblom en
Mathematics Teacher.
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® Emplear la notacién sigma para escribir y calcular una suma.
= Entender el concepto de area.

B Aproximar el drea de una regién plana.

B Determinar el area de una regién plana usando limites.

Notacion sigma

En la seccion anterior, se estudid la antiderivacion. En ésta se considerara en forma adicional
un problema que se present6 en la seccion 1.1: el de encontrar el drea de una region en el
plano. A primera vista, estas dos ideas parecen no relacionarse, aunque se descubrird en la
seccion 4.4 que se relacionan de manera estrecha por medio de un teorema muy importante
conocido como el teorema fundamental del cdlculo.

Esta seccién se inicia introduciendo una notacién concisa para sumas. Esta nota-
cion recibe el nombre de notacién sigma debido a que utiliza la letra griega mayuscula
sigma, Y.

NOTACION SIGMA

La suma de n términos a, a,, a, . . ., a, se escribe como
n
Eai=al+a2+a3+- - +toa,

i=1

donde i es el indice de suma, a, es el i-ésimo término de la suma y los limites supe-
rior e inferior de la suma sonny 1.

\1l'W Los limites superior e inferior de la suma han de ser constantes respecto al indice de suma.
Sin embargo, el limite inferior no tiene por qué ser 1. Cualquier entero menor o igual al limite superior
es legitimo. |

EJEMPLO I Ejemplos con la notacion sigma

6
a) 2i=1+2+3+4+5+6

i=1

5
by Yi+1)=1+2+3+4+5+6

i=0

;
) Dj2P=32+42+52+62+7?
=3
| 1 1 1
d Y-+1)=-(P+D+=-22+ 1)+ - +=-(>+1)
=n n n n

e) Y flo)Ax = f(x))Ax + f(x) Ax + - - - + f(x,) Ax

i=1

En los apartados a) y b), obsérvese que la misma suma puede representarse de maneras

diferentes utilizando la notacion sigma. ——

Aunque puede utilizarse cualquier variable como indice de suma, suele preferirse i, j
y k. Noétese en el ejemplo 1 que el indice de suma no aparece en los términos de la suma
desarrollada.
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LA SUMA DE LOS PRIMEROS CIEN ENTEROS

El maestro de Carl Friedrich Gauss (1777-
1855) pidi6 a sus alumnos que sumaran
todos los enteros desde 1 hasta 100. Cuando
Gauss regreso con la respuesta correcta muy
poco tiempo después, el maestro no pudo
evitar mirarle atonito. Lo siguiente fue lo
que hizo Gauss:

L+ 24 3+ -+ 100
100 + 99 + 98 + - +
100 + 101 + 101 + -~ + 101
100; 0L _ <50

Esto se generaliza por medio del teorema
4.2, donde

100 100(101)

3i= 5050.

" i;t;ll;l:nz-;l;
10 0.65000

100 0.51500
1000 0.50150

10 000 0.50015

Las siguientes propiedades de la suma empleando la notacién sigma se deducen de las
propiedades asociativa y conmutativa de la suma y de la propiedad distributiva de la adicién
sobre la multiplicacién. (En la primera propiedad, k es una constante.)

-

'M= HM=

It
!

1
H-

El siguiente teorema lista algunas férmulas ttiles para la suma de potencias. Una de-
mostracion de este teorema se incluye en el apéndice A.

TEOREMA 4.2 FORMULAS DE SUMA EMPLEANDO LA NOTACION SIGMA

n

1. EC:CH

2 n(n +1)

3 O nin+ 1)2n + 1) & s n2(n + 1)?

= 6 2 4

i=1

EJEMPLO 2 Evaluacién de una suma

Hallar

i=1
Solucién Al aplicar el teorema 4.2, es posible escribir
i+ 1 1 & ,.
E = 72 @+1) Factor constante 1/n? fuera de la suma.
“~ n

i=1

N

i=1 i=1

1 n . n
= ; El + 2 1 Escribir como dos sumas.

1{nkx+1) N }
= — ——= n ice :
n2 ) Aplicar el teorema 4.2.
_1[n*+ 3n] -
02 72 implificar.
_n+3 o
m Simplificar.

Después de esto se puede encontrar la suma sustituyendo los valores apropiados de n, como
se muestra en la tabla de la izquierda. ——

En Ia tabla, las sumas parecen tender a un limite conforme » aumenta. Aunque la dis-
cusién de limites en el infinito en la seccién 3.5 se aplica a una variable de x, donde x pue-
de ser cualquier nimero real, muchos de los resultados siguen siendo vélidos cuando una
variable n se restringe a valores enteros positivos. Asi, para encontrar el limite de (n + 3)/2n
cuando n tiende a infinito, se puede escribir

™ i (e 3 i (L3 2L 2L
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Triangulo: A = 3 bh
Figura 4.5

Mary Evans Picture Library

ARrQUiMEDES (287-212 A.C.)

Arquimedes utilizo el método de exhaucion
para deducir formulas para las areas de elip-
ses, segmentos parabolicos y sectores de una
espiral. Se le considera como el més grande
matematico aplicado de la antigiiedad.

PARA MAYOR INFORMACION Para
un desarrollo alternativo de la férmu-

la para el drea de un circulo, ver el
articulo “Proof Whitout Words: Area of
a Disk is mR*” de Russell Jay Hendel en
Mathematics Magazine.
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Area

En la geometria euclideana, el tipo mds simple de regién plana es un rectingulo. Aunque la
gente a menudo afirma que la formula para el area de un rectangulo es A = bh, resulta mas
apropiado decir que ésta es la definicion del area de un rectangulo.

De esta definicién, se pueden deducir férmulas para dreas de muchas otras regiones
planas. Por ejemplo, para determinar el drea de un tridngulo, se puede formar un rectingulo
cuya drea es dos veces la del tridngulo, como se indica en la figura 4.5. Una vez que se sabe
cémo encontrar el drea de un tridngulo, se puede determinar el drea de cualquier poligono
subdividiéndolo en regiones triangulares, como se ilustra en la figura 4.6.

Paralelogramo Hexagono Poligono
Figura 4.6

Hallar las 4reas de regiones diferentes a las de los poligonos es mas dificil. Los antiguos
griegos fueron capaces de determinar formulas para las dreas de algunas regiones generales
(principalmente aquellas delimitadas por cénicas) mediante el método de exhaucion. La
descripcion mds clara de este método la hizo Arquimedes. En esencia, el método es un
proceso de limite en el que el drea se encierra entre dos poligonos (uno inscrito en la region
y otro circunscrito alrededor de la region).

Por ejemplo, en la figura 4.7 el 4rea de una regién circular se aproxima mediante un
poligono inscrito de n lados y un poligono circunscrito de n lados. Para cada valor de n el
area del poligono inscrito es menor que el drea del circulo, y el drea del poligono circuns-
crito es mayor que el drea del circulo. Ademads, a medida que n aumenta, las dreas de ambos
poligonos van siendo cada vez mejores aproximaciones al drea del circulo.

n=6 n=12

El método de exhaucion para determinar el rea de una region circular
Figura 4.7

Un proceso similar al que usé Arquimedes para determinar el drea de una regién plana
se usa en los ejemplos restantes en esta seccion.
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El area de una region plana

Recordar de la seccion 1.1 que los origenes del cdlculo estan relacionados con dos problemas
clasicos: el problema de la recta tangente y el problema del 4rea. En el ejemplo 3 se inicia
la investigacion del problema del area.

EJEMPLO 3 Aproximacion del area de una region plana

y Emplear los cinco rectangulos de la figura 4.8a) y b) para determinar dos aproximaciones
del area de la region que se encuentra entre la grafica de

fx) = —x*+5

f)=—x2+5

yelejexentre x=0yx=2.

Soluciéon
a) Los puntos terminales de la derecha de los cinco intervalos son %i, donde i = 1, 2,

1 3, 4, 5. El ancho de cada rectdngulo es £, y la altura de cada rectdngulo se puede
obtener al hallar fen el punto terminal derecho de cada intervalo.

2 4 6 8 10 [OE][%ﬂ}[ﬂﬁ}FﬂF&]
5 5 5 5 5 ,5’575’ 5953 5,5’ 5,5

a) Elarea de una region parabolica es
mayor que el area de los rectangulos T T T T T

Evaluar fen los puntos terminales de la derecha de estos intervalos.

¥ . )
La suma de las areas de los cinco rectangulos es
5 Altura Ancho
. fx)=—x2+5 _
il S, (20 (2 > 2i\? 2\ 162
2f<—> (7) _ 2[—@ £ 5|(2) = 102 _ g4,
3+ ~7\5/)\5 = 5 5 25
2+ Como cada uno de los cinco rectingulos se encuentra dentro de la regién parabdlica,
se concluye que el drea de la regién parabdlica es mayor que 6.48.
1 b) Los puntos terminales izquierdos de los cinco intervalos son 2 (i — 1), donde
i =1,2,3,4,5. La anchura de cada rectdngulo es £ y la altura de cada uno puede
2 s p s 10 ! obtenerse evaluando f en el punto terminal izquierdo de cada intervalo. Por tanto,
3 3 3 3 3 la suma es
b) Elarea de la region parabolica es menor Altura Ancho
que el area de los rectangulos —
Figura 4.8

S22 = 35 +s](3) - 22 son

Debido a que la regién parabdlica se encuentra contenida en la unién de las cinco
regiones rectangulares, es posible concluir que el area de la regién parabdlica es
menor que 8.08.

Combinando los resultados de los apartados a) y b), es posible concluir que

6.48 < (Area de la regién) < 8.08.

[Il"'W Al incrementar el nimero de rectdngulos utilizados en el ejemplo 3, se pueden obtener
aproximaciones mds y mds cercanas al drea de la region. Por ejemplo, al utilizar 25 rectdngulos, cada
uno de ancho 5, puede concluirse que

7.17 < (Area de la regién) < 7.49.
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La region bajo una curva
Figura 4.9

1N}

f(m,)

/

Elintervalo [a, b] se divide en n

subintervalos de ancho Ax =
Figura 4.10
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Sumas superior e inferior

El procedimiento utilizado en el ejemplo 3 puede generalizarse de la manera siguiente.
Considerar una region plana limitada en su parte superior por la grifica de una funcién
continua no negativa y = f(x), como se muestra en la figura 4.9. La regién estd limitada
en su parte inferior por el eje x y las fronteras izquierda y derecha por las rectas verticales
x=ayx=b.

Para aproximar el drea de la region, se empieza subdividiendo el intervalo [a, b] en
n subintervalos, cada uno de longitud Ax = (b — a)/n como se muestra en la figura 4.10.
Los puntos terminales de los intervalos son los siguientes.

a = x, X, X, x,=b
— — — —
a+ 0(Ax) <a+ 1(Ax) <a+ 2(Ax) <+ - - <a+ n(Ax)

Como fes continua, el teorema del valor extremo garantiza la existencia de un valor minimo
y uno maximo de f(x) en cada subintervalo.

f(m) = valor minimo de f(x) en el i-€simo subintervalo

f(M) = valor mdximo de f(x) en el i-ésimo subintervalo

A continuacién, se define un rectangulo inscrito que se encuentra dentro de la i-ésima
subregion y un rectangulo circunscrito que se extiende fuera de la i-ésima regién. La al-
tura del i-€simo rectdngulo inscrito es f(m,) y la altura del i-ésimo rectangulo circunscrito
es f(M). Para cada i, el drea del rectdngulo inscrito es menor que o igual que el drea del
rectdngulo circunscrito.

<Area del rectdngulo

Area del recte’mgulo)
inscrito

circunscrito

) = stm) ax < ) A =

La suma de las dreas de los rectangulos inscritos recibe el nombre de suma inferior, y la
suma de las dreas de los rectdngulos circunscritos se conoce como suma superior.

n
Suma inferior = s(n) = 2 f(m,) Ax Area de rectangulos inscritos.

i=1

n
Suma superior = S(n) = 2 f(M,) Ax Area de rectangulos circunscritos.

i=1

En la figura 4.11, se puede observar que la suma inferior s(n) es menor o igual que la suma
superior S(n). Ademds, el drea real de la region se encuentra entre estas dos sumas.

s(n) < (Area de regién) < S(n)

, y
f y=f0) t y=f@
y=f)
s(n) S(n)
X

[la b ! [la b / a b g
El area de los rectangulos Area de la region El area de los rectangulos
inscritos es menor que circunscritos es mayor que el
el area de la region area de la region

Figura 4.11
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y
4 —
o) =x2
3 —
2 —
1 ——
} T T } X
-1 1 2 3
Rectangulos inscritos
y
4 —
[l =x*
3 —
2 —
] —
} T } X
-1 1 2 3

Rectangulos circunscritos
Figura 4.12

EJEMPLO 4 Hallar las sumas superior
e inferior de una region

Determinar la suma superior e inferior de la regién delimitada por la gréfica de f(x) = x*y
elejexentrex = 0yx = 2.

Solucién Para empezar, se divide el intervalo [0, 2] en n subintervalos, cada uno de
ancho

La figura 4.12 muestra los puntos terminales de los subintervalos y varios de los rectangulos
inscritos y circunscritos. Como f es creciente en el intervalo [0, 2], el valor minimo en cada
subintervalo ocurre en el punto terminal izquierdo, y el valor mdximo ocurre en el punto
terminal derecho.

Puntos terminales izquierdos Puntos terminales derechos
2 200 — 1 2 2i

m[=0+(i—1)<*>=7( ) Mi=O+i<f>=f
n n n n

Utilizando los puntos terminales izquierdos, la suma inferior es

S

() = 3 fm) Ax = 3o f 25G)
5
-3{the-an
g/
_ g{ n(n + 1)(12_;1l + 11)_1_ 2[n(n + 1)] N n}

$ )
S5 GEENED )
n3 6 2

4
Ig(n —3n2+ n)

Suma inferior.

8 4, 4
n

=3 e

Empleando los puntos terminales derechos, la suma superior es
u no (20 (2
S(n) = Y f(M;) Ax = Ef(f><f)
i=1
8

_ [n(n + 1)6(2n + 1)}

= 37(2113 + 3n2+n)

8+ 4

3 3n2 Suma superior.



EXPLORACION

Para la regién dada en el ejemplo 4,

calcular la suma inferior

PR s
3 n 3n?

y la suma superior

3 n

paran = 10 100 y 1 000. Utilizar
los resultados para determinar el
area de la regién.

y

fla SN b

i &
El ancho del i-ésimo subintervalo es
Ax=ux,—x,_

Figura 4.13

1
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El ejemplo 4 ilustra algunos aspectos importantes acerca de las sumas inferior y su-
perior. Primero, advertir que para cualquier valor de 7, la suma inferior es menor (o igual)
que la suma superior.

8§ 4 4 8 4 4

s(n) 3 n 3n2<3 n  3n? S(n)

Segundo, la diferencia entre estas dos sumas disminuye cuando n aumenta. De hecho, si
se toman los limites cuando n — 00, tanto en la suma superior como en la suma inferior se
aproximan a §.

, ) 8 4 4 8

lim s(n) =lim (- ——+ 2] =3 Limite de la suma inferior.
n—oo n—oo \ 3 n 3n 3

. h 8§ 4 4 8
nli}lg7 S(n) = nll)nc}o <g + ; + 431’12) = g Limite de la suma superior.

El siguiente teorema muestra que la equivalencia de los limites (cuando n — ©©) de
las sumas superior e inferior no es una mera coincidencia. Este teorema es vélido para toda
funcién continua no negativa en el intervalo cerrado [a, b]. La demostracion de este teorema
es mds adecuada para un curso de cdlculo avanzado.

TEOREMA 4.3 LIMITES DE LAS SUMAS SUPERIOR E INFERIOR

Sea f continua y no negativa en el intervalo [a, b]. Los limites cuando n — 0 de las
sumas inferior y superior existen y son iguales entre si. Esto es

lim s(n) = lim if(m[) Ax

n—o0 n—oo &4
n
lim Ef(M[)Ax

= 1im S(n)

n—oo

donde Ax = (b — a)/ny f(m)y f(M) son los valores minimo y méaximo de f en el
subintervalo.

Debido a que se alcanza el mismo limite tanto con el valor minimo f(mm,) como con el valor
méximo f(M), se sigue a partir del teorema del encaje o del emparedado (teorema 1.8)
que la eleccién de x en el i-ésimo intervalo no afecta al limite. Esto significa que se esta
en libertad de elegir cualquier valor de x arbitrario en el i-ésimo subintervalo, como en la
siguiente definicion del drea de una region en el plano.

DEFINICION DEL AREA DE UNA REGION EN EL PLANO

Sea f continua y no negativa en el intervalo [a, b]. El drea de la region limitada por
la grafica de f, el eje x y las rectas verticales x = ayx = bes

Area = lim Ef(ci) Ax,

oo A
n— i=1

donde Ax = (b — a)/n (ver la figura 4.13).
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(1, 1)
f=x3

=

0,0) 1

El area de la region acotada por la grafica
def,elejex,x=0yx=1les}
Figura 4.14

El area de la region acotada por la grafica
defielejex,x=1yx=2es}
Figura 4.15

EJEMPLO 5 Hallar el area mediante la definiciéon de limite

Encontrar el drea de la regién limitada por la gréfica f(x) = x3, el eje x y las rectas verticales
x =0yx =1, como se muestra en la figura 4.14.

Solucion  Se empieza notando que fes continua y no negativa en el intervalo [0, 1]. Después,
se divide el intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de ancho Ax = 1/n. De acuerdo con
la definicién de drea, elegir cualquier valor de x en el i-ésimo subintervalo. En este ejemplo,
los puntos terminales derechos c, = i/n resultan adecuados.

n i 3 1 .
. . i
lim 2 -\ Puntos terminales derechos: ¢; = —.
n—oo = n n n
1
lim —;

n
i3
IE
n—o0 1’14.2

i=1

2

Area= lim > fle;) Ax
n—oo =

1
Iim 3
n—oo N

i (1 N L)
B n—oo \4 2n 41’12

1
4

El drea de la region es 1.

EJEMPLO 6 Hallar el area mediante la definicion de limite

Determinar el drea de la region limitada por la gréfica de f(x) = 4 — x% el eje x y las rectas
verticales x = 1 y x = 2, como se indica en la figura 4.15.

Solucién La funcién f es continua y no negativa en el intervalo [1, 2], y de tal modo se
empieza dividiendo el intervalo en n subintervalos, cada uno de ancho Ax = 1/n. Eligiendo
el punto terminal derecho

. i
c;,=a +iAx=1+— Puntos terminales derechos.

n

de cada subintervalo, se obtiene

Area = lim Ef(ci)Ax

oo 4
n— i=1

Il
5

=
\:
8

T
—
i
[
//
—
+
5 0N |~
~
[S)
| I—
/
~

L& 2i  i%\[1
B r}—)lgo i21<3 n n2><n
1 & 2 & 1 &

= Ii - — ——3V2

”gg’ (” 12413 ”Zigll ”Si;l )

1 1 1 1

= Ii —(1+=) - (5 +—=+—=

nlgga [3 (1 n) (3 2n 6n2)}

Il
W | —

Wl W
|
—_
|

El drea de la region es 3.



1 /T(l, 1)

fo)=y?

|
T

(0,0) 1

El area de la region acotada por la grafica
def,elejeypara0<y<less
Figura 4.16

Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, encontrar la suma.
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El dltimo ejemplo en esta seccion considera una region limitada por el eje y (en vez

del eje x).

EJEMPLO 7 Una region limitada por el eje y

Encontrar el drea de la region limitada por la gréafica de f(y) = y’yelejeypara0 <y <1,
como se muestra en la figura 4.16.

Solucién Cuando f es una funcién continua y no negativa de y, puede seguirse utilizando
el mismo procedimiento basico que se ilustré en los ejemplos 5 y 6. Se empieza dividiendo el
intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de ancho Ay = 1/n. Después utilizando los

puntos terminales superiores ¢, =

Area = lim E flc;

n—o0

El drea de la region es 3.

Usar la funcién de suma

de la herramienta de graficacion para verificar el resultado.

6 8
1. E(3l+2) 2. 2
i=1 k=5
3 4 1 4 7
. k20k2+1 .j;
4 4
3 )

=~
Il

k(k — 4)

~

[G—1)2+ G+ 1)7]

En los ejercicios 7 a 14, utilizar la notaciéon sigma para escribir

la suma.
S T S R I
To5(1) 0 5(2)  5(3) 5(11)
8. + 9 + 9 +
I+1 1+2 1+3
o. [7(4)+5]+[7(3)+s]+
o o= (3] L= (3]

o (-2

12.

i/n, se obtiene

I ”121 « terminales superiores: ¢, — &

Puntos terminales superiores: ¢

Jim, ;Zj
3 [n(n + 1)(2n + l)}
lim —
n—oo N~ 6
i (1 Lo L)
n—oo \ 3 2n 6712
1
3

En los ejercicios 15 a 22, utilizar las propiedades de la notacion
sigma y el teorema 4.2 para calcular la suma. Utilizar la funcién de
suma de la herramienta de graficacién para verificar el resultado.

15.

17.

19.

21.

8]

30
7 16. > -18
i=1 i=1
24 16
4i 18. (51 — 4)
i=1 i=1
20 10
E(z —1)? 20. i2-1)
= i=1
5 10
2 i(i — 1)? 22. i(i2 + 1)

i=1

HF En los ejercicios 23 y 24, usar la funcion de suma de una herra-
mienta de graficacion para evaluar la suma. Después emplear las
propiedades de la notacion sigma y el teorema 4.2 para verificar
la suma.

23.

2(# +3)
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25. Considerar la funcién fix) = 3x + 2.

a) Estimar el drea entre la grificadef yelejexentrex =0y
x = 3 usando seis rectdngulos y puntos terminales derechos.
Dibujar la grafica y los rectdngulos.

b) Repetir el apartado a) usando puntos terminales izquierdos.

26. Considerar la funcién g(x) = x> + x — 4.

a) Estimar el drea entre la graficade gyelejexentrex =2y
x = 4, usando rectdngulos y puntos terminales derechos.
Bosquejar la gréfica y los rectdngulos.

b) Repetir el apartado a) usando puntos terminales izquierdos.

En los ejercicios 27 a 32, usar los puntos terminales izquierdo
y derecho y el nimero de rectangulos dado para encontrar dos
aproximaciones del area de la region entre la grafica de la funcién
y el eje x sobre el intervalo dado.

27. f(x) = 2x + 5, [0, 2], 4 rectdngulos

28. f(x) =9 — x,[2, 4], 6 rectangulos

29. glx) = 2x* — x — 1,[2, 5], 6 rectangulos

30. g(x) = x> + 1,[1, 3], 8 rectdngulos

2
32. g(x) =senx, [0, 7], 6 rectingulos

31. f(x) = cos x, [0, 71]’ 4 rectangulos

En los ejercicios 33 a 36, delimitar el area de la region sombreada
aproximando las sumas superior e inferior. Emplear rectangulos
de ancho 1.

33 Y 34, Y
s
A
sl
.
1-£ 1+
= x
1 2 3 4 5
35 36, v
5+ 54
4+ 4
3t 3t .
2 2
N 1N\
—————>x | \— x

En los ejercicios 37 a 40, encontrar el limite de s(n) cuando
n— oo.

sty = S ]

38, s(n) = %[w]

w2 o)

En los ejercicios 41 a 44, utilizar sumas superiores e inferiores
para aproximar el area de la region empleando el niimero dado
de subintervalos (de igual ancho).

41. y=Jx 42, y=Jx+2
y y
1 -~ 3
2
1
X Ly
1 ! 1 2
1 2
43. y=- 4. y=J1—x
X
y ¥
l,
1,,
f ] } ] X
1 2 f x
1

En los ejercicios 45 a 48, utilizar las formulas de suma con notacién
sigma para reescribir la expresion sin la notacion sigma. Emplear
el resultado para determinar la suma correspondiente a n = 10,
100, 1000 y 10000.

n i+ 1 n4j + 3
45. E 5 46. 2 5

=1 n Jj=1 n

n 6k(k — 1) 8420 — 1)

k=1 i=1

En los ejercicios 49 a 54, encontrar una formula para la suma
de los n términos. Emplear la formula para determinar el limite
cuando n — 0.

o s - =30
n—o0 &4 n—oo =
51. lim 2 Ly lim E( ) (2)
: n—o0 = }’l3 n—oo &= n
L i\(2 lim S 2
s Jim 31+ 1)) im 3+ 2)(7)

55. Razonamiento numérico Considerar un tridngulo de drea 2
delimitado por las graficasdey = x,y =0y x = 2.

a) Dibujar la region.

b) Dividir el intervalo [0, 2] en n subintervalos de igual ancho
y demostrar que los puntos terminales son

0 < l(%) < < (n— 1)(%) < n(%)
¢) Demostrar que s(n) ,21[ - 1)( )]( )
d) Demostrar que S(n) = 2[;(5)}(5)

i=1



e) Completar la tabla. B s 10 s0 | 100

s(n)

S(n)

pH Demostrar que lim s(n) = lim S(n) = 2.
n—0oo n—0o0o

56. Razonamiento numérico Considerar un trapezoide de drea 4
delimitado por las grificasdey = x,y =0, x = 1yx = 3.
a) Dibujar la region.
b) Dividir el intervalo [1, 3] en n subintervalos de igual ancho
y demostrar que los puntos terminales son

1<1+1<%><--~<1+(n—1)<%><1+n(%).

¢) Demostrar que s(n) = [1 + (i — 1)(%)](%)

[1=G)I)

s(n)
S(n)

i

M= HM:

d) Demostrar que S(n) =

i

e) Completar la tabla.

) Demostrar que lim s(n) = lim S(n) = 4.
n—o0 n—o00

En los ejercicios 57 a 66, utilizar el proceso de limite para encontrar
el area de la region entre la grafica de la funcion y el eje x sobre
el intervalo indicado. Dibujar la region.

57. y=—4x+5, [0,1] 58. y=3x—2, [2,5]
59. y=x*+2, [0,1] 60. y=x2+1, [0,3]
61. y=125—x2, [1,4] 62. y=4—x2 [-2,2]
63. y=27-13 [1,3] 64. y=2x— 3, [0,1]

65. y=x2—-x, [—1,1] 66. y=x2—x% [—1,0]
En los ejercicios 67 a 72, emplear el proceso de limite para deter-
minar el area de la region entre la grafica de la funcion y el eje y

sobre el intervalo y indicado. Dibujar la region.

IA

67. f(y) =4y,0 <y =<2 68. g(y) =3y,2<y<4
69. f(y) =y40<y<>5 70. f(y) =dy— 41 <ys<2
Tog(y) =42 -y, 1<y<37% Wy)=y+1,1<y=<2

En los ejercicios 73 a 76, utilizar la regla del punto medio

x; +x;
Area = Ef( = 1)Ax
con n = 4 para aproximar el irea de la region limitada por la
grifica de la funcién y el eje x sobre el intervalo dado.
73. fx) =x*+ 3, [0,2]

75. f(x) = tan x, [O, %]

74. f(x) = x>+ 4x, [0, 4]

76. f(x) = sen x, [0, g]

SECCION 4.2  Area 269

HF Programacion Escribir un programa para una herramienta de

graficacion con el fin de aproximar areas utilizando la regla del
punto medio. Suponer que la funcion es positiva sobre el intervalo
dado y que los subintervalos son de igual ancho. En los ejercicios
77 a 80, emplear el programa para aproximar el area de la region
entre la grafica de la funcion y el eje x sobre el intervalo indicado,
y completar la tabla.

n 4 8 12 16 | 20

Area aproximada

Vx, [0,4]

(2. 6]

77, flx) =
78. f(x) =

24U
mX

() = tan §>, [1.3]
80. f(x) = cos vx, [0,2]

Desarrollo de conceptos

Aproximacion En los ejercicios 81 y 82, determinar cual es el
mejor valor que aproxima el area de la region entre el eje x y
la grafica de la funcién sobre el intervalo indicado. (Realizar
la eleccion con base en un dibujo de la region y no efectuando
calculos.)

81. f(x) =4 —x2 [0,2]
a =2 b)) 6 ¢ 10 d) 3 e 8
82. f(x) = sen %x [0, 4]
a) 3 b)) 1 ¢ —2 d 8 e 6
83. Con sus propias palabras y utilizando las figuras adecuadas,

describa los métodos de las sumas superior e inferior en la
aproximacion del drea de una region.

84. Proporcionar la definicién del drea de una regién en el plano.

85. Razonamiento grdfico Considerar laregién delimitada por la

graficade f(x) = 8_3 N
en la figura. o

,x=0,x=4yy=0,como se muestra

a) Redibujar la figura y trazar y
sombrear los rectdngulos que
representan a la suma inferior 38
cuando n = 4. Encontrar esta g f
suma inferior.

b) Redibujar la figura y trazar y
sombrear los rectangulos que 2
representan la suma superior
cuando n = 4. Determinar esta
suma superior.

¢) Redibujarla figura y trazar y sombrear los rectdngulos cuyas
alturas se determinan mediante los valores funcionales en el
punto medio de cada subintervalo cuando n = 4. Determinar
esta suma utilizando la regla del punto medio.
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Verificar las siguientes féormulas al aproximar el drea de la
region utilizando n subintervalos de igual ancho.

Suma inferior: s(n) = i:ilf [(i - 1)%] (%)

03]
nl\n
Regla del punto medio: M(n) = En: f [(l - l) ﬁ] (i)
= 2)n]\n
Utilizar una herramienta de graficacion y las férmulas del
apartado d) para completar la tabla.

Suma superior: S(n) = ' f

i=1

n 20 | 100 | 200

s(n)
S(n)

M(n)

5 Explicar por qué s(n) aumenta y S(n) disminuye para va-
lores recientes de n, como se muestra en la tabla en el
apartado e).

Para discusion

86.

Considerar una funcién f{(x) que se incrementa en el inter-
valo [1, 4]. El intervalo [1, 4] esta dividido en 12 subin-
tervalos.

a) (Cudles son los puntos terminales izquierdos del primer
y ultimo subintervalos?

b) ;Cudles son los puntos terminales derechos de los
primeros dos subintervalos?

¢) (Cudndo se usan los puntos terminales derechos, se
trazan los rectdngulos arriba o abajo de las gréficas de
f(x)? Usar una grafica para explicar su respuesta.

d) (Qué se puede concluir acerca de las alturas de los

rectangulos si una funcién es constante en el intervalo
dado?

¢Verdadero o falso?

En los ejercicios 87 y 88, determinar si el

enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

87.
88.

89.

La suma de los primeros n enteros positivos es n(n + 1)/2.

Si f es continua y no negativa en [a, b], entonces los limites
cuando n — o0 de su suma inferior s(n) y de su suma superior
S(n) existen ambos y son iguales.

Comentario  Utilizar la figura para escribir un pequefio parrafo don-
de se explique por qué la féormula 1 +2 +-- -+ n =gn(n + 1)
es valida para todos los enteros positivos 7.

Figura para 89 Figura para 90

90.

H; 91.

Razonamiento grdfico Considerar un poligono regular de n
lados inscrito en un circulo de radio r. Unir los vértices del po-
ligono al centro del circulo, formando n tridngulos congruentes
(ver la figura).

a) Determinar el dngulo central 6 en términos de n.

b) Demostrar que el drea de cada tridngulo es 372 sen 6.

c) Sea A la suma de las dreas de los n tridngulos. Hallar
Iim A,
n—oo

Modelado matemdtico La tabla lista las mediciones de un
terreno delimitado por un rio y dos caminos rectos que se unen
en angulo recto, donde x y y se miden en pies (ver la figura).

x 0 50 | 100 | 150 | 200 | 250 | 300
y | 450 | 362 | 305 | 268 | 245 | 156 | O
a) Utilizar las funciones de regresion de una herramienta de
graficacion para encontrar un modelo de la forma y = ax®
+bx?+ ex +d.
b) Emplear una herramienta de graficacién para dibujar los
datos y representar el modelo.
¢) Recurrir al modelo del apartado a) para estimar el area del
terreno.
y/Camino

n es par
} } } } T T X
50 100 150 200 250 300
Figura para 91 Figura para 92
92. Bloques de construccion Un niflo coloca n bloques cubicos

93.

de construccion en una hilera para formar la base de un disefio
triangular (ver la figura). Cada hilera sucesiva contiene dos blo-
ques menos que la hilera precedente. Encontrar una férmula para
el ndmero de bloques utilizados en el disefio. (Sugerencia: El
nimero de bloques constitutivos en el disefio depende de si n
es par o impar.)

Demostrar cada formula mediante induccion matematica. (Quiza
se necesite revisar el método de prueba por induccién en un texto
de precélculo.)

_nP(n + 1)?

a) ;::121' =nn+1) b) i2i3 = 1

Preparacion del examen Putnam

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

94. Un dardo, lanzado al azar, incide sobre un blanco cuadrado.
Suponiendo que cualesquiera de las dos partes del blanco de
igual drea son igualmente probables de ser golpeadas por el
dardo, encontrar la probabilidad de que el punto de incidencia
sea mds cercano al centro que a cualquier borde. Escribir la
respuesta en la forma (a\/E + c)/d, donde a, b, cy d son
enteros positivos.
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Yo f)=vx

1 ,,,,,,,,,

n—1 1] _ ___

n

27

n

1/

n | N \ X
1 \22 (n—1)?
e 2z

Los subintervalos no tienen anchos iguales
Figura 4.17

(RY)

El area de la region acotada por la grafica
dex=p’yelejeypara0 < y < les}
Figura 4.18

® Entender la definicion de una suma de Riemann.

= Hallar una integral definida utilizando limites.

® Calcular una integral definida utilizando las propiedades de las integrales
definidas.

Sumas de Riemann

En la definicion de drea dada en la seccion 4.2, las particiones tenfan subintervalos de igual
ancho. Esto se hizo sélo por conveniencia de cdlculo. El siguiente ejemplo muestra que no
es necesario tener subintervalos de igual ancho.

EJEMPLO I Una particion con subintervalos de anchos desiguales

Considerar la regién acotada por la grfica de f(x)=+x yelejexpara0 < x < 1, como se
muestra en la figura 4.17. Hallar el limite

lim ' f(c,) Ax,
n—oo =1

donde ¢, es el punto terminal derecho de la particién dada por ¢; = i*/n* y Ax; es el ancho
del i-ésimo intervalo.

Solucién El ancho del i-ésimo intervalo estd dado por

2 (i— 1)
Av=aT a
2= i2+2i— 1
n2
21
Sy

De tal modo, el limite es

lim if(c)Ax = lim E ﬁ<2i - 1)
n—oo &4 i i n—oo & n? n?
1 n
= lim — » (2i? — i)
n—oo N~ =1
e A + 1)(@2n + 1)) n(n + 1)
B nlggo n3[2< 6 2
_ 1 4n3 + 3n> — n
nLoo 6}13
_2.
3 I

De acuerdo con el ejemplo 7 de la seccién 4.2, se sabe que la regiéon mostrada en la
figura 4.18 tiene un 4rea de 3. Debido a que el cuadrado acotado por 0<x<1y0<y<1
tiene un drea de 1, puede concluirse que el drea de la region que se muestra en la figura 4.17
tiene un drea de 3. Esto concuerda con el limite que se encontré en el ejemplo 1, aun cuando
en ese ejemplo se utilizé una particién con subintervalos de anchos desiguales. La razén
por la que esta particion particular da el area apropiada es que cuando n crece, el ancho del
subintervalo mds grande tiende a cero. Esta es la caracteristica clave del desarrollo de las
integrales definidas.
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The Granger Collection

GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN
(1826-1866)

Riemann, matematico aleman, realizo
su trabajo mas notable en las areas de
geometria no euclidiana, ecuaciones
diferenciales y la teoria de los nimeros.
Fueron los resultados de Riemann en fisica
y matematicas los que conformaron la
estructura en la que se basa la teoria de la
relatividad general de Einstein.

llall=

00| — =
=
NI—

;
1
2"

n — 00 no implica que ||A|| = 0
Figura 4.19

En la seccion precedente, el limite de una suma se utiliz6 para definir el drea de una
region en el plano. La determinacién del drea por este medio es sélo una de las muchas
aplicaciones que involucran el limite de una suma. Un enfoque similar puede utilizarse para
determinar cantidades tan diversas como longitudes de arco, valores medios, centroides,
volimenes, trabajo y dreas de superficies. La siguiente definicion honra el nombre de Georg
Friedrich Bernhard Riemann. Aunque la integral definida se habia utilizado ya con anterio-
ridad, fue Riemann quien generaliz6 el concepto para cubrir una categoria mas amplia de
funciones.

En la definicién siguiente de una suma de Riemann, notar que la funcién f no tiene otra
restriccién que haber sido definida en el intervalo [a, b]. (En la seccién precedente, la funcién
f se supuso continua y no negativa debido a que se trabajé con un drea bajo una curva.)

DEFINICION DE UNA SUMA DE RIEMANN

Sea f definida en el intervalo cerrado [a, b], y sea A una particién de [a, b] dada por

a=xy <X, <X, <-""<x,_,<x,=b

donde Ax; es el ancho del i-ésimo subintervalo. Si c¢; es cualquier punto en el i-€simo
subintervalo [x;_,, x;] entonces la suma

Ef(ci) Axi’ X1 < C; < X;

se denomina una suma de Riemann de f para la particién A.

\[1)/:'W Las sumas vistas en la seccién 4.2 son ejemplos de las sumas de Riemann, pero hay sumas
de Riemann mas grandes que las que se mostraron ahi. |

El ancho del subintervalo mds grande de la particion A es la norma de la particién y

se denota por medio de ||A||. Si todos los intervalos tienen la misma anchura, la particién es
regular y la norma se denota mediante

Particion ordinaria.

1A = Ax =22

En una particién general, la norma se relaciona con el nimero de subintervalos en [a, b] de
la siguiente manera.

b—a

g S n Particion general.
1A

De tal modo, el nimero de subintervalos en una particion tiende a infinito cuando la norma
de la partici6n tiende a cero. Esto es ||A|| — 0 implica que n — ©0.

La afirmacion reciproca de este enunciado no es cierta. Por ejemplo, sea A, 1a particion
del intervalo [0, 1] dado por

1 1 1
0<—=x< <'-'<*<*<§<1.

1
2n "l 8 4

Como se muestra en la figura 4.19, para cualquier valor positivo de n, la norma de la par-
ticién A, es 3. De tal modo, como al dejar que 7 tienda a infinito no obliga a que ||A|| se
aproxime a 0. En una particién regular, sin embargo, los enunciados ||A|| = 0y n — o0
son equivalentes.



PARA MAYOR INFORMACION
Para obtener més informacion acerca de
la historia de la integral definida, ver el
articulo “The Evolution of Integration”,
de A. Shenitzer y J. Steprans en The
American Mathematical Monthly.

Posteriormente
en este capitulo, el lector aprendera
métodos convenientes para calcular
i) ab f(x) dx para funciones continuas.
Por ahora, se debe usar la definicién de
limite.
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Integrales definidas

Para definir la integral definida, considerar el siguiente limite.

> fle)Ax, = L

lim
[al—0 &~

Afirmar que este limite existe, significa que hay un nimero real L, tal que para cada € >0
existe una & > 0 tal que para toda particién de ||A]| < & se sigue que

L— if(ci)Axi <e

i=1

a pesar de cualquier eleccion de ¢; en el i-€simo subintervalo de cada particion de A.

DEFINICION DE UNA INTEGRAL DEFINIDA

Si f se define en el intervalo cerrado [a, b] y el limite de las sumas de Riemann sobre
las particiones A
lim c.)Ax.
lall—0 ,2‘1 fle) Ax,

existe (como se describié antes), entonces f es integrable en [a, b] y el limite se
denota por

n

b
Hﬂrgo > fle) Ax, = L fx) dx.

i=1

El limite recibe el nombre de integral definida de f de a a b. El nimero « es el limite
inferior de integracion, y el nimero b es el limite superior de integracion.

No es coincidencia que la notacion para las integrales definidas sea similar a la que se
utiliz6 para las integrales indefinidas. Se vera la razén en la siguiente seccién cuando se in-
troduzca el teorema fundamental del célculo. Por ahora es importante observar que las
integrales definidas y las integrales indefinidas son identidades diferentes. Una integral
definida es un niimero, en tanto que una integral indefinida es una familia de funciones.

A pesar de que las sumas de Riemann estaban definidas por funciones con muy pocas
restricciones, una condicion suficiente para que una funcién f sea integrable en [a, b] es que sea
continua en [a, b]. Una demostracion de este teorema estd mds alld del objetivo de este texto.

TEOREMA 4.4 LA CONTINUIDAD IMPLICA INTEGRABILIDAD

Si una funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces f es integrable
en [a, b]. Es decir, ff f(x) dx existe.

EXPLORACION

Converso del teorema 4.4 |Es verdadero el converso del teorema 4.4 ? Esto es, si
una funcion es integrable, ¢tiene que ser continua? Explicar el razonamiento y pro-
porcionar ejemplos.

Describir las relaciones entre continuidad, derivabilidad e integrabilidad. ;Cudl
es la condicion mas fuerte? ;Cudl es la mds débil? ;Qué condiciones implican otras
condiciones?
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/

—4

Como la integral definida es negativa, no
representa el area de la region
Figura 4.20

/ a b !

Se puede usar una integral definida para
determinar el drea de la region acotada por
la graficadef, elejex,x=ayx =15
Figura 4.21

EJEMPLO 2 Evaluacién de una integral definida como limite

1

Hallar la integral definida J 2x dx.

-2

Solucion La funcién f(x) = 2x es integrable en el intervalo [—2, 1] porque es continua
en [—2, 1]. Ademas, la definicién de integrabilidad implica que cualquier particién cuya
norma tienda a O puede utilizarse para determinar el limite. Por conveniencia computacional,
definir A, subdividiendo [-2, 1] en n subintervalos de la misma anchura.

b—a 3
n n

Ax; = Ax =
Eligiendo ¢, como el punto terminal derecho de cada subintervalo, se obtiene

3
¢;=a+ i(Ax) = —2+;l.

De este modo, la integral definida estd dada por

1 n
f 2xdx = lim ' f(c,) Ax,

) [A—0 i=1

lim if(ci) Ax

n—co i=1

L 3i\(3
i 322+ 7)(2)

Debido a que la integral definida en el ejemplo 2 es negativa, ésta no representa el area
de la region que se muestra en la figura 4.20. Las integrales definidas pueden ser positivas,
negativas o cero. Para que una integral definida sea interpretada como un drea (como se definié
en la seccién 4.2), la funcién f debe ser continua y no negativa en [a, b], como se establece
en el siguiente teorema. La demostracion de este teorema es directa: utilizar simplemente
la definicién de drea dada en la seccién 4.2, porque es una suma de Riemann.

TEOREMA 4.5 LA INTEGRAL DEFINIDA COMO AREA DE UNA REGION

Si f es continua y no negativa en el intervalo cerrado [a, b], entonces el drea de la
region acotada por la gréifica de f, del eje x y las rectas verticales x = ay x = b estd
dada por

b
Area = J F(x) dx.

(Ver la figura 4.21.)




f(x) = 4x — x?

4
Area = f (4x — x?) dx

0
Figura 4.22

La variable de integracién en
una integral definida algunas veces se
denomina como variable muda porque
puede ser sustituida por cualquier

otra variable sin cambiar el valor de

la integral. Por ejemplo, las integrales
definidas

3
J (x + 2) dx
0
y
3
J (t+2)dt
0
tienen el mismo valor. |
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Como un ejemplo del teorema 4.5, considerar la region delimitada por la gréifica de

flx) =4x — x?

y el eje x, como se muestra en la figura 4.22. Debido a que f es continua y no negativa en
el intervalo cerrado [0, 4], el drea de la region es

4
Area = f (4x — x?) dx
0

Una técnica directa para hallar una integral definida como ésta se analizard en la seccion
4.4. Por ahora se puede calcular una integral definida de dos maneras: usando la defini-
cion en términos de limites o verificando si la integral definida representa el area de una
regién geométrica comun, tal como un rectdngulo, tridngulo o semicirculo.

EJEMPLO 3 Areas de figuras geométricas comunes

Dibujar la regién correspondiente a cada integral definida. Evaluar después cada integral
utilizando una férmula geométrica.

3 3 2
a) f 4 dx b) f (x +2) dx c) f V4 — x*dx
1 0 -2

Solucion Un dibujo de cada region se muestra en la figura 4.23.

a) Estaregion es un rectdngulo de 4 de alto por 2 de ancho.

3
f 4 dx = (Area del rectingulo) = 4(2) = 8
1

b) Estaregion es un trapezoide con una altura de 3 y bases paralelas de longitudes 2 y 5.
La férmula para el drea de un trapezoide es 3 h(b, + b,).

3
f (x + 2) dx = (Area del trapezoide) = %(3)(2 +5) = %1
0

¢) Estaregion es un semicirculo de radio 2. La férmula para el area de un semicirculo es
i,

2
p 1
f V4 — x? dx = (Area del semicirculo) = 577(22) =2
-2

Y f=4 Y fm=x+2 .
4+ 5+ 4+
it [ = V4-x2
3+ 3L
3 —+
2 5
1+ 1+ 1
> x ——t—1+—"1—>=x — F—t—x
1 2 3 4 1 2 3 45 2 -1 1 2
a) b) c)
Figura 4.23
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N
=

L

[ ax + ["fon ax

Figura 4.24

Propiedades de las integrales definidas

La definicién de la integral definida de f en el intervalo [a, b] especifica que a < b. Ahora,
es conveniente, sin embargo, extender la definicidn para cubrir casos en los cuales a = b o
a > b. Geométricamente, las siguientes dos definiciones parecen razonables. Por ejemplo,
tiene sentido definir el drea de una regién de ancho cero y altura finita igual a 0.

DEFINICIONES DE DOS INTEGRALES DEFINIDAS ESPECIALES

1. Sifestd definida en x = a, entonces se define f f(x) dx = 0.

a b
2. Sifes integrable en [a, b], entonces se define f fx)dx = — f f(x) dx.
b a

EJEMPLO 4 Calculo de integrales definidas

a) Debido a que la funcién seno se define en x = 7, y los limites superior e inferior de
integracion son iguales, puede decirse que

j senx dx = 0.

T

b) Laintegral [5(x + 2) dx es la misma que la dada en el ejemplo 3b excepto por el hecho
de que los limites superior e inferior se intercambian. Debido a que la integral en el
ejemplo 3b tiene un valor de %, puede escribirse

fo(x-I—Z)dx: —13(x+2)dx= —271.

En la figura 4.24, la regién mas grande puede dividirse en x = ¢ en dos subregiones
cuya interseccién es un segmento de recta. Como el segmento de recta tiene 4rea cero, se
concluye que el drea de la region mds grande es igual a la suma de las dreas de las dos
regiones mas pequefias.

TEOREMA 4.6 PROPIEDAD ADITIVA DE INTERVALOS

Si f es integrable en los tres intervalos cerrados determinados por a, b y ¢, entonces

f ) dx = f f)dx + f ) d.

EJEMPLO 5 Empleo de la propiedad aditiva de intervalos

1 0 1
f |x| dx = f —xdx + j x dx Teorema 4.6.
—1 —1 0

+

Area del triangulo.

_— N =
N | —



a b

J;bf(x) dx < J;bg(x) dx

Figura 4.25
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Debido a que la integral definida se describe como el limite de una suma, hereda las
propiedades de la suma dadas en la parte superior de la pagina 260.

TEOREMA 4.7 PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS

Si f y g son integrables en [a, b] y k es una constante, entonces las funciones kf y
f = g son integrables en [a, b], y

1. J kf(x)dxzkf fx) dx

2 f LFG) + g0 dv = f £ d + f o) d.

Observar que la propiedad 2 del teorema 4.7 puede extenderse a cualquier niimero finito de
funciones. Por ejemplo,

b b

glx) dx + J h(x) dx.

a

| "L + ) + )] de = | e + |

a

EJEMPLO 6 Evaluacién de una integral definida

3
Evaluar f (—x% + 4x — 3) dx utilizando los siguientes valores.
1

3 3 3
f xzdeE, f xdx = 4, f dx =2
1 3 1 1

Solucién
3 3 3
f (—xz)dx-l—f 4xdx+j (—3) dx
1 1 1

3 3 3
—f xzdx+4j xdx—SJ dx
| | I

—(%) +4(4) - 3(2)

3
f (—x2 4+ 4x — 3) dx
1

Sify g son continuas en el intervalo cerrado [a, b] y
0 < flx) < glx)

para a < x < b, las siguientes propiedades son ciertas. Primero, el drea de la regién acotada
por la gréfica de f'y el eje x (entre a y b) debe ser no negativa. Segundo, esta area debe ser
menor o igual que el drea de la regién delimitada por la grafica de g y el eje x (entre a y b),
como se muestra en la figura 4.25. Estos dos resultados se generalizan en el teorema 4.8.
(Una demostracion de este teorema se presenta en el apéndice A.)
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TEOREMA 4.8 CONSERVACION DE DESIGUALDADES

|a, b], entonces

1. Si f es integrable y no negativa en el intervalo cerrado [a, b], entonces
b
0< f F(x) dx.

2. Si fy g son integrables en el intervalo cerrado [a, b] y f(x) < g(x) para x en

f flx) dx < J g(x) dx.

Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 y 2, utilizar el ejemplo 1 como modelo para
evaluar el limite

lim O f(c;) Ax;
1

n—oo /=

sobre la region delimitada por las graficas de las ecuaciones.
L. f)=Vx, y=0, x=0, x=3
(Sugerencia: Sea c;, = 3i*/n?.)

2. f)=3x y=0 x=0 x=1

(Sugerencia: Sea c;, = i3/n3.)

En los ejercicios 3 a 8, evaluar la integral definida mediante la
definicion de limite.

6 3
3. J 8 dx 4. f x dx
2 -2
1 4
5. f X3 dx 6. f 4x2 dx
—1 1

2 1
7. j (x% + 1) dx 8. j (2x% + 3) dx
i -2

En los ejercicios 9 a 12, escribir el limite como una integral de-
finida en el intervalo [a, b], donde c; es cualquier punto en el
i-ésimo subintervalo.

Limite Intervalo
9. lim (3¢, + 10) Ax; [—1,5]

lal—0 =

10. lim E 6¢,(4 — ¢;)? Ax; [0, 4]
All—0 /=7

11. Hlﬁm E Je? + 4 Ax, [0, 3]
Al[—0 =1

12. lim \ (%) Ax; [1,3]
[a]—=0 =1 \C;

En los ejercicios 13 a 22, formular una integral definida que pro-
duce el area de la region. (No evaluar la integral.)

13. f(x) =5 14. f(x) =6 — 3x

y y

SA

4Ak

3Ak

2Ak

1
R T T —+——t—1>x
I 2 3 4 5 1 23 45

15. f(x) =4 — |« 16. f(x) = x?
y y
8+ 4t
6+ 34
4 2
2+ 1
/ e % > x
-4 =2 2 4 -1 1 2 3
17. f(x) =25 — 2 18, () = -2
x> +2
y y

=
=




SECCION 4.3

19. f(x) = cosx 20. f(x) = tanx

y y
42.
1 1
} \ x { t x
A E n T
4 2 4 2
43.
2L g(y) =»? 2. f(y)=(y—2p
y y
4 4+
3 34+
2 2 A 44.
1 1+
F—t—t—t—x Tt x
2 4 6 8 1 2 3 4
En los ejercicios 23 a 32, dibujar la region cuya area esta dada
por la integral definida. Luego, usar una formula geométrica para
evaluar la integral (a > 0, r > 0). 4s.

3 a

23. f 4 dx 24, f 4 dx
04 —4ax

25. J X dx 26. J de
0 0
2 6

27. f (3x + 4) dx 28. f (6 — x) dx
0 0 46.
1 a

29. J (1 — |x|) dx 30. J (a — |x]) dx
-1 —a
7 r

31. f V49 — x? dx 32. f Jr2 — x2dx
-7 —-r

En los ejercicios 33 a 40, evaluar la integral utilizando los siguien-
tes valores.

4 4
fx3dx=60, fxdx=6,
2

2

2 2
33. fxdx 34. fx3 dx
4 2
4 4
35. fo dx 36. fZS dx
2 2
4 4
37. j (x = 9) dx 38. f (r3 + 4) dx
2 2
4

4
39. f (343 — 3x + 2) dx 40. f (10+ 4x — 3x?) dx
2 2

41.

-

Dadas f *f)dx =10 y f " £(x) dx = 3, hallar
0 5

a) L f(x) dx. b) L F(x) dx.

4
j dx =
2 47.
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5 5
c) J;f(x) dx. d) L3f(x) dx.

Dadas fo f)de=4 y L °f(x) dx = —1, hallar
a) L "W de b) L "f@de
) L f@ de d) ﬁ " s an

Dada; fz *f)dx =10 y L ° g(x);dx = —2, hallar
o [0 +ewia v [0 - snae
) L e d. d) L " 30 d.

Dadas f_ll fWdx=0y fol £(x) dx = 5, hallar
a) 01 £x) db. b) L 00 di — fol F() dx.

c) jﬂ 3f (x) dx. d) Jo 3f(x) dx.

Utilizar la tabla de valores para determinar las estimaciones

10
inferiores y superiores de f f(x) dx. Suponer que f es una
funcién decreciente. 0

x 0 2 4 6 8 10

fe) | 32 24 | 12 | -4 | =20 | —36

6
Utilizar la tabla de valores para estimar f f(x) dx. Utilizar tres
0

subintervalos iguales y a) los puntos terminales izquierdos, ) los
puntos terminales derechos y ¢) los puntos medios. Si f es una
funcién creciente, ;cdmo se compara cada estimacion con el
valor real? Explicar el razonamiento.

x o | 1|23 |4]|5]6
f)

-6 0 8 18 | 30 | 50 | 80

Parapensar La grificade f estd compuesta por segmentos de
recta y un semicirculo, como se muestra en la figura. Evaluar
cada integral definida utilizando férmulas geométricas.

“4.2)

b) Lf(X)dx c) f%f(X)dx

o [rwia p [ s 2a
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48. Para pensar La grifica de f consta de segmentos de recta, Desarrollo de conceptos
como se muestra en la figura. Evaluar cada integral definida P
utilizando formulas geométricas. En los ejercicios 53 y 54, utilizar la figura para llenar los espa-

y cios con el simbolo <, > 0 =.
4+ y
3T 32 42 61
2+ (11,1
1+ 5+
| et { — /T x 4l
0 12 3 4 5 6 8 10 11
i, 3+
3l (8,-2) 2+
—4 + 1+
R
! 4 1 23 456
a) —f(x) dx b) 3 f(x) dx
07 31 1 53. Elintervalo[1, 5] se divide en n subintervalos de igual ancho
) j f(x) dx d) f f(x) dx Ax, y x; es el punto terminal izquierdo del i-ésimo subinter-
0 S valo.
11 10
e) j fx) dx D f(x) dx i 3
0 4 > flx) Ax f f(x) dx
i=1 1

49. Para pensar Considerar la funcién f que es continua en el

intervalo [—5, 5] y para la cual 54. Elintervalo [1, 5] se divide en n subintervalos de igual ancho

Ax, y x; es el punto terminal derecho del i-ésimo subinter-

5
f fx) dx = 4. valo.
0 n 5
Evaluar cada integral. Elf (o) Ax fl f(x) dx
5 3 =
a) J [flx) + 2] dx b) j flx +2)dx 1
0 -2 55. Determinar si la funciéon f(x)= 2 es integrable en el

intervalo [3, 5]. Explicar.

5 5
&) f J(x) dx (f es par) d) f f(x) dx (f es impar) 56. Proporcionar un ejemplo de una funcién que sea integrable
-3 = en el intervalo [—1, 1], pero no continua en [—1, 1].

50. Para pensar Una funcién f se define como se indiga a conti-
nuacién. Usar férmulas geométricas para encontrar Jo f(x) dx.

4, x<4 En los ejercicios 57 a 60, determinar cuales valores se aproximan
0 = x, x4 mejor a la integral definida. Realizar la seleccion con base en un
dibujo.

51. Parapensar Abajo se definle2 una funcién f. Usar férmulas
geométricas para encontrar [y f(x) dx.

4
f(x):{?; x>6 57. fo Vaxdx

x+9, x<6

Para discusion

a) 5 b) -3 c) 10 d) 2 e) 8

1/2
52. Encontrar posibles valores de a y b que hagan el enuncia- 58. J’ ! 4 cos mx dx
do correcto. Si es posible, usar una grafica para sustentar 0
su respuesta. (Aqui puede haber més de una respuesta a) 4 b) % c) 16 d) 2w e) —6
correcta.)

1 5 b
a) f f(x) dx + f f(x) dx = f f(x) dx 1
2 1 a 59. j 2 sen 7x dx
0

3 6 b 6

p [ swa [rac- [ [ 0o ml o4 @i
b

c) f senxdx < 0
(lb 9

d) fcosxdx=0 60. L(1+ﬁ)dx

a) —3 b) 9 c) 27 d 3




Iq; Programacion Escribir un programa en la herramienta de gra-
ficacién con el fin de aproximar una integral definida utilizando
la suma de Riemann

B

flc;) Ax;
1

i

donde los subintervalos sean de igual ancho. La salida debe pro-
porcionar tres aproximaciones de la integral donde c; es el punto
terminal del lado izquierdo I(n), el punto medio M(n) y el pun-
to terminal del lado derecho D(n) de cada subintervalo. En los
ejercicios 61 a 64, usar el programa para aproximar la integral
definida y completar la tabla.

n 4 8 12 | 16 | 20
I(n)
M(n)

D(n)

3 3
61. fx\/3—xdx 62. f 25 dx
o o x=+ 1

/2 3
63. J sen? x dx 64. f x sen x dx
0 0

¢(Verdadero o falso? En los ejercicios 65 a 70, determinar si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

65. f [f() + g(x)] dx:j f&) dx+f 8(x) dx

: f " g dv = [ f e a| f " g a]

67. Silanorma de una particion tiende a cero, entonces el nimero
de subintervalos tiende a infinito.

6

=)

68. Si fes creciente en [a, b], entonces el valor minimo de f(x) en

la, b] es f(a).
69. El valor de L b f(x) dx debe ser positivo.

70. El valor de | 22 sen (x2) dx es cero.

71. Encontrar la suma de Riemann para f(x) = x> + 3x en el inter-
valo [0, 8], donde x, = 0,x, = 1,x, =3,x; =7yx, = 8§, ydonde
c=1¢=2,¢c=5yc,=8.

y y
100 + 1.5+
80+ 1.0+
60+ 0.5 /
40+ % % % x
Tttt +
-2 | 2 4 6 810 151
Figura para 71 Figura para 72
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72. Determinar la suma de Riemann para f(x) = sen x sobre el
intervalo [0, 277], donde x, = 0, x; = 7/4,x, = w/3,x;, = 7y
x, = 2, ydonde ¢, = /6, c, = 7/3,c; = 2mw/3y ¢, = 37/2.

B — &2
2
b —a

3

b
73. Demostrar que L xdx =

3

b
74. Demostrar que L x*dx =

75. Para pensar Determinar si la funcién de Dirichlet

) 1, xesracional
x) = L.
0, xesirracional
es integrable en el intervalo [0, 1]. Explicar.

75. Suponer que la funcién f se define en [0, 1], como se muestra
en la figura.

f) =

05 1.0 1.5 2.0

Demostrar que [(f(x) dx no existe. ;Por qué lo anterior no
contradice al teorema 4.47

77. Encontrar las constantes a y b que maximizan el valor de

jb(l — x?) dx.

Explicar el razonamiento.

2
78. Evaluar, si es posible, la integral j [x] dx.
0

79. Determinar

lim %[12+22+32+-~-+n2]

n—»0o0

utilizando una suma de Riemann apropiada.

Preparacion del examen Putnam

80. P'(llra cada funcién continua f: [0, 1] >R, sean I(f) =
Jox*fx)dx y Jx) = fol x(f(x))? dx. Encontrar el valor
maximo de I(f) — J(f) sobre todas las funciones f.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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Integracion

Im El teorema fundamental del calculo

EXPLORACION

Integracion y antiderivacion

A lo largo de este capitulo, se ha
estado utilizando el signo de integral
para denotar una antiderivada o
primitiva (una familia de funciones)
y una integral definida (un nimero).

Antiderivacion: f fx) dx

b
Integracion definida: J f) dx

El uso de este mismo simbolo para
ambas operaciones hace parecer
que estaran relacionadas. En los
primeros trabajos con calculo, sin
embargo, no se sabia que las dos
operaciones estaban relacionadas.
(A qué se aplico primero el simbolo
J: ala antiderivacién o a

la integracién definida? Explicar
el razonamiento. (Sugerencia: El
simbolo fue utilizado primero por
Leibniz y proviene de la letra S.)

Evaluar una integral definida utilizando el teorema fundamental del calculo.
Entender y utilizar el teorema del valor medio para integrales.

Encontrar el valor medio de una funcién sobre un intervalo cerrado.
Entender y utilizar el segundo teorema fundamental del calculo.

Entender y utilizar el teorema del cambio neto.

El teorema fundamental del calculo

Se han visto ya dos de las principales ramas del célculo: el calculo diferencial (presentado
con el problema de la recta tangente) y el cdlculo integral (presentado con el problema
del 4rea). En este punto, podria parecer que estos dos problemas no se relacionan, aunque
tienen una conexién muy estrecha. La conexién fue descubierta independientemente por
Isaac Newton y Gottfried Leibniz y estd enunciada en un teorema que recibe el nombre de
teorema fundamental del cilculo.

De manera informal, el teorema establece que la derivacién y la integracidn (definida)
son operaciones inversas, en el mismo sentido que lo son la divisién y la multiplicacién.
Para saber cémo Newton y Leibniz habrian pronosticado esta relacion, considerar las
aproximaciones que se muestran en la figura 4.26. La pendiente de la recta tangente se
defini6 utilizando el cociente Ay/Ax (la pendiente de la recta secante). De manera similar,
el drea de la region bajo una curva se defini6 utilizando el producto AyAx (el drea de un
rectangulo). De tal modo, al menos en una etapa de aproximacién primitiva, las operaciones
de derivacién y de integracion definida parecen tener una relacién inversa en el mismo
sentido en el que son operaciones inversas la divisién y la multiplicacién. El teorema fun-
damental del célculo establece que los procesos de limite (utilizados para definir la deriva-
da y la integral definida) preservan esta relacién inversa.

R

Ay Recta A ‘
Recta tangente Y Area de
secante La .regllon
ajo la
curva
Ay o A T
Pendiente = Ax Pendiente ~ Ax Area= AyAx Area= AyAx

a) Derivacién b) Integracion definida

La derivacion y la integracion definida tienen una relacion“inversa”
Figura 4.26

TEOREMA 49 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Si una funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y F es una antiderivada de
f en el intervalo [a, b], entonces

f f(x) dx = F(b) — F(a).
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DEMOSTRACION ) La clave para la demostracién consiste en escribir la diferencia F(b) — F(a)
en una forma conveniente. Sea A la siguiente particion de [a, b].

A=Xg <X <X, <* <X, <x,=b

Mediante la resta y suma de términos analogos, se obtiene

F(b) — Fla) = F(x,) — F(x,_,) + F(x,_,) — - - - — F(x,) + F(x;) — F(x,)

n

E[F(x,‘) — Flx,_ )]

i=1

De acuerdo con el teorema del valor medio, se sabe que existe un nimero c¢; en el i-ésimo
subintervalo tal que

F(x;) — F(x;_,)
X T Xy

F'(c;) =

Como F'(c;) = f(c:), puede dejarse que Ax; = x; — x;—; y obtenerse

n
F(b) — F(a) = Y flc;) Ax;.
=
Esta importante ecuacion dice que al aplicar repetidamente el teorema del valor medio, se
puede siempre encontrar una coleccion de ¢; tal que la constante F(b) — F(a) es una suma
de Riemann de f en [a, b] para cualquier particion. El teorema 4.4 garantiza que el limite de
sumas de Riemann sobre las particiones con ||A|| — 0 existe. Asf, al tomar el limite (cuando
|A]| = 0) produce

F(b) — Fla) = J'bf(x) dx.

La siguiente guia puede ayudar a comprender el uso del teorema fundamental del
célculo.

Estrategia para utilizar el teorema fundamental del calculo

1. Suponiendo que se conozca una antiderivada o primitiva f, se dispone de una forma
de calcular una integral definida sin tener que utilizar el limite de la suma.

2. Cuando se aplica el teorema fundamental del célculo, la siguiente notacion resulta
conveniente.

b

L 1) dx = A |
= F(b) — F(a)

a

Por ejemplo, para calcular [ix3 dx, es posible escribir

3 473 4 4
s X3t 181 1
ﬁx‘lx 4]1 4 4 4 4

3. No es necesario incluir una constante de integracién C en la antiderivada o pri-
mitiva ya que

L ' £ dx = [F(x) + c}

= [F(b) + C] - [F(a) + C]
= F(b) — F(a).

b
a
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y y=[2x-1]

y=-(2x-1)

y=2x-1

La integral definida de y en [0, 2] es3

Figura 4.27
y
y=2x2-3x+2
4 -
3+
2

I I I I
T T T T X

1 2 3 4

El 4rea de la region acotada por la grafica
dey,elejexr,x =0yx=2es?
Figura 4.28

EJEMPLO I Calculo de una integral definida

Evaluar cada integral definida.

/4
sec? x dx

2 4
a) f(x2—3)dx b) J3\/}cdx ) f
1 1

0

Solucion

2 3 2
2 _ _|* (8 _ _l_>:_%
a) fl(x 3) dx [3 341 <3 6) <3 3 3
4 4 X3/2 4
b) j3\/;cdx=3fxl/2dx=3[] = 2(4)¥2 = 2(1)¥* = 14
1 1 3/204
/4

/4
c) f seczxdx=tanx} =1-0=1
0 0

EJEMPLO 2 Integral definida de un valor absoluto

2
Calcularf |2x — 1] dx.
0

Solucion  Utilizando la figura 4.27 y la definicién de valor absoluto, se puede reescribir
el integrando como se indica.

2x — 1] = {—(Zx - D
2x — 1,

X <

LSIE ST

A partir de esto, es posible reescribir la integral en dos partes.
2 1/2 2
f |2x—1|dx=f —(2x—1)dx+f (2x — 1) dx
0 0 1/2

12 2
Z[—x2+x} +[x2—x]
0 12

=(—i+%>—(o+o)+(4—2)—<Z—§>=5

EJEMPLO 3 Empleo del teorema fundamental para encontrar un area

Encontrar el drea de la region delimitada por la grafica de y = 2x?> — 3x + 2, el eje x y las
rectas verticales x = 0 y x = 2, como se muestra en la figura 4.28.

Solucion Notar que y > 0 en el intervalo [0, 2].
Integrar entre x = 0y x = 2.

2
Area = f (2x2 — 3x + 2) dx
0

Encontrar la antiderivada.

3 2 0
16 . .
= ? —6+4)|— (0 -0+ 0) Aplicar el teorema fundamental del célculo.
= & Simplificar.
3
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—
%

f©)

a

Rectangulo de valor medio:

b
fl)b — a) = J f(x) dx

Figura 4.29

1
1
1
1
1

c
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El teorema del valor medio para integrales

En la seccién 4.2, se vio que el drea de una regién bajo una curva es mayor que el drea de
un rectangulo inscrito y menor que el drea de un rectdngulo circunscrito. El teorema del
valor medio para integrales establece que en alguna parte “entre” los rectangulos inscrito y
circunscrito hay un rectdngulo cuya drea es precisamente igual al drea de la region bajo la
curva, como se ilustra en la figura 4.29.

TEOREMA 4.10 TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES

Si fes continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces existe un nimero ¢ en el in-
tervalo cerrado [a, b], tal que

f f&x) dx = f(c)(b — a).

DEMOSTRACION

Caso 1: Si f es constante en el intervalo [a, b], el teorema es claramente valido debido a
que ¢ puede ser cualquier punto en [a, b].

Caso 2: Si f no es constante en [a, b], entonces, por el teorema del valor extremo,
pueden elegirse f(m) y f(M) como valores minimo y médximo de f en [a, b]. Como
f(m) < f(x) £ f(M) para todo x en [a, b], se puede aplicar el teorema 4.8 para escribir

fbf(m) dx < fbf(x) dx < be(M) dx Ver la figura 4.30.
Fm)(b — a) < f fWdr < b - a)
flm) < J F dx < fM)

De acuerdo con la tercera desigualdad, puede aplicarse el teorema del valor medio para
concluir que existe alguna c en [a, b] tal que

=5 [wa o 00 -0 = e

f / f_// f./ )

f(m){

a b a b a b
Rectangulo inscrito (menor Rectangulo del valor Rectangulo circunscrito
que el area real) medio (igual al area real) (mayor que el area real)
b b b
f f(m)dx = f(m)(b — a) f fx) dx j fM)dx = f(M)(b = a)
Figura 4.30
I

W Adviértase que el teorema 4.10 no especifica como determinar c. S6lo garantiza la existencia
de al menos un nimero c en el intervalo. |
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Valor medio

i

N

a

X

b

b
Valor medio = ﬁ L f(x) dx

Figura 4.31

(4, 40)

40-+
30 fx) =3x%2—2x
20+

1,1

Valor
medio = 16

1

Figura 4.32

}
T
3

I
4

Integracién

Valor medio de una funcion

El valor de f(c) dado en el teorema del valor medio para integrales recibe el nombre de valor
medio de f en el intervalo [a, b].

DEFINICION DEL VALOR MEDIO DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO

Si f es integrable en el intervalo cerrado [a, b], entonces el valor medio de f en el
intervalo es

L[
P aL f(x) dx.

Obsérvese en la figura 4.31 que el 4rea de la region bajo la grafica f es igual al drea del rec-
tangulo cuya altura es el valor medio. |

Para saber por qué el promedio de f se define de esta manera, supéngase que se divide
[a, b] en n subintervalos de igual anchura Ax = (b — a)/n. Si ¢; es cualquier punto en el

i-ésimo subintervalo, la media aritmética de los valores de la funcién en los ¢; estd dada
por

1
a, = ;[f(cl) +f(cz) + - +f(cn)]. Porcentaje de f(c,), . . ., f(c,).

Al multiplicar y dividir entre (b — a), puede escribirse la media como

PN ot B W e

! E f(c) Ax.

b—a4

Por dltimo, al tomar el limite cuando n — 0 se obtiene el valor medio de f en el intervalo
[a, b], como se indic6 en la definicidn anterior.

Este desarrollo del valor medio de una funcién en un intervalo es s6lo uno de los muchos
usos practicos de las integrales definidas para representar procesos de suma. En el capitulo
7, se estudiardn otras aplicaciones, tales como volumen, longitud de arco, centros de masa
y trabajo.

EJEMPLO 4 Determinacién del valor medio de una funcién

Determinar el valor medio de f(x) = 3x> — 2x en el intervalo [1, 4].

Solucién  El valor medio estd dado por
1’ [
b—af f(x) dx = 4_1f (3)62 - Zx) dx
a 1

el
=—[x’—x
3 1
48

1
=364 =16 - (1= D] == =16,

(Ver la figura 4.32.) —
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George Hall/Corbis

La primera persona en volar a una velo-
cidad mayor que la del sonido fue Charles
Yeager. El 14 de octubre de 1947, a una
altura de 12.2 kilometros, Yeager alcanzo
295.9 metros por segundo. Si Yeager hubie-
ra volado a una altura menor que 11.275
kilometros, su velocidad de 295.9 metros
por segundo no hubiera“roto la barrera del
sonido”. La foto muestra un Tomcat F-14,
un avion bimotor supersonico. Normal-
mente, el Tomcat puede alcanzar alturas

de 15.24 km y velocidades que superan

en mas del doble la velocidad del sonido
(707.78 m/s).

SECCION 4.4 El teorema fundamental del célculo 287

EJEMPLO 5 La velocidad del sonido

A diferentes alturas en la atmésfera de la Tierra, el sonido viaja a distintas velocidades. La
velocidad del sonido s(x) (en metros por segundo) puede modelarse mediante

—dx + 341, 0<x<IL5
295, 115 < x <22
s(x) = {3x + 2785, 2 <x<32
2 + 25455, 32 < x <50
—3x + 4045, 50 < x < 80

donde x es la altura en kilémetros (ver la figura 4.33). ; Cudl es la velocidad media del sonido
sobre el intervalo [0, 80]?

Soluciéon Se empieza con la integracion s(x) en el intervalo [0, 80]. Para hacer esto, se
puede dividir la integral en cinco partes.

11.5 11.5 11.5
f s(x) dx = f (—4x + 341) dx = [—2x2 + 341x} = 3657
0 0 0
22 22 22
f s(x) dx = f (295) dx = [2954 =3097.5
11.5 11.5 11.5
32 32 32
f s(x) dx = f (3x + 278.5) dx = [gxz + 278.5x] = 29875
22 22 22
50 50 50
f s(x) dx = f (3x + 254.5) dx = [ﬁxz + 254.5x] = 5688
32 32 32
80 80 80
f s(x) dx = f (=3x + 404.5) dx = [—ixz + 404.5x] = 9210
50 50 50

Al sumar los valores de las cinco integrales, se obtiene
80
f s(x) dx = 24 640.
0

De tal modo, la velocidad media del sonido entre los O y los 80 km de altitud es

: N O 24 640
Velocidad promedio = 80] s(x) dx = 0 - 308 metros por segundo
0
S

350
E 340
5
5 330
=]
E 0 \\ //\\
3 310 \ / \
=
< 300
2 — AN
5 290
> N

280

f Il Il Il Il Il Il Il Il Il X
0 20 30 40 S0 6 70 8 90
Altura (en km)

La velocidad del sonido depende de la altura
Figura 4.33
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EXPLORACION

Emplear una herramienta de grafica-
cién para representar la funcién

F(x) = J cos t dt

0

para 0 < x < 7. ;Reconoce esta
grafica? Explicar.

El segundo teorema fundamental del calculo

Al introducir la integral definida de fen el intervalo [a, b] se ha tomado como fijo el limite
superior de integracién b y x como la variable de integracién. Sin embargo, es posible que
surja una situacién un poco diferente en la que la variable x se use como el limite superior
de integracién. Para evitar la confusion de utilizar x de dos maneras diferentes, se usa tem-
poralmente ¢ como la variable de integracién. (Recordar que la integral definida no es una
funcidén de su variable de integracién.)

La integral definida como un niimero La integral definida como una funcion de x

’ F es una funcién de x

!
| ") d Fo = [ s a

f es una funcién f es una funcién
Constante de x Constante de ¢

EJEMPLO 6 La integral definida como funcién

Calcular la funcién

F(x) =J cos tdt

0
enx =0, 7/6, w/4, w/3y w/2.

Solucién  Se podrian calcular cinco integrales definidas diferentes, una para cada uno de
los limites superiores dados. Sin embargo, es mucho mas simple fijar x (como una constante)
por el momento para obtener

X X
f costdt:sent] =senx — sen 0 = sen x.
0 0

Después de esto, utilizando F(x) = sen x, es posible obtener los resultados que se muestran
en la figura 4.34.

F(x) = f cos ¢ dt es el area bajo la curva f(r) = cos ¢ desde 0 hasta x
0

Figura 4.34

Podria considerarse la funcién F(x) como la acumulacion del drea bajo la curva
f(t) = cos t desde t = O hasta r = x. Parax = 0, el dreaes 0 y F(0) = 0. Para x = /2,
F(m/2) = 1 produce el drea acumulada bajo la curva coseno del intervalo completo [0, 7/2].
Esta interpretacién de una integral como una funcién acumulacién se usa a menudo en
aplicaciones de la integracion.
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En el ejemplo 6, advertir que la derivada de F es el integrando original (s6lo que con
la variable cambiada). Esto es,

X

dii[F(x)] = di)lc[senx] = LZC[J cos tdt} = coS X.

0

Este resultado se generaliza en el siguiente teorema, denominado el segundo teorema
fundamental del calculo.

TEOREMA 4.11 EL SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Si f es continua en un intervalo abierto I que contiene a, entonces, para todo x en el
intervalo,

o [ J 0 dr] — 1(0).

DEMOSTRACION ) Empezar definiendo F' como

F(x) = f f() dt.
Luego, de acuerdo con la definicién de la derivada, es posible escribir

F(x + Ax) — F(x)

F) = Ajglo Ax
1 r (x+Ax X
= AliToAx_L f(t) dt — fa f@) dt]
1 r (x+Ax a
= AI)EOML fe) de + fx f@) dt]
1 r (x+Ax
e | ]

Por el teorema del valor medio para integrales (suponiendo que Ax > 0), se sabe que existe
un ndmero c en el intervalo [x, x + Ax] tal que la integral en la expresién anterior es igual a
f(c) Ax. Ademas, como x < ¢ < x + Ax se sigue que ¢ — x cuando Ax — 0. De tal modo,

se obtiene
() = 1em | L
P = Jin |5 508
S0 )
Ax N Aliglof(c)

//\ 1 = f(x)

Es posible plantear un argumento similar para Ax < 0.

S0

[(\1l'W Utilizando el modelo del drea para integrales definidas, considerar la aproximacién

x+ Ax

X xtAr f(x)szJ' f(0) dt

X

x+ Ax
flx) Ax = f f(1) dt se dice que el drea del rectdngulo de altura f(x) y anchura Ax es aproximadamente igual al drea de la
x region que se encuentra entre la gréifica de fy el eje x en el intervalo [x, x + Ax], como se muestra en
Figura 4.35 la figura 4.35. n
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Notese que el segundo teorema del cdlculo indica que toda f continua admite una an-
tiderivada o primitiva. Sin embargo, ésta no necesita ser una funcién elemental. (Recordar
la discusién de las funciones elementales en la seccion P.3.)

EJEMPLO 7 Empleo del segundo teorema fundamental del calculo
d X
Calculara V2 + 1dr).
0

Solucion Advertir que f(1) = /t> + 1 es continua en toda la recta real. De tal modo,
empleando el segundo teorema fundamental del célculo, es posible escribir

ij \/t2+ldt}= Ix2+ 1.
0

La derivacién que se muestra en el ejemplo 7 es una aplicacién directa del segundo
teorema fundamental del cédlculo. El siguiente ejemplo muestra cémo puede combinarse
este teorema con la regla de la cadena para encontrar la derivada de una funcién.

EJEMPLO 8 Empleo del segundo teorema fundamental del calculo

x3
Encontrar la derivada de F(x) = f cos tdt.
/2

Solucién Haciendo u = x3, es factible aplicar el segundo teorema fundamental del cdlculo
junto con la regla de la cadena como se ilustra.

dF du
Fx) = —— Regla de la cadena.
du dx
d du dF
= —|F(x)|— Definicién de ——.
S e 0
x3 3
d du [
= — cos tdt|— Sustituir cos t dt por F(x).
dul )./ dx /2
d " du o
= — cos tdt|— Sustituir u porx>.
dul J, ., dx
= (COS u)(3x2) Aplicar el segundo teorema fundamental del cdlculo.
= (COS x3 )(3x 2) Reescribir como funcién de x.

Debido a que la integral del ejemplo 8 se integra con facilidad, se puede verificar la
derivada del modo siguiente.

3
xl

X
F(x) = j costdt = sen t} = sen x* — sen — = (sen x3) — 1
/2 /2 2

En esta forma, se tiene la posibilidad de aplicar la regla de las potencias para verificar que
la derivada es la misma que la que se obtuvo en el ejemplo 8.

F'(x) = (cos x*)(3x?)
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Teorema del cambio neto

El teorema fundamental del cdlculo (teorema 4.9) establece que sifes continua en el intervalo
cerrado [a, b] y F es una antiderivada de fen [a, b], entonces

b
f f(x) dx = F(b) — F(a).
Pero dado que F'(x) = f(x), este enunciado se puede reescribir como

J F'(x) dx = F(b) — F(a)

donde la cantidad F(b) — F(a) representa el cambio neto de F sobre el intervalo [a, b].

TEOREMA 4.12  EL TEOREMA DEL CAMBIO NETO

La integral definida de la razén de cambio de una cantidad F”’(x) proporciona el cambio
total, o cambio neto, en esa cantidad sobre el intervalo [a, b].

b
f F'(x) dx = F(b) — F(a) Cambio neto de F.

a

EJEMPLO 9 Uso del teorema del cambio neto

Una sustancia quimica fluye en un tanque de almacenamiento a una razén de 180 + 3¢ litros
por minuto, donde 0 < ¢ < 60. Encontrar la cantidad de la sustancia quimica que fluye en
el tanque durante los primeros 20 minutos.

Solucién  Sea c¢(r) la cantidad de la sustancia quimica en el tanque en el tiempo 7. Entonces
¢'(7) representa la razén a la cual la sustancia quimica fluye dentro del tanque en el tiempo
t. Durante los primeros 20 minutos, la cantidad que fluye dentro del tanque es

20 20
f () dt = f (180 + 3¢) dt
0 0

20

3
= + =
[ISOt 2t ]0

= 3600 + 600 = 4 200.

Ast, la cantidad que fluye dentro del tanque durante los primeros 20 minutos es de 4 200
litros.

Otra forma de ilustrar el teorema del cambio neto es examinar la velocidad de una
particula que se mueve a lo largo de una linea recta, donde s (¢) es la posicién en el tiempo z.
Entonces, su velocidad es v(t) = s'(f) y

jh v(t) dt = s(b) — s(a).

Esta integral definida representa el cambio neto en posicion, o desplazamiento, de la
particula.

Cuando se calcula la distancia total recorrida por la particula, se deben considerar los
intervalos donde v(f) < 0 y los intervalos donde v(¢) = 0. Cuando v(¢) < 0, la particula se
mueve a la izquierda, y cuando v(f) = 0, la particula se mueve hacia la derecha. Para calcu-
lar la distancia total recorrida, se integra el valor absoluto de la velocidad |v(r)|. Asi, el
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Ay, A2y Asson las areas de las regiones

sombreadas
Figura 4.36

6 v(®)

-2+

Figura 4.37

0 ——

desplazamiento de una particula y la distancia total recorrida por una particula sobre [a, b],
se puede escribir como

b
Desplazamiento sobre [a, b] = f v()dr = A, — A, + A
b
Distancia total recorrida sobre [a, b] = f (@) dt = A, + A, + A,
(ver la figura 4.36).

EJEMPLO 10 Soluciéon de un problema de movimiento de particula

Una particula estd moviéndose a lo largo de una linea, asf, su velocidad es v(f) = £ — 102
+ 29t — 20 pies por segundo en el tiempo .

a) ;Cudl es el desplazamiento de la particula en el tiempo 1 <¢<5?
b) (Cual es la distancia total recorrida por la particula en el tiempo 1 <7< 57
Solucién

a) Por definicién, se sabe que el desplazamiento es

5 5
f v(t) dt = f (# — 102 + 29 — 20) dt
1

10,29, s
S L I L R
[4 30! ZOt]l

_ 25 ( 103)

12 12
18

12

_32
T

Asi, la particula se mueve ¥ pies hacia la derecha.

b) Para encontrar la distancia total recorrida, calcular f} |v(#)| dr. Usando la figura 4.37 y
el hecho de que v(¢) pueda factorizarse como (t — 1)(t — 4)(t — 5), se puede determinar
que v(r) 20en [1, 4] y v(¢) <0 en [4, 5]. Asi, la distancia total recorrida es

fl(t)ldt fv(t dr — fv(t)dt

=f( — 102 + 29t — 20) dt — f(t3—10t2+29t—20)dt
1

4 4 4
_[L—&w 2p —20:}—[5—&% 2p —ZOt]
4 1 4

3 2 4 3 2
_45 (_l>
4 12
= 7 ies
6 p



Iml Ejercicios

F\L—- Razonamiento grdfico En los ejercicios 1 a 4, utilizar una herra-
mienta de graficacion para representar el integrando. Emplear la
grafica para determinar si la integral definida es positiva, negativa

0 cero.
w 4 T
—_ 2. s
fo x2+1a’x fo cos x dx
2 2
3. f xVx2 + 1ldx 4. X2 — xdx
-2 -2

En los ejercicios 5 a 26, hallar la integral definida de la funcion
algebraica. Utilizar una herramienta de graficacion para verificar
el resultado.

2 9
S. j 6x dx 6. J' 5dv
0 4

0 5
7. f (2x — 1) dx 8. f (=3v+4)dv
o -
9. (> = 2)dt 10. j (6x2 + 2x — 3) dx

o g

11. j (2t — 1)2dt 12. (B =90 dt
0 —1
2 —1

13. f (% - 1) dx 14. f <u - %) du
L\ _, u
4 u—2 3

15. d 16. f vi3dy

ﬁ Ju ™ .

1 8 2

17. f (1 -2)ar 18. f dx
—1 1
1 2

19. j X Vx 20. f Q- )Jide
0 3 0

a [ (13 — ) n [xo2

. V3 — 123) dt . d
L L 2%

5 4

23. |2x — 5| dx 24. f (3—|x—3])dx
03 14

25. j [x2 — 9| dx 26. f |x? — 4x + 3| dx
0 0

En los ejercicios 27 a 34, hallar la integral definida de la funcion
trigonométrica. Emplear una herramienta de graficacion para
verificar el resultado.

217. f (1 + senx) dx 28. j (2 + cos x) dx
0 0
/4 2 /4 2
1 — sen?6 sec” 6
29. 1 sen’f 30. ey
L cos26 a0 JO tan? 6 + 1 a6
/6
31. f sec?x dx
—7/6

/2

32. f (2 — csc?x) dx
/3

33. f 4 sec ftan 6dO
—x/3

/2
34. f (2t + cost) dt

—a/2

SECCION 4.4 El teorema fundamental del célculo 293

En los ejercicios 35 a 38, determinar el area de la regién indicada.

3B y=x—x? 36. y=—

y y

N
}
-
1
T

37. y=cosx 38. y=x+senx

y y

P e
SIEES
NI

En los ejercicios 39 a 44, encontrar el area de la region delimitada
por las graficas de las ecuaciones.

39. y=52+2, x=0, x=2, y=0

4. y=x>4+x, x=2, y=0

41. y=1+ ¥x, x=0, x=8, y=0

2. y=B-x)Jx, y=0

43. y=—x>+4x, y=0 4. y=1—-x* y=0

En los ejercicios 45 a 50, determinar el (los) valor(es) de ¢ cuya
existencia es garantizada por el teorema del valor medio para
integrales de la funcion en el intervalo indicado.

45, f =, [0.3] 46. f0) =2 [13]

47. f(x) = Vx, [4,9] 48. f(x) =x—2Vx [0,2]
49. f(x) = 2sec?x, [—m/4, w/4]
50. f(x) =cosx, [—m/3, /3]

En los ejercicios 51 a 56, encontrar el valor medio de la funcién
sobre el intervalo dado y todos los valores de x en el intervalo para
los cuales la funcién sea igual a su valor promedio.

51 f(x) =9 —x2 [-3,3]
52, fx) = 74("2; D113
53. f(x) =x% [0,1]

54, f(x) =4x3 —3x%, [—1,2]
55. f(x) =senx, [0, ]

56. f(x) =cosx, [0, /2]
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Velocidad La grifica muestra la velocidad, en pies por se-
gundo, de un automdévil que acelera desde el reposo. Emplear
la grafica para estimar la distancia que el automdvil recorre en
8 segundos.

4 v

< 150 < 100

El - E

g 120 =z 2 50

= /. :

2 90 / & 60+-\

@ » \

9 R \

& 60 o 40

= = N\

< ) N

g 30 9 20 &

= =

8 t 8 t
E 4 8 12 16 20 § 1 2 3 4 5

Tiempo (en segundos) Tiempo (en segundos)

Figura para 57 Figura para 58

58. Velocidad La graficamuestrala velocidad de un automdvil tan

pronto como el conductor aplica los frenos. Emplear la grafica
para estimar qué distancia recorre el auto antes de detenerse.

Desarrollo de conceptos

59. La grifica de f se muestra en la figura.
y
4 -+
3 -+
2T f
1 -+
11> x
1 2 3 4 5 6 7
a) Calcular | 17 f(x) dx.
b) Determinar el valor medio de fen el intervalo [1, 7].
¢) Determinar las respuestas a los apartados a) y b) si la
grafica se desplaza dos unidades hacia arriba.
60. Si r'(7) representa la razén de crecimiento de un perro en li-
~ < £ 6
bras por afio, ;qué representa r(£)? ;Qué representa [ r'(t) dt
en el perro?
61. Fuerza Lafuerza F (en newtons) de un cilindro hidraulico en

62.

una prensa es proporcional al cuadrado de sec x, donde x es la
distancia (en metros) que el cilindro se desplaza en su ciclo. El
dominio de F es [0, /3] y F(0) = 500.

a) Encontrar F' como una funcién de x.
b) Determinar la fuerza media ejercida por la prensa sobre el
intervalo [0, 7/3].

Flujo sanguineo La velocidad v del flujo de sangre a una
distancia r del eje central de cualquier arteria de radio R es

v =k(R?>—r?

donde £ es la constante de proporcionalidad. Determinar el flujo
medio de sangre a lo largo de un radio de la arteria. (Usar Oy R
como los limites de integracion.)

63.

BE 64

EE 5.

Ciclo respiratorio  El volumen V en litros de aire en los pulmo-
nes durante un ciclo respiratorio de cinco segundos se aproxima
medianteelmodelo V = 0.17297 + 0.1522¢> — 0.037413 donde
tes el tiempo en segundos. Aproximar el volumen medio de aire
en los pulmones durante un ciclo.

Promedio de ventas Una compaiiia ajusta un modelo a los datos
de ventas mensuales de un producto de temporada. El modelo es

() = ﬁ +18+05 sen(%t), 0<r<24

donde S son las ventas (en miles) y ¢ es el tiempo en meses.

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
f(©) = 0.5 sen(wz/6) para 0 < t < 24. Emplear la grafica
para explicar por qué el valor medio de f(#) es cero sobre
el intervalo.

Recurrir a una herramienta de graficacion para representar
S(r) y la recta g(f) = t/4 + 1.8 en la misma ventana de
observacion. Utilizar la gréfica y el resultado del apartado
a) para explicar por qué g recibe el nombre recta de ten-
dencia.

b)

Modelado matemdtico Se prueba un vehiculo experimental en
una pista recta. Parte del reposo y su velocidad v (metros por segun-
do) se registra en la tabla cada 10 segundos durante un minuto.

t 0 | 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60
v 0 5 | 21|40 | 62| 78 | 83
a) Emplear una herramienta de graficacion para determinar un

modelo de la forma v = ar® + b> + ct + d para los datos.

Utilizar una herramienta de graficacién para dibujar los

datos y hacer la grifica del modelo.

¢) Emplear el teorema fundamental del calculo para aproximar
la distancia recorrida por el vehiculo durante la prueba.

b)

Para discusion

66. Lagréficadefse muestraen la figura. Laregion sombreada

Atiene un dreade 1.5,y [§ f(x) dx = 3.5. Usar esta infor-
macién para completar los espacios en blanco.

a) Jf(x)dx= y
b) ff(x) dx =

6
c) f [f)| dx =

4 f‘ﬂ
723456x

d) f2—2f(x)dx=
e) J; [2 + flx)]dx =

5 El valor promedio de f sobre el intervalo [0, 6] es

En los ejercicios 67 a 72, encontrar F como una funcion de x y
evaluarenx = 2,x =5yx =8.

67.

X

F(x) = fx (4t — 7) dt B +2t—2)dr

0

68. F(x) :f

2



70, Flx) = f —%dt

2

69. Flx) = f %dv
1

72. F(x) = f sen 6 d6
C

)

71. F(x):J' cos 0.do
1

73. Seag(x) = [yf(t)dt,donde fes la funcién cuya grafica se muestra
en la figura.

a) Estimar g(0), g(2), g(4), g(6) y (8).

b) Determinar el intervalo abierto mds grande en el cual g estd
creciendo. Encontrar el intervalo abierto mds grande en el
que g decrezca.

¢) Identificar cualesquiera extremos de g.

d) Dibujar una gréfica sencilla de g.

y y
6 4
3
; g\
4 2 / \
3 1
2 f !
| f 1-A\1-2-3/4..5..6.7-8
! r =2
141234 7.8 -3
-2 -4
Figura para 73 Figura para 74

74. Sea g(x) = [,f(H)dt, donde f es una funcion cuya gréfica se
muestra en la figura.

a) Estimar g(0), g(2), g(4). 2(6) y g(8).

b) Encontrar el intervalo abierto mds grande en el cual g esté
creciendo. Determinar el intervalo abierto mds grande en
el que g decrezca.

¢) Identificar cualesquiera extremos de g.

d) Dibujar una gréfica sencilla de g.

En los ejercicios 75 a 80, a) integrar para determinar F como una
funcion de x y b) demostrar el segundo teorema fundamental del
calculo derivando el resultado del apartado a).

X

76.  F(x) =f (> + 1) dt

0

75. F(x) =fx(t+2)dt
77. F(x) = f ) Ytdr 78. F(x) = f ) Jidt

80. F(x) = f

/3

X

79. F(x) =f sec2 1 dt sec f tan  dt

/4

En los ejercicios 81 a 86, utilizar el segundo teorema fundamental
del calculo para encontrar F'(x).

— * 2 _ L
81. F(x) ﬁz (2 = 21) dt o

X l’2
82. Flx) = f dt
1

s o= [ T s o= [ via

X

85. F(x)=f tcostdt
0

X

86. F(x) = J sec 1 dt

0

En los ejercicios 87 a 92, encontrar F'(x).

87. F(x) = f+2(4t+ 1)dt 88. F(x) = fx Bdt

x —Xx

SECCION 4.4

89.
91.

93.

94.

95.

96.

El teorema fundamental del célculo 295

2

1
t?dt

senx

Jidt

F(x) = )
0

90. F(x) = L

x2

92. F(x) = j sen 62 d6
0

F(x) = J sent?dt

0

Andlisis grdfico Aproximar la grafica de g en el intervalo
0 <x<4, donde g(x) = [;f(r)dt. Identificar la coordenada x de
un extremo de g.

y

2Ak
RN

1 1 t
N+
1k

-2+

Utilizar la gréfica de la funcién f que se muestra en la figu-
ra y la funcién g definida por g(x) = [of(fdt.

4+ s
- O—eee@
2,,
-——

—
-+ 2 4 6 8 10
2+ O——————————
—4

a) Completar la tabla.

x 1 2 3 | 4 5 6 7 8 9 | 10

g(x)

b) Dibujar los puntos de la tabla en el apartado a) y graficar g.
¢) (Dodnde tiene g un minimo? Explicar.
d) (Dénde tiene g un mdximo? Explicar.
e) (En qué intervalo g crece a la mayor velocidad? Explicar.

) Identificar los ceros de g.

Costo El costo total C (en ddlares) de compra y mantenimien-
to de una pieza de equipo durante x afios es

X

Clx)=5 000(25 + 3f /4 dt).
0
a) Efectuar la integracién para escribir C como una funcién
de x.

b) Encontrar C(1), C(5) y C(10).

Area Elérea A entre la gréfica de la funcion g(r) = 4 — 4/
y el eje ¢ sobre el intervalo [1, x] es

Ax) = ﬁ (4 - ;iz) .

a) Determinar la asintota horizontal de la grafica de g.
b) Integrar para encontrar A como una funcién de x.
(La grafica de A tiene una asintota horizontal? Explicar.
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En los ejercicios 97 a 102, la funcién velocidad, en pies por segundo,
esta dada para una particula que se mueve a lo largo de una linea
recta. Encontrar a) el desplazamiento y b) la distancia total que
la particula recorre en el intervalo dado.

97. v(it)=5t—7, 0<tr=<3
98. v()=r—t—12, 1 <t<5
9. vit)=£ —102+27t— 18, 1 <t<7

100. v() = —82+ 15t 0<t<5

101 () =

Jr

103. Una particula se mueve a lo largo del eje x. La posicion de la
particula en el tiempo ¢ estd dada por x(¢) = £* — 61> + 91 - 2,
0 <t <5. Encontrar el desplazamiento total que la particula
recorre en 5 unidades de tiempo.

1<t<4 102. v(r) = cost, 0 <t <3m

104. Repetir el ejercicio 103 para la funcién posiciéon dada por
x()=@¢—-1F—-3)4,0=<t<5.

105. Flujo de agua Fluye agua a través de un tanque de almace-
namiento a una razén de 500 — 5¢ litros por minuto. Encontrar
la cantidad de agua que fluye hacia afuera del tanque durante
los primeros 18 minutos.

106. Filtracion de aceite  Ala 1:00 p.m., empieza a filtrarse aceite
desde un tanque a razén de 4 + 0.75¢ galones por hora.

a) (Cudnto aceite se pierde desde la 1:00 p.m. hasta las

4:00 p.m.?

b) (Cudnto aceite se pierde desde las 4:00 p.m. hasta las
7:00 p.m.?

¢) Comparar los resultados de los apartados a) y b). {Qué se
observa?

En los ejercicios 107 a 110, describir por qué el enunciado es incorrecto.

110. CSC X €O =
/2

111. Experimento de la aguja de Buffon Sobre un plano horizontal
se trazan rectas paralelas separadas por una distancia de 2 pul-
gadas. Una aguja de 2 pulgadas se lanza aleatoriamente sobre
el plano. La probabilidad de que la aguja toque una recta es

2 /2
P:ff sen 0 d6O
T Jo

donde 0 es el dngulo agudo entre la aguja y cualquiera de las
rectas paralelas. Determinar esta probabilidad.

v(x)

112. Demostrarquea[ f@) dt] = fv(x)v(x) = flulx)u'(x).

u(x)

¢(Verdadero o falso? En los ejercicios 113 y 114, determinar si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

113. Si F’(x) = G’(x) en el intervalo [a, b], entonces F(b) — F(a) =
G(b) — G(a).

114. Sifes continua en [a, b], entonces f es integrable en [a, b].

115. Demostrar que la funcién

1/x 1 X 1
=| Sg—d+ | 55—
f(x) fo t2+ldt J(;tz_,_ld’

es constante para x > 0.

116. Encontrar la funcién f (x) y todos los valores de c, tal que

jxf(t)dt=x2+x—2.

117. Sea G(x) = f [s j f (t)dt] ds, donde f es continua para todo
0 o

t real. Determinar a) G(0), b) G’(0), ¢) G”(x) y d) G”(0).

[Frovecro oe rmaswo)

Demostracion del teorema fundamental

Utilizar una herramienta de graficacién para representar la funcién
y1 = sen’f en el intervalo 0 < ¢ < 7. Sea F(x) la siguiente funcién
de x.

F(x) =jsen2tdt

0
a) Completar la tabla. Explicar por qué los valores de f estan cre-
ciendo.

x 0| w6 | w/3 | w2 |2%w/3|57/6| &
F(x)

b) Utilizar las funciones de integracién de una herramienta de gra-
ficacién para representar F.

c¢) Emplear las funciones de derivacion de una herramienta de gra-
ficacion para hacer la gréfica de F'(x). ;Como se relaciona esta
grafica con la grafica de la parte b)?

d) Verificar que la derivada de y = (1/2)t — (sen 2£)/4 es sen’t.
Graficar y y escribir un pequeio parrafo acerca de cémo esta
grafica se relaciona con las de los apartados b) y ¢).
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Iml Integracion por sustitucion

El enunciado del teorema

4.13 no dice cémo distinguir entre

f(g x)) y g'(x) en el integrando. A me-
dida que se tenga mds experiencia en la
integracidn, la habilidad para efectuar
esta operacién aumentard. Desde luego,
parte de la clave es la familiaridad con
las derivadas. |

m Utilizar el reconocimiento de patrones para encontrar una integral indefinida.

® Emplear un cambio de variable para determinar una integral indefinida.

m Utilizar la regla general de las potencias para la integracion con el fin de determinar una
integral indefinida.

m Utilizar un cambio de variable para calcular una integral definida.

® Calcular una integral definida que incluya una funcién par o impar.

Reconocimiento de patrones

En esta seccidn se estudiaran técnicas para integrar funciones compuestas. La discusion se
divide en dos partes: reconocimiento de patrones 'y cambio de variables. Ambas técnicas
implican una u-sustituciéon. Con el reconocimiento de patrones se efectia la sustitucion
mentalmente, y con el cambio de variable se escriben los pasos de la sustitucion.

El papel de la sustitucion en la integracion es comparable al de la regla de la cadena
en la derivacion. Recordar que para funciones derivables dadas pory = F(u) y u = g(x), la
regla de la cadena establece que

d

7 [FeG)] = F(g()g ).

De acuerdo con la definicion de una antiderivada o primitiva, se sigue
[Fang o ax = sty + ¢

Estos resultados se resumen en el siguiente teorema.

TEOREMA 4.13  ANTIDERIVACION DE UNA FUNCION COMPUESTA

Sea g una funcién cuyo recorrido o rango es un intervalo /, y sea f una funcién con-
tinua en /. Si g es derivable en su dominio y F es una antiderivada o primitiva de f
en I, entonces

st as = et +
Siu = g(x), entonces du = g'(x) dx y

ff(u) du = Fu) + C.

Los ejemplos 1 y 2 muestran cémo aplicar directamente el teorema 4.13, reconociendo
la presencia de f