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Prefacio

Objetivos

Mi objetivo en este libro es presentar los principios de disefio y anélisis estadistico
para estudios cientificos comparativos dirigidos a estudiantes de posgrado en cien-
cias experimentales y estadistica aplicada. En esta segunda edicion se agregé el
titulo principal Disefio de experimentos, para que se identificara mejor y se con-
servo el titulo original para dar un panorama del objetivo del libro. Principios
estadisticos de disefio y andlisis de investigacion describe la filosofia de que los
experimentos comparativos exitosos tienen objetivos definidos con claridad que
pueden estudiarse con la eleccion adecuada de los disefios de tratamiento. Ade-
mas, el disefio del experimento seleccionado al tomar en cuenta el disefio del trata-
miento debe proporcionar el disefio mas eficiente en el contexto del experimento y
los recursos de que dispone el cientifico. Yo llamo a este proceso disefio de la
investigacion —el esfuerzo total en un estudio que incluye el planteamiento de la
hipdtesis de investigacion, la eleccidn del disefio de tratamientos para estudiar
la hipotesis de investigacion y la seleccion del disefio del experimento para facili-
tar la recoleccion eficiente de datos.

Orientacién y antecedentes

El libro esta orientado a las aplicaciones, usa los resultados de teorias establecidas
y no incluye los desarrollos tedricos. Tiene una orientacidn de disefio clasico que
intenta introducir al estudiante a los principios y disefios fundamentales. Estas
bases constituyen los ingredientes necesarios para que los investigadores en esta-
distica y quienes la practican realicen la innovacion continua, el mejoramiento y la
ampliacion del desarrollo de estrategias utiles y eficientes para la investigacion.
El libro supone una familiaridad razonable con algebra universitaria y el prerre-
quisito de un curso introductorio a los métodos estadisticos que incluye las ideas
basicas de muestreo aleatorio, leyes de probabilidad, intervalos de confianza, prue-
bas ¢, analisis de variancia, regresion y pruebas F.

xi
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Ejemplos y ejercicios

Los ejemplos y ejercicios se basaron en estudios de investigacion reales siempre
que fue posible. Cerca de la mitad de ellos con conjuntos de datos comprenden
aplicaciones a varias ciencias agricolas y biolégicas, mientras que la otra mitad se
refiere a aplicaciones de la investigacién en ingenieria, la industria y quimica.

Estructura y cobertura

El primer capitulo hace hincapié en el papel de las ciencias estadisticas en las
etapas de planeacion del estudio de investigacion. Los capitulos 2 a 7 hacen énfa-
sis en la asociacion entre las hipdtesis de investigacion y los disefios de tratamien-
to y su analisis en las condiciones mas sencillas de los disefios totalmente
aleatorizados. Los capitulos 8 a 17 presentan desarrollos de disefios de experimen-
tos y su analisis con estructuras de bloqueo sencillas en los primeros capitulos
hasta llegar a las mas complejas y especializadas en los Gltimos. Se tuvo cuidado
de preservar el paradigma de disefio de la investigacion con ejemplos cientificos
diversos para ilustrar la mayoria de los temas en cada capitulo. Se proporciona al
lector un recordatorio consistente de la conexion entre los objetivos de investiga-
cion, el disefio estadistico y el analisis que cumple con esos objetivos. Asimismo,
se dan las interpretaciones de los analisis.

Nuevo en la segunda edicion

El capitulo 1 es clave para todo lo que sigue en el libro ya que establece la relacién
entre las hipotesis de investigacion y los disefios de tratamientos, réplicas, asigna-
ciones aleatorias y practicas de control local para construir el escenario de los
siguientes capitulos. En esta edicion se da el crédito adecuado a sir Ronald A.
Fisher y su articulo fundamental publicado en 1926, que consolida sus conceptos
unificados para las inferencias validas de los experimentos designados. Se agregd
el estudio de un caso que ilustra la aplicacién de los principios de disefio presenta-
dos en las secciones de este capitulo.

Se incluyeron presentaciones nuevas y actualizadas, notas aclaratorias (espero)
y referencias actualizadas de muchos temas, en varios lugares de esta edicion. Se
hicieron algunos cambios para mejorar la apariencia global que incluyen un forma-
to genérico de la tabla de anélisis de varianza en lugar de las impresiones de compu-
tadora. También se eliminaron algunas ilustraciones con datos para calculos con
calculadoras manuales de la suma de cuadrados del anélisis de varianza basico.

Los programas de computadora surgen de manera constante en términos de
los que hacen, la interaccidn con el usuario y el despliegue de los resultados. Exis-
te abundancia de programas comerciales para ayudar al disefio de experimentos
para bloques completos e incompletos, factoriales fraccionarios, mezclas, superfi-
cies de respuesta y otros, incluso los esquemas de aleatorizacién. Los programas
para el analisis son atin mas numerosos. Elegir un paquete de software especifico
parece ser algo personal y es algo que mejor se omite en un libro de esta natura-
leza.
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Se proporcionan indicadores de metodologia avanzada para la eleccién del
analisis, como métodos a menudo basados en la maxima posibilidad, como los de
estimacion de las componentes de varianza en el capitulo 7, los programas
de modelos mixtos para parcelas divididas en el capitulo 14 y opciones para las
matrices de covarianza para medidas repetidas en el capitulo 15. Se agreg6 un
fragmento sobre el modelo lineal generalizado en el capitulo 4 para que ¢l estu-
diante sepa que existen modelos y métodos que no requieren la suposicion de dis-
tribucion normal. Incluye referencias de varios libros sobre el analisis del modelo
generalizado con disefio especial para los usuarios de este modelo.

Se actualizo la inferencia estadistica simultdnea en el capitulo 3 con el estudio
de las distintas fuerzas de inferencia disponibles al experimentador para el analisis
posterior de los métodos de varianza. El nivel de intervalo de confianza de la infe-
rencia con intervalos simultaneos es la opcién preferida de inferencia en compara-
ciones multiples, seguida de las desigualdades de confianza que se usaron en la
primera edicion. Se proporcionan algunas inferencias en el capitulo 3 para otras
pruebas que requieren software (ahora incluido en algunos paquetes) para calcular
los valores criticos de la prueba, pero que proporcionan alternativas mucho mejo-
res que las antiguas.

En el capitulo 4 se agregaron las gréaficas de localizacién-dispersion para ayu-
dar a la evaluacién de las suposiciones de varianza homogénea, y se incluy¢ la
grafica de dispersion de residuales ajustados para evaluar el ajuste del modelo. El
modelo mixto no restringido es ahora el modelo elegido para los disefios del capi-
tulo 7, por la razon de que es la extension natural de los disefios balanceados y no
balanceados. Quizi es trivial la preocupacidn de algunos, pero es un tema con una
division pareja entre los modelos “restringidos” y “no restringidos”.

Se aniadieron los disefios de bloques incompletos con solucion, latinizados en
la seccion de disefio ciclico del capitulo 10. Estos disefios ofrecen una nueva di-
mensién para el control del bloqueo para los disefios alfa, y preservan al mismo
tiempo la ortogonalidad para ese criterio de bloqueo. Se incluyeron varias paginas
sobre la filosofia del método general de Taguchi en el capitulo 12. Aunque el mé-
todo de Taguchi es muy especializado para la comunidad de investigacién en ma-
nufactura, tiene algunos componentes de disefio y analisis que deben reconocerse.
Un ejemplo con pendientes heterogéneas entre los grupos de tratamiento para la
covariada se agrego en el capitulo 17 para ampliar la presentacion de las suposi-
ciones del analisis de covarianza.

Agradecimientos

Estoy en deuda con muchas personas que contribuyeron en forma directa o indi-
recta al desarrollo de este libro. Doy las gracias a mis mentores en las universida-
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la preparacion del manuscrito original y con Harika Basaran por preparar en la
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mi especial aprecio a Alex Kugushev por su dedicacion a la excelencia. Deseo
expresar mi gratitud a Carolyn Crockett, quien confio6 en la viabilidad del libro y
promovié la segunda edicién. Doy las gracias a Kimberly Raburn por su valiosa
guia en todas las cosas importantes durante el proceso de revision. Por ultimo,
reconozco las criticas y sugerencias utiles de muchos revisores de ambas edicio-
nes, entre ellos Richard Alldredge, Daniel C. Coster, Shu Geng, Robert Heckard,
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Southward.
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1 Principios para el disefio de investigaciones

Todas nuestras actividades asociadas con planear y realizar estudios de investigacién tie-
nen implicaciones estadisticas. Los principios que se presentan en el capitulo 1 constituyen
la base para la estructura de un estudio de investigacion; a su vez, esa estructura define la
funcion del estudio. Si la estructura es razonable, el estudio funcionara de manera adecua-
da y se obtendra la informacién para la que fue disefiado. Si la estructura tiene falias, el
estudio no funcionara bien y presentara informacién incompleta o errénea. Los principios
estadisticos son los asociados con la recoleccién de aquellas observaciones que proporcio-
nen la mayor cantidad de informacién para el estudio de investigacién de una manera efi-
ciente. Incluyen el disefio de tratamientos, el control local de |a variabilidad, el nimero de
réplicas, la aleatorizacion y la eficiencia de los experimentos.

1.1 El legado de sir Ronald A. Fisher

Nadie ha tenido tanto impacto en los principios estadisticos del disefio de experi-
mentos en su tiempo como Ronald A. Fisher. En octubre de 1919, Fisher fue con-
tratado en Rothamsted Experimental Station, cerca de Harpenden, Inglaterra. Le
pidieron que trabajara con ellos de seis meses a un afio, para aplicar un exhaustivo
analisis estadistico a los datos de investigaciones agricolas que el personal habia
recolectado.

Fue durante su ejercicio en Rothamsted, donde permaneci6 hasta 1933, que
desarrollo y consolidoé los principios basicos de disefio y analisis que hasta la fe-
cha son pricticas necesarias para llegar a resultados de investigacion validos. De
1919 a 1925 estudid y analiz6 experimentos relativos al trigo que se habian reali-
zado desde 1843. De sus investigaciones estadisticas de éstos y otros experimen-
tos, Fisher desarrolld el analisis de varianza y unificé sus ideas basicas sobre los
principios del disefio de experimentos.

En 1926 publicé el primer resumen completo de sus ideas en el articulo “The
Arrangement of Field Experiments” (Fisher, 1926); en ese importante articulo des-
cribié tres componentes fundamentales de los experimentos en el drea de pruebas
agricolas: control local de las condiciones de campo para reducir el error experi-
mental, replicaciéon como un medio para estimar la varianza del error experimen-

1
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tal y aleatorizacién para obtener una estimacion valida de esa varianza. Aunque
la replicacion y el control local se aplicaban en ese tiempo, sus justificaciones
respecto a la varianza del error experimental eran conceptos relativamente nuevos.
La aleatorizacion fue un concepto radicalmente nuevo que se encontrd con el es-
cepticismo y la resistencia de sus contemporaneos, quienes en su mayor parte no
entendian sus implicaciones estadisticas. Estos conceptos se estudiaran con deta-
lle en las siguientes secciones de este capitulo.

Dos libros de Fisher que surgieron a partir de sus experiencias en Rothamsted,
se convirtieron en consulta obligada para los investigadores durante el disefio y
analisis de estudios experimentales. Statistical Principles for Research Workers
(Principios estadisticos para investigadores) se publico por primera vez en 1925
(Fisher, 1925), con 13 ediciones subsecuentes; y Design of Experiments (Disefio
de experimentos), se publicé 10 afios mas tarde (Fisher, 1935), con 7 ediciones
posteriores. Sus contribuciones al disefio de experimentos fueron sélo unas cuan-
tas entre las que hizo a la ciencia de la estadistica. Una biografia con sus experien-
cias, escrita por una de sus hijas (Box, 1978), le rinde homenaje como cientifico
consumado.

1.2 Planeacién de la investigacion

Un programa de investigacién es un esfuerzo organizado de un cientifico pa-
ra adquirir conocimientos sobre un proceso natural o artificial. El programa com-
pleto puede necesitar de muchos estudios individuales, cada uno con objetivos
especificos. Normalmente, los estudios individuales responden preguntas y pro-
porcionan piezas de informacion afines que, en conjunto, satisfacen las metas del
programa. El disefio y el analisis de los estudios de investigacién individuales son
el objeto de atencién de este libro.

La buena planeacion ayuda al cientifico a organizar las tareas necesarias para
un estudio de investigacidn. El estudio individual exige que el cientifico tome una
serie de decisiones criticas. Examinemos a un cientifico de nutricion que desea
mejorar el método normal para evaluar la calidad nutricional de diferentes fuentes
de proteinas. Aunque existia un procedimiento estdndar de evaluacion aceptable,
con una definicion bastante rigida dada por sus colegas, planted la hipotesis de
que la sustitucion de ratas por ratones como animal de prueba era mas eficiente en
término de costo y tiempo. Un examen de su hipotesis requeria un estudio para
determinar si los ratones eran mas eficientes. Entre las decisiones criticas que
debia tomar estaban el numero de ratones y ratas que usaria, la cantidad de protei-
na en las dietas, las distintas fuentes proteinicas necesarias para validar el nuevo
protocolo, la duracidn del experimento y el numero de réplicas del mismo.

Los planes documentados previenen omisiones

No es posible exagerar la importancia de desarrollar un plan por escrito. La con-
sulta frecuente de un documento previene las omisiones graves; también sera util
para insertar notas y cualquier alteracion relacionada con los detalles especificos
del plan original.

1.3
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Al iniciar el estudio, el investigador sagaz desarrolla una lista de verificacion
de aspectos concretos; algunos de los que suelen incluirse son:

+ objetivos especificos del experimento

+ identificacion de los factores que influyen y cuéles de ellos varian y cuales per-
manecen constantes

+ caracteristicas a medir
« procedimientos particulares para realizar las pruebas o medir las caracteristicas
» numero de repeticiones del experimento basico a realizar

» recursos y materiales disponibles.
y p

Bicking (1954) presenta una detallada lista de verificaciéon para planear un
estudio de investigacion que se puede consultar como guia para desarrollar
un plan escrito.

Preguntas sencillas para enfocar las actividades

Las preguntas sencillas, pero que impliquen un reto, auxilian en el proceso de
disefio, aunque se tenga una hipdtesis de investigacion bien definida como moévil
del estudio de investigacion.

Las preguntas que centran nuestra atencion a través del proceso de disefio
incluyen: “;Cudl es mi objetivo?”, “;Qué quiero saber?” y “;Por qué quiero saber-
10?”. Las preguntas de seguimiento productivo para cada actividad en el proceso,
tales como: “;Como voy a realizar esta tarea?” y “; Por qué hago esta tarea?”, diri-
gen la atencion a definir el papel de cada actividad en el estudio de investigacion.

Las componentes del estudio se analizaran por separado en las siguientes
secciones, pero estan interrelacionadas y en un estudio real el investigador debe
integrarlas. Para empezar, a continuacion se establece el vocabulario concreto que
se usara para expresar las ideas.

1.3 Experimentos, tratamientos y unidades experimentales

La comunicacidn correcta requiere que ambas partes respondan a un vocabulario
comun con un mismo significado. Esta seccion establece la interpretacion de al-
gunos términos y conceptos comunes al aplicarlos a los estudios de investigacion
cientifica.

Para el proposito de este libro, un experimento debe limitarse a investigacio-
nes que establecen un conjunto particular de circunstancias, bajo un protocolo
especifico para observar y evaluar las implicaciones de las observaciones resul-
tantes. El investigador determina y controla los protocolos de un experimento para
evaluar y probar algo que en su mayor parte no se conoce hasta ese momento.

El experimento comparativo es el tipo de experimento que utilizan los inves-
tigadores en areas como biologia, medicina, agricultura, ingenieria, sicologia y



4 CAPITULO 1

PRINCIPIOS DE DISENO EN INVESTIGACION

otras ciencias experimentales. El adjetivo comparativo implica que se establezca
mads de un conjunto de circunstancias en el experimento y que se comparen entre si
las respuestas a las diferentes circunstancias.

Los tratamientos son el conjunto de circunstancias creados para el experi-
mento, en respuesta a la hipotesis de investigacion y son el centro de la misma.
Entre los ejemplos de tratamientos se encuentran dietas de animales, producciéon
de variedades de cultivos, temperaturas, tipos de suelo y cantidades de nutrientes.
En un estudio comparativo se usan dos o mas tratamientos y se comparan sus efec-
tos en el sujeto de estudio.

La unidad experimental es la entidad fisica o el sujeto expuesto al tratamien-
to independientemente de otras unidades. La unidad experimental, una vez ex-
puesta al tratamiento, constituye una sola réplica del tratamiento.

El error experimental describe la variacion entre las unidades experimenta-
les tratadas de manera idéntica e independiente. Los distintos origenes del error
experimental son: 1) la variacion natural entre unidades experimentales; 2) la va-
riabilidad en la medicidn de la respuesta; 3) la imposibilidad de reproducir las
condiciones del tratamiento con exactitud de una unidad a otra; 4) la interaccion
de los tratamientos con las unidades experimentales, y 5) cualquier otro factor
externo que influya en las caracteristicas medidas.

Una prueba de alimentacion a reses proporciona un ejemplo de la variacion
natural entre las unidades experimentales; dos reses de la misma cria y vacada
reciben la misma cantidad de alimento, pero durante el lapso de un mes una engor-
da 2 libras al dia y la otra 2.3.

La imposibilidad de reproducir el tratamiento con exactitud se da cuando las
réplicas de los tubos de ensayo se preparan de modo independiente, con la misma
mezcla de compuestos, y el peso de los productos quimicos obtenidos en cada tubo
difiere en 0.1 microgramo (ug). Los procesos en pipetas o basculas no son exactos,
por lo tanto, introducen una pequeiia variacion durante la preparacion del tratamiento.

Un importante objetivo de los calculos estadisticos es lograr una estimacion
de la varianza del error experimental. En su forma mas simple, el error experi-
mental es la varianza en unidades de las observaciones del experimento, cuando
las diferencias entre éstas se pueden atribuir sélo al error experimental. Muchos
de los procedimientos estadisticos usados requieren una estimacion de esta varianza,
como las estimaciones del intervalo de confianza para una media y las pruebas ¢
de Student de dos muestras, para la hipdtesis de que no hay diferencias entre las
medias de dos poblaciones en tratamiento.

Los estudios por observacién comparativos son aquellos para los que desea-
riamos hacer un experimento, pero no es posible por razones practicas o éticas.
El investigador tiene en mente condiciones o tratamientos que tienen efectos
causales en sujetos para los que no es posible efectuar experimentos hasta obtener
respuestas. Los investigadores de las ciencias sociales, ecologia, vida silvestre,
vida marina y otros recursos naturales, a menudo han de llevar a cabo estudios por
observacion en vez de la experimentacion directa. Tal vez la unidad basica de estu-
dio en la investigacion sean sujetos humanos, animales individuales, habitats u
otros microcosmos, que tienen el papel de unidad experimental en los experimen-
tos disefiados.

14 L;
d
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Los sujetos se autoseleccionan en grupos identificables, o sencillamente exis-
ten en sus circunstancias particulares; estos grupos o circunstancias se usan como
clasificaciones del tratamiento en el estudio por observacion. Por el contrario, el
investigador asigna los tratamientos para las unidades experimentales del experi-
mento disefiado. Por ejemplo, para estudiar la nitrificacion de suelos a partir de
grupos puros y mixtos de pinos y robles, un cientifico escoge grupos ya existentes
de las dos especies y recolecta las observaciones necesarias en los sitios seleccio-
nados. En este caso, un experimento real es impractico porque requiere una gran
cantidad de tiempo establecer grupos de arboles maduros.

En ocasiones, las consideraciones éticas impiden el uso de experimentos en
sustitucion de los estudios por observacion. Considerando un estudio para compa-
rar la severidad de las lesiones por accidentes automovilisticos cony sin el cinturén
de seguridad puesto; seria clara la falta de ética si se asignara al azar un tratamien-
to de personas “con cintur6n” y “sin cinturén” y después se provocaran colisiones
de los autos contra una pared de concreto, tampoco habria quién se prestara para
esto. En su lugar, los investigadores se apoyan en los datos de lesiones en los acci-
dentes y comparan los datos de “cinturén puesto” y “sin cinturon”.

La naturaleza de la inferencia cientifica es la diferencia principal entre un
experimento disefiado y un estudio por observacion. En el experimento disefiado
suele ser posible asignar las relaciones causales entre las respuestas y los trata-
mientos; mientras que los estudios por observacion se limitan a asociar las relacio-
nes entre las respuestas y las condiciones del tratamiento.

1.4 La hipétesis de investigacion genera el diseiio
de los tratamientos

La hipétesis de investigacion establece un conjunto de circunstancias y sus conse-
cuencias. Los tratamientos son una creacion de las circunstancias para el experi-
mento. Asi, es importante identificar los tratamientos con el papel que cada uno
tiene en la evaluacion de la hipotesis de investigacion. Sino se logra delinear con
claridad esta hipoétesis y el objetivo del estudio, puede haber dificultades en la
seleccion de los tratamientos y experimentos sin éxito.

Relacion entre los tratamientos y las hipdtesis

Cuando se eligen los tratamientos adecuados en respuesta a una hipdtesis de in-
vestigacion, es posible comprender mejor los mecanismos fundamentales, ya sean
fisicos, quimicos bioldgicos o sociales. En algunos casos, el objetivo puede ser
“escoger al ganador” para encontrar un tratamiento que proporcione la respuesta
deseada; en otros casos, el experimento se usa para aclarar los mecanismos bési-
cos asociados con los tratamientos, en términos de su influencia sobre las varia-
bles de respuesta medidas. En este Gltimo caso, una hipétesis solida motiva la
seleccion de los tratamientos.

Es forzoso que el investigador se asegure de que los tratamientos elegidos
concuerden con la hipétesis de investigacion. Puede ser suficiente —y mas senci-
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llo— disefiar un estudio sélo para descubrir el mejor tratamiento. Sin embargo,
con poco esfuerzo adicional puede obtenerse aiin mas informacion fundamental
del experimento en respuesta a la hipotesis de investigacion.

A continuacion se presentan tratamientos, usados en el marco de investigacio-
nes reales, generados por hipotesis de investigacion:

+ Se estudio la cinética de bebida de las abejas productoras de miel a diferentes
temperaturas ambientales, para responder a la hipotesis de que la energia reque-
rida al reunir comida para la colonia era independiente de la temperatura.

» La supervivencia de siembras de Euphorbia atacadas por un patdgeno del suelo
se determino para distintos tipos de tratamientos de fungicida, en respuesta a la
hipétesis de que no todos los fungicidas tienen la misma eficiencia para contro-
lar tal patégeno.

» En ingenieria de transito, se evaluaron varios métodos para medir los retrasos
del transito en intersecciones con diferentes tipos de configuraciones en los se-
maforos, en respuesta a la hip6tesis de que el método para medir retrasos depen-
dia del tipo de configuracion usada en la sefializacion.

 El desarrollo de 1a adaptacion social en nifios pequefios se midid segln su rela-
cién con: 1) educacion de los padres, 2) ingresos de los padres, 3) estructura
familiar y 4) edad del nifio, para analizar una compleja hipdtesis de investiga-
cién de qué ciertas caracteristicas demograficas familiares afectan de manera
favorable el desarrollo de un niiio.

Observe que en algunas situaciones de investigacion los tratamientos son con-
diciones impuestas por el investigador, como las del estudio de las abejas y la
supervivencia de las semillas; mientras que en los estudios de ingenieria de transi-
to y del desarrollo de los nifios, los tratamientos corresponden a las condiciones
presentes. Ya sea que el investigador realice un experimento disefiado o un estudio
por observacion, su tarea es seleccionar los tratamientos apropiados para respon-
der a la hipotesis de investigacion.

Muchas veces se requieren tratamientos adicionales para evaluar por completo
las consecuencias de la hipdtesis. Una componente importante de muchos disefios
de tratamiento es el tratamiento de control, que se explica en la siguiente seccion.

Los tratamientos de control son un punto de referencia

El tratamiento de control es un punto necesario para evaluar el efecto de los
tratamientos experimentales; existen diversas circunstancias en las que el trata-
miento de control es util y necesario.

La condiciones del experimento pueden ser un obstaculo para la efectividad
de tratamientos experimentales que, en general, han sido efectivos. Un control al
que no se da tratamiento revelara las condiciones en las que se efectud el experi-
mento. Por ejemplo, los fertilizantes con nitrégeno suelen ser efectivos, pero no
produciran respuestas en campos con alta fertilidad. Un control de fertilizante sin
nitrogeno sefialara las condiciones basicas de fertilidad del experimento.
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En ocasiones, los tratamientos requieren la manipulacién de las unidades ex-
perimentales o sujetos cuando esa sola manipulacion puede producir una respues-
ta. En estos casos, los controles placebo establecen una base para la efectividad
del tratamiento. La unidad o sujeto placebo se procesa de la misma manera que las
unidades en tratamiento, pero sin incluir en su protocolo el tratamiento activo.
Uno de los experimentos de salud mas famosos, las pruebas de campo en 1954 de
la vacuna Salk contra la poliomielitis, usdé controles placebo o inocuos en cerca
de la mitad de las areas de prueba en Estados Unidos. El placebo se prepard con
una apariencia igual a la de la vacuna, pero sin la actividad antigénica. Los sujetos
placebo se inocularon de la misma forma que los sujetos que recibieron la vacuna
(Tanur et al., 1978).

Por ultimo, el control puede representar una practica normal con la que se
puede comparar ¢l método experimental. En algunas situaciones ¢s necesario in-
cluir dos tipos de control distintos. Por ejemplo, el no tratamiento y el tratamiento
placebo pueden indicar el efecto de manipular la unidad experimental en ausencia
de tratamiento.

El diseiio de tratamientos con miltiples factores amplia las inferencias

En el articulo “The Arrangement of Field Experiments”(Arreglo de los experimen-
tos de campo), Fisher (1926) observo que el proverbio mas repetido respecto a los
experimentos de campo era el que decia:

Debemos hacer algunas preguntas a la naturaleza, y de preferencia, una a la vez.

Fisher estaba convencido de que se trataba de un punto de vista equivocado. A este
respecto escribio: “la naturaleza... respondera mejor a un cuestionario concebido
logica y cuidadosamente; en realidad, si le planteamos una sola pregunta, se rehu-
sara a responder hasta que se analice algun otro tema”.

El entendia que en los sistemas naturales no se sabe si la influencia de un
tratamiento es independiente de otra o si su influencia se relaciona con la varia-
cion de otros tratamientos. En consecuencia, las condiciones en las que se compa-
ran los tratamientos pueden ser aspectos importantes del disefio.

Por ejemplo, en un estudio de la cantidad de nitréogeno que la bacteria Risobium
fija en el suelo, una comparacion interesante fue la cantidad de nitréogeno produci-
da en suelos salinos, sddicos y normales. Sin embargo, se sabia que las condicio-
nes de temperatura y humedad en el suelo afectaban la produccion de nitréogeno.
De hecho, las condiciones optimas de temperatura y humedad bien podian ser
diferentes para cada tipo de suelo. En consecuencia, el experimento se establecio
para examinar la produccioén de nitrégeno a varias temperaturas, combinadas con
distintas condiciones de humedad para cada suelo. Los disefios del tratamiento en
este tipo de experimentos se conocen como tratamientos con disefios factoriales,
en el que un conjunto de tratamientos, digamos suelos, se prueba con uno o mas
conjuntos de tratamientos, como humedad y temperatura.

Un factor es un grupo especifico de tratamientos: temperatura, humedad y
tipos de suelo se consideran un factor cada uno. Las diversas categorias de un
factor se denominan niveles del factor. Los niveles de temperatura son 20°C, 30°C



8 CAPITULO1

PRINCIPIOS DE DISENO EN INVESTIGACION

y 40°C; mientras que los niveles del tipo de suelo son normal, salino y sodico. Un
factor cuantitativo tiene niveles asociados con puntos ordenados en alguna escala
de medicion, como temperatura. Los niveles de un factor cualitativo representan
distintas categorias o clasificaciones, como tipo de suclo, que no se pueden aco-
modar conforme alguna magnitud.

El arreglo factorial consiste de todas las combinaciones posibles de los nive-
les de los factores de tratamiento. Por ejemplo, el arreglo factorial de tres niveles
de temperatura con tres niveles de tipo de suelo consiste en 3 X 3 = 9 combinacio-
nes de tratamiento factorial, que son:

(20°C, normal) (30°C, normal) (40°C, normal)
(20°C, salino) (30°C, salino) (40°C, salino)
(20°C, sodico) (30°C, sddico) (40°C, sodico)

Con este arreglo, el investigador pudo evaluar la produccion de nitrégeno en
cada tipo de suelo y determinar la influencia de las condiciones de temperatura
en la produccion relativa por tipo de suelo. Ademads, fue posible evaluar por sepa-
rado la influencia de la temperatura en la produccion de nitrogeno. El analisis
estadistico de los arreglos factoriales se estudiara en los capitulos 6 y 7.

1.5 Control local de errores experimentales

Los principales objetivos de la mayoria de los experimentos son las comparacio-
nes claras y exactas entre tratamientos a través de un conjunto apropiado de condi-
ciones. Estos objetivos requieren estimaciones precisas de las medias y poderosas
pruebas estadisticas; al reducir la varianza del error experimental aumenta la posi-
bilidad de lograrlos. El control local describe las acciones que emplea un investi-
gador para reducir o controlar el error experimental, incrementar la exactitud de
las observaciones y establecer la base de la inferencia de un estudio.

El investigador controla: 1) técnica, 2) selecciéon de unidades experimentales,
3) bloquizacién o aseguramiento de la uniformidad de informacion en todos los
tratamientos, 4) seleccion del disefio experimental y 5) medicion de covariados. A
continuacion se analizara cada aspecto con mas detalle.

La técnica afecta la variacion y el sesgo

Si las tareas experimentales se realizan sin una planeacién cuidadosa, las observa-
ciones mostraran un incremento en la variacidon. Las técnicas incluyen tareas
sencillas como una medicidn exacta, la preparacion de medios, obtencion de solu-
ciones o calibracién de instrumentos. En un nivel mas complejo, el investigador
puede contar con varios métodos o instrumentos de laboratorio para medir propie-
dades quimicas o fisicas. Los métodos pueden variar en exactitud, precision y al-
cance de aplicacion. El investigador debe elegir el método o instrumento que le pro-
porcione las observaciones mas precisas dentro de los recursos presupuestados.
Cuando la técnica tiene un efecto adverso en la precision, las varianzas esti-
madas del error experimental se incrementan de manera innecesaria. Las observa-
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ciones lejanas de la media, causadas por el registro de errores o por condiciones
ambientales extremas, pueden aumentar la variaciéon. Cualquiera que sea la causa,
el investigador debe decidir si incluir o no estas observaciones en el analisis.

Por otro lado, tal vez no exista un patron discernible en las observaciones dis-
tinto a un incremento general en su variabilidad. Este tipo de aumento en la varia-
cion puede sefialar una técnica equivocada en el curso del experimento. El investi-
gador debera verificar la seleccion de las unidades experimentales para el estudio,
el protocolo del tratamiento, las técnicas de medicidon y el personal, en busca de
fuentes de error y luego intentar hacer los ajustes necesarios.

Las técnicas pobres pueden afectar 1a exactitud de las observaciones y sesgar
los resultados. Mas aun, la variacion introducida en las observaciones por las téc-
nicas pobres, no necesariamente es aleatoria y por lo tanto, no estd sujeta a las
mismas leyes de probabilidad que se asocian con la inferencia estadistica.

La aplicacion uniforme de los tratamientos durante el experimento aumenta la
probabilidad de mediciones no sesgadas de sus efectos. Por ejemplo, se requiere
la ingestidn de cantidades uniformes de alimento para medir con exactitud las di-
ferencias entre las dietas de los animales. Es necesario aplicar cantidades unifor-
mes de fertilizante a las parcelas para medir con precision las diferencias en la
cosecha debidas a éste.

Seleccién de unidades experimentales uniformes

Las unidades experimentales heterogéneas producen valores grandes en la varianza
del error experimental. La comparacion precisa entre los tratamientos requiere la
seleccion de unidades experimentales uniformes para reducir el error experimen-
tal. Sin embargo, una seleccidon demasiado restringida puede producir condiciones
de uniformidad artificiales. Un conjunto estrecho de condiciones restringe la ba-
se de inferencia del estudio. Entonces, para asegurar una confiabilidad razonable
de las conclusiones del experimento, es deseable que las unidades representen una
variedad suficiente de condiciones, sin que aumente innecesariamente la hetero-
geneidad de las unidades experimentales.

La naturaleza del experimento sefiala el equilibrio entre la variedad de las con-
diciones y la uniformidad de las unidades. Por ejemplo, la seleccion de plantas en
un estudio de su crecimiento se puede examinar en ¢l conjunto de condiciones
en el cual se espera cultivar las variedades; asi, las condiciones pueden ser muy
diversas. Si las selecciones se examinan en varios sitios lejanos entre si, la unifor-
midad en cada lugar cobra importancia. La uniformidad de las unidades en un
experimento con vacas lecheras requiere elegir vacas de la misma cria, en la mis-
ma etapa de lactancia y con un nimero similar de lactancias.

La segregacion en bloques (bloquizacion) para reducir la variacion
del error experimental

Fisher (1926) asegur6 que no habia que desistir de alguna ventaja para obtener una
estimacion valida del error, pero que eran necesarias dos cosas:
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a) hacer una distincion clara entre las componentes del error que debian eliminarse en el campo
y las que no debian eliminarse... b) modificar el proceso estadistico de la estimacion del error
de manera que los componentes del error que se eliminaron en el campo sean igualmente
eliminados en el laboratoro estadistico.

La bloquizacién proporciona control local del ambiente para reducir el error
experimental. Las unidades experimentales se agrupan de manera que su variabili-
dad dentro de los grupos sea menor que entre las unidades antes de agruparlas. La
practica de bloquizar o agrupar las unidades experimentales en conjuntos homo-
géneos, va de la mano con la seleccion de las unidades experimentales para tener
uniformidad. Los tratamientos se comparan entre si dentro de los grupos de unida-
des en un entorno mas uniforme y las diferencias entre ellos no se confunden con
las grandes discrepancias entre las unidades experimentales. En el analisis esta-
distico es posible separar el error experimental de la variabilidad asociada con las
diferencias del entorno entre los grupos de unidades.

Las unidades experimentales se bloquizan en grupos de unidades simila-
res, con base en un factor o factores que se espera o se sabe que tienen alguna
relacion con la variable de respuesta o con la medicion que se supone responde de
manera diferente a los diversos tratamientos.

Cuatro importantes criterios para la bloquizacion

Los cuatro criterios que se usan con mas frecuencia para bloquizar unidades
experimentales son: 1) proximidad (parcelas vecinas), 2) caracteristicas fisicas (edad
0 peso), 3) tiempo, 4) administracion de tareas en el experimento.

La préctica de bloquizacion clasica se originé en los experimentos agricolas;
en los que las parcelas contiguas pertenecian a un grupo y cada uno de los trata-
mientos se asignaba a una parcela de ese grupo. Después, se usaba el segundo
grupo de parcelas contiguas de la misma manera, y asi sucesivamente, hasta tener
un disefic de bloquizacion completo.

El motivo principal para este tipo de bloquizacidn es que las parcelas cercanas
en campos de cultivo se parecen mas que las separadas por mayores distancias.
Algunos patrones de variabilidad pueden requerir arreglos diferentes para reducir
el error experimental.

Otra unidad de bloquizacidn natural esta determinada por la camada de
los animales. El tamafio de la camada en algunas especies permite asignarle
varios tratamientos. Se aprovecha el peso como un factor de bloquizacion
en experimentos con animales si su variacion se amplifica en la variable de res-
puesta.

Los experimentos industriales requieren lotes homogéneos de materia prima.
La replicacion de un experimento puede necesitar mas materia prima que la pro-
porcionada por un lote y la variacién de un lote a otro puede aumentar el error
experimental. Un lote lo suficientemente grande para una réplica de todos los tra-
tamientos puede servir como unidad de bloquizacién.

La bloquizacién se usa para dividir el experimento en unidades de tamafio
razonable y administrar de manera uniforme el tiempo o las tareas. Los dias son
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unidades de bloquizacion convenientes solo si se puede cultivar en el campo o
procesar en el laboratorio una réplica de los tratamientos durante un solo dia.

Los técnicos pueden servir como unidades de bloquizacion individual para
evitar confundir la variabilidad del observador o técnico con la de los tratamien-
tos. Puede asignarse a cada persona una réplica de cada tratamiento, cuando se
dispone de varias para el registro de datos o el analisis del laboratorio.

Una demostracion de la reduccion de la varianza
mediante bloquizacion

Una prueba de uniformidad muestra la posible efectividad que puede tener
la bloquizacién en la reduccion de la varianza dentro de un estudio de investiga-
cion. En esencia, la prueba de uniformidad es un experimento en el que las unida-
des experimentales se miden sin someterlas a un tratamiento. Por ejemplo, una
prueba de uniformidad clasica en agricultura es un campo de trigo de la misma
variedad, dividido en parcelas con las mismas dimensiones. Se mide la cosecha de
trigo en cada parcela. Como la variacién en los campos agricolas normalmente
ocurre en gradientes, se determina qué grupos de parcelas adyacentes tienen la
menor varianza. En los experimentos de los afios siguientes es posible asignar los
tratamientos en grupos de parcelas similares, segun los resultados de la prueba de
uniformidad.

De manera similar, en la medida de interés o alguna variable conocida que se
sabe que tiene una relacién estrecha con esa medida, la observacion de la
linea base previa a la aplicacion de tratamientos es equivalente a una prueba de
uniformidad para propoésitos de bloquizacién. Por ejemplo, las medidas de peso,
edad, composicion quimica o niveles de colesterol previas a la administracion del
tratamiento, pueden ser adecuadas como criterio de bloquizacién si tienen una
relacion estrecha con la medida de interés o son en si una medida de interés.

Supongamos que en una prueba de uniformidad se tienen observaciones de
diez unidades o de mediciones previas al tratamiento: 43, 72, 46, 66, 49, 68, 50 76,
42 y 69. La media y la varianza de las observaciones en estas diez unidades son
X = 58 y s> = 175. Al agrupar las unidades en dos bloques segln el tamafio de las
que se midieron, se tiene

Bloque 1: 43, 46, 49, 50, 42 x = 46 s =125
Bloque 2: 72, 66, 68, 79, 69 x=70 s2 =152

Mientras que la varianza total entre las diez unidades era 175, en cada bloque se
redujo a 12.5 y 15.2, respectivamente. El componente de error eliminado por la
bloquizacion se reflejara en la varianza entre las medias de los dos bloques, 46 y
70. Se supone ahora que la variabilidad dentro de los bloques representa la
variacion natural que existe entre las unidades experimentales relativamente uni-
formes, sin la restriccion de las diferencias ambientales controlables. Del mismo
modo, la comparacién entre los tratamientos dentro de esos bloques no tendra in-
fluencia de esas diferencias ambientales controlables.
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Estrategias de asignacion por compatibilidad

El agrupamiento de las unidades a menudo usa estrategias de compatibilidad
para equiparar unidades similares. Los sujetos o unidades se eligen para cada tra-
tamiento por su similitud en todos los factores que pueden influir. Cada variable
que pueda influir en el valor de las caracteristicas a observar en los sujetos es
un candidato como variable a controlar. Los sujetos asignados tienen valores co-
munes para las variables a controlar, con la excepcion del tratamiento que se admi-
nistra.

Durante el disefio del estudio, las estrategias para asignar intentan lograr que
los sujetos sean similares en todos los factores que pueden sesgar en exceso la
comparacion de los tratamientos. La asignacion por compatibilidad uno a uno 'y
compatibilidad por clase son dos estrategias generales empleadas para la eleccion
de unidades o sujetos.

Con la estrategia por compatibilidad uno a uno (por parejas), para cada
sujeto de cada tratamiento se identifican parejas con sujetos que tienen los
mismos valores de las variables a controlar y se asignan a cada uno de los otros
tratamientos. Los valores de las variables a controlar pueden ¢legirse como:
1) valores exactos o 2) valores calibrados. Es posible encontrar valores exactos
con sujetos humanos en variables como género, profesion, uso del cinturén de
seguridad y nivel de educacion. Los valores exactos en un estudio del desempeiio
del transito en tramos de carretera son factibles en variables como numero de ca-
rriles, ancho de los mismos, presencia o ausencia de carril central y limites de
velocidad.

Los valores calibrados permiten cierta tolerancia en los valores de las varia-
bles comparadas. Es posible que un estudio sobre la manipulacién de un ecosistema
boscoso requiera que los sitios sean compatibles en composicion de especies, pen-
diente y aspecto. Es dificil lograr la compatibilidad exacta entre estos factores. Sin
embargo, quiza se consigan sitios con valores similares para algunas o todas las
variables de control comparadas, al grado de que la variacidon no tenga efectos
serios en la comparacidn de los tratamientos.

Una compatibilidad por clase se puede lograr a través de una estrategia de: 1)
frecuencias o de 2) medias. E1 método de frecuencia estratifica las unidades en
grupos con base en las variables de control. Supongamos que la edad es una varia-
ble de influencia potencial en un estudio con seres humanos. Estos sujetos se pue-
den estratificar a partir de una distribucion de frecuencias para sus edades, de
manera que haya un niimero suficiente de sujetos en cada estrato de edad para
asignarlos a todos los tratamientos.

La estrategia de compatibilidad por clase basada en las medias agrupa a los
sujetos o unidades de manera que tengan los mismos valores promedio de las va-
riables de control en cada grupo de tratamiento. Los animales experimentales se
pueden agrupar cuando su peso promedio es el mismo para todos los tratamientos.

La naturaleza de las investigaciones sefiala la estrategia de compatibilidad mas
efectiva y si ésta es el protocolo deseable. Los detalles de los métodos de compa-
tibilidad, sus ventajas y desventajas para estudios por observacién comparativos,
se pueden encontrar en Cochran (1983) y Fleiss (1981).
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El disefio experimental asigna los tratamientos

El diseiio experimental es el arregio de las unidades experimentales utilizado
para controlar el error experimental, a la vez que acomoda los tratamientos. Existe
en la literatura una amplia variedad de arreglos disefiados para controlar el error
experimental y se observa una tendencia natural a disefiar los experimentos de
acuerdo con disefios ya existentes. Pero desarrollar un disefio de experimento que
satisfaga la demanda del experimento que se estd realizando es una actitud mas
adecuada.

El logro de la maxima informacion, precision y exactitud en los resultados,
junto con el uso mas eficiente de los recursos existentes, es un principio a seguir
en la eleccidn del disefio adecuado del experimento.

La asociacion entre la asignacion de tratamientos y el disefio experimental se
ilustra en dos contextos diferentes. La primera ilustracion muestra como se aso-
cian tres tratamientos con seis unidades experimentales, donde cada tratamiento
se asigna a dos unidades. La segunda muestra la asignacion de tres tratamientos a
las seis unidades experimentales, después de bloquizarlas en dos conjuntos de tres
unidades homogéneas.

Disefio de experimentos sin bloquizar

Consideremos un experimento para comparar los efectos de tres aditivos de
gasolina, segun la emision de monoxido de carbono. Los motores de automovil se
usan como unidades experimentales y cada aditivo de gasolina se debe usar en dos
motores. La figura 1.1 muestra una representacion esquematica del disefio. Los
cuadros representan motores como unidades experimentales. Se administra uno de
los aditivos a un motor independientemente de los demas motores en el experi-
mento. Los tres tratamientos con aditivo se asignan al azar a los seis motores, dos
unidades para cada tratamiento.

Unidad experimental

1 3
= -

Aditivo A Aditivo B Aditivo C

Figura 1.1 Ilustracién de un disefio totalmente aleatorio, con tres tratamientos, con dos uni-
dades experimentales cada uno

Este disefio, conocido como disefio totalmente aleatorizado, es el mas senci-
llo. Los tratamientos se asignan a las unidades experimentales al azar. Cada unidad
experimental tiene la misma posibilidad de recibir cualquier tratamiento. La fun-
cién de aleatorizacion en el disefio de experimentos se estudia en la seccion 1.8.
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Experimentos con un solo criterio de bloquizacion

El disefio totalmente aleatorio proporciona poco control sobre la variacion del
entorno; varias clases de disefios genéricos emplean bloquizaciéon o el agrupa-
miento de unidades experimentales para controlarla. El disefio mas sencillo es la
bloquizacién totalmente aleatoria con un solo criterio de bloquizacion. Este di-
seflo usa una restriccion Unica sobre la asignacion aleatoria de los tratamientos a
las unidades experimentales; todos los tratamientos deben ocurrir igual nimero de
veces en cada bloque.

Consideremos el arreglo de las unidades en un disefio de bloqueo totalmente
aleatorio en un experimento para estudiar los efectos de tres dietas en el creci-
miento de ratones de laboratorio. Se eligieron tres ratones del mismo género entre
dos camadas. Estas se usaron como los bloques mostrados en la figura 1.2. Las
tres dietas se asignaron a los ratones de cada cria al azar.

Camada 1 Camada 2
Raon1  Ran2  Raton3 Ratbn4  Raton5  Raton6
Dieta A Dieta B Dieta C

Figura 1.2 Ilustracion de un disefio de bloques totalmente aleatorio, con tres dietas experi-
mentales en dos crias de ratones

El uso de una camada como bloque reduce la variacion del error experimental
porque aisla la variacién entre camadas de la variacién entre las dietas. Estas se
pueden comparar en condiciones uniformes cuando cada una de ellas se prueba en
la misma camada. Los detalles del diseiio de bloques totalmente aleatorio y su
analisis se presentan en el capitulo 8.

Covariadas para el control estadistico de la variaciéon

Las covariadas son variables relacionadas con la variable de respuesta que nos
interesa. La informacion de las covariadas se usa para establecer un control esta-
distico sobre la varianza del error experimental, mediante un procedimiento cono-
cido como andlisis de covarianza.

Anteriormente se sugirié que el peso de un cuerpo puede usarse como un cri-
terio de bloqueo. Una vez agrupados los animales segun su peso no se usan mas
esos valores. Pero el peso real se puede usar eficazmente para reducir las estima-
ciones del error en el modelo estadistico, en lugar o ademas de emplearlo para la
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bloquizacion. El peso del cuerpo seria una covariada del aumento de peso en el
experimento. Otros ejemplos de covariadas pueden ser las calificaciones
prestablecidas, la fertilidad de las parcelas, la cosecha del afio anterior en siem-
bras perenes o la pureza de la materia prima en un proceso quimico; todas pueden
variar de una unidad a otra. Cualquier atributo medible y que pueda tener una
relacion estadistica con la variable de interés primario, es un candidato para ajuste
covariado.

El primer requisito es que el tratamiento especifico usado en el experimento
no afecte a la covariada. En la practica, las covariadas se miden antes de aplicar los
tratamientos, antes de que éstos tengan tiempo de provocar una respuesta en la
unidad, o cuando se supone que el tratamiento nunca tiene efectos sobre la covariada.

Las observaciones en el experimento consisten en pares de observaciones
(x, ¥) en cada unidad experimental, donde y es la variable de interés en el experi-
mento y x es la covariada. Supongamos que existen seis pares de observaciones
para cada uno de dos grupos de tratamiento y que los datos son los de la figura 1.3.

y Q = Tratamiento 1
@ = Tratamiento 2

Figura 1.3 [Ilustracion de un ajuste covariado para dos grupos en tratamiento

Una parte de la variacion en y esta asociada con x y con los efectos del trata-
miento si existe una relacion estadistica entre la variable de interés, y, y la covariada
x. El analisis de covarianza estima la relacion de regresion entre y y la covariada x,
para reducir estadisticamente la varianza del error experimental. La respuesta pro-
medio a cada tratamiento, y; y ¥,, se ajusta al mismo valor de la covariada, por lo
general la gran media x como se muestra en la figura 1.3. Una comparacion entre
las medias ajustadas de los tratamientos, ¥, Y ¥,,, €limina la influencia de
la covariada x en la comparacion. Por ejemplo, si el aumento en el peso tiene como
covariada el peso inicial, la respuesta al tratamiento del aumento promedio se ajus-
ta para eliminar la variacion asociada con el peso inicial. Las medias ajustadas del
aumento de peso representan el aumento que se obtendria si todos los animales tu-
vieran el mismo peso inicial. El analisis de covarianza se estudia en el capitulo 17.
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1.6 Replicar para obtener experimentos validos

La comunidad cientifica considera la réplica de un experimento como el primer
requisito para obtener resultados experimentales validos. La réplica implica una
repeticion independiente del experimento basico. Dicho de manera mas especifi-
ca, cada tratamiento se aplica de manera independiente a dos o mas unidades ex-
perimentales.

Existen diversas razones para hacer réplicas de un experimento, las mas nota-
bles son:

» Demuestra que se pueden reproducir los resultados, al menos bajo las condicio-
nes experimentales actuales.

+ Proporciona cierto grado de seguridad contra resultados anormales en el experi-
mento, debidos a accidentes no previstos.

» Proporciona las medias para estimar la varianza del error experimental. Aun
cuando la experimentacién previa proporcione estimaciones de la varianza, la
estimacion a partir del experimento en curso puede ser mas exacta porque refle-
ja el comportamiento actual de las observaciones.

+ Proporciona la posibilidad de aumentar la precision en la estimacion de las me-
dias de los tratamientos. Al incrementar las réplicas, » disminuye s 2 = s%r, 1o
que aumenta la precisioén de y.

Las unidades de observacion y las experimentales
pueden ser claramente distintas

La unidad de observacion puede no ser equivalente a la unidad experimental. La
primera puede ser una muestra de la ultima, como muestras individuales de plan-
tas de una parcela o muestras del plasma de un sujeto.

La varianza en las observaciones de las unidades experimentales es la varianza
del error experimental; es una medida valida de la variacidn entre las unidades
experimentales que recibieron tratamiento de manera independiente.

Muchas veces la varianza entre las observaciones multiples de la misma uni-
dad experimental se usa equivocadamente como medida del error experimental
para comparar los tratamientos. Los siguientes ejemplos quizas aclaren la diferen-
cia entre las réplicas de unidades experimentales y las observaciones multiples de
la misma unidad.

1 Ejemplo 1.1 Unestudio sencillo de raciones de dieta animal tiene un corral con
© 1 seis animales asignados a la racion A y otro con seis mas asignados a la racion B.
‘ Se reunen datos sobre el aumento de peso o algun otro aspecto adecuado para
] examinar la eficacia de las raciones. Al final del estudio, se toman de cada animal
| las medidas necesarias. El esquema en la figura 1.4 ilustra el disefio.

Por lo general, se puede utilizar la prueba t de Student, que usa la diferencia
entre las medias de los dos corrales, para probar la hipotesis de que no hay diferen-
cia entre las raciones. Sin embargo, las diferencias entre los dos corrales tal vez se
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Corral 1 Corral 2
Racién A Racién B

HEE i
HER HiNin

- = Animal con racion A |:| =Animal con racién B

Figura 1.4 Ilustracion de un experimento sin réplica

deban al efecto de otros factores ademds de los tratamientos. La respuesta a una
racion dada puede variar animales de diferentes corrales. Es posible que esta va-
riacion se deba al efecto de uno o mas factores que contribuyen al error experi-
mental.

La naturaleza de la variacion en la respuesta de un corral a otro, o efecto del
corral, contribuye al error experimental. Ademas, la variacion en la preparacion y
presentacion del tratamiento en cada corral puede causar una interaccion trata-
miento-corral. Por lo tanto, cualesquiera diferencias entre las dos raciones del ejem-
ple 1.1 no se pueden atribuir unicamente a las raciones. Las diferencias se pueden
atribuir a combinaciones de los efectos de los tratamientos, de los corrales y de las
interacciones entre ambos.

El experimento no resolveria sin duda la pregunta de si difieren las dos racio-
nes en su efecto sobre el aumento de peso. El experimento solo tiene una réplica
verdadera. El corral es la unidad experimental porque €sa es la unidad a la que se
administré el tratamiento independiente. Los animales en el corral son las unida-
des de observacion. La varianza calculada entre las observaciones de los animales
dentro de los corrales es s6lo una estimacion del error en las observaciones y no
una estimacion de la varianza entre las unidades experimentales.

.. Ejemplo 1.2 Supongamos que el experimento del ejemplo 1.1 se reestructura
de manera que los animales se dividen de manera aleatoria en cuatro corrales de
7 tres animales cada uno. Mas aun, las dos raciones se asignan al azar a los dos
., corrales como se muestra en la figura 1.5. Las raciones se administran en forma
. independiente a cada corral.

En el ejemplo 1.2 cada racion tiene una réplica adecuada. Las unidades expe-
rimentales son los corrales en los que se administran raciones independientes (dos
corrales por racidon) y los animales dentro de los corrales siguen siendo las unida-
des de observacion. Entonces, la respuesta de la unidad experimental es el prome-
dio de la respuesta del corral.
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Racion A Raci6n B
Corral 1 Corral 2 Corral 3 Corral 4

Figura 1.5 Ilustracion de la reproduccion de un experimento

La estimacion de la varianza del error experimental, s?, calculada como la
varianza entre las medias de los corrales dentro de cada racidn, es la varianza
adecuada para la prueba ¢ de Student. La varianza entre los animales de cada co-
rral, digamos s2, es una medida de la variabilidad en las unidades en observacién
dentro de las réplicas de corrales.

Asi, en este tipo de estudio estidn presentes dos niveles de variacion: 1) la
variacion entre las unidades de observacion dentro de cada unidad experimental
(s2) y 2) la variacion entre las unidades experimentales (s?).

Es importante distinguir qué unidades del estudio constituyen la unidad expe-
rimental y en consecuencia, qué unidades constituyen una verdadera réplica del
tratamiento.

Addelman (1970) presenta mas detalles de los modelos y el analisis estadisti-
cos para la seudorréplica y la réplica verdadera mostrados en los ejemplos 1.1y
1.2. En Addelman Nelson y Rawlings (1983) se encuentran ejemplos de
seudorréplicas en estudios de agronomia. Hulbert (1984) proporciona numerosos
ejemplos de seudorréplicas en experimentos en campos ecolégicos.

1.7 ¢Cuantas réplicas?

El numero de réplicas en un estudio de investigacién afecta la precisién de las
estimaciones de las medias de los tratamientos y la potencia de las pruebas esta-
disticas para detectar las diferencias entre las medias de los grupos en tratamiento.
Sin embargo, el costo de conducir estudios de investigacion restringe las réplicas a
un namero razonable. Entonces, el numero de réplicas estd determinado por las
restricciones practicas que se pueden asignar al problema.

Numero de réplicas para pruebas de hipétesis

El método para determinar el nimero de réplicas con frecuencia se basa en un
examen de la hipotesis sobre las diferencias entre las medias de los grupos en
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tratamiento. Aqui se utiliza un método elemental para los experimentos con dos
muestras independientes, para ilustrar algunos atributos del problema del niimero
de réplicas.

Este método se basa en una prueba de hipdtesis acerca de las diferencias entre
las medias de dos grupos de tratamiento d = m, - m,, con una varianza de error
experimental conocida s?, utilizando la prueba estadistica de distribucién normal.
Este método determina el niimero de réplicas necesario para probar la diferencia
entre dos medias muestrales con errores especificados tipo 1 y tipo II.

El nimero de réplicas necesario esta influido primordialmente por cuatro fac-
tores que se requieren para los calculos:

« la varianza (o?)

+ ¢l tamafio de la diferencia (que tiene un significado fisico) entre las dos medias

()
» el nivel de significancia de la prueba («), o la probabilidad del error tipo I

+ la potencia de la prueba 1 — 3, o la probabilidad de detectar 8, donde 8 es la
probabilidad del error tipo I1.

El numero de réplicas necesario para cada grupo en tratamiento, r, para alter-
nativas bilaterales se estima mediante:

F= 2z, + zBF(%)Z (1.1)

donde z,,, es una variable normal estandar excedida con probabilidad a/2 y zg esta
excedida con probabilidad B. Las probabilidades para la variable normal estindar
se encuentran en la tabla 1 del apéndice.

Es posible estimar el nimero de réplicas si se conoce el coeficiente porcentual
de variacion, %CV. El %CV se sustituye por o en la ecuacién (1.1), donde %CV =
100(o/w). La diferencia (8) debe expresarse como porcentaje de la media global
esperada del experimento, %8 = 100(6/u), en la ecuacion (1.1).

Lainfluencia del coeficiente de variacion (%CV), la diferencia porcentual (%0),
la potencia (1 — B)y el nivel de significancia (@) sobre el niimero de réplicas nece-
sario se muestra en la tabla 1.1. Aunque los valores en ésta solo se aplican a dos
muestras independientes, los efectos son similares en experimentos mas complejos.

El nimero de réplicas necesario generalmente aumenta si:

+ lavarianza, %CV, o %, aumenta

+ el tamafio de la diferencia entre dos medias, %6 o 8, disminuye

+ ¢l nivel de significancia de la prueba, o, disminuye

» la potencia de la prueba, 1 — 3, aumenta

Los valores calculados para el numero de réplicas necesario son estimacio-

nes y aproximaciones. Con frecuencia se determinan con base en las estimaciones
de la varianza asociadas a estudios previos y no a las del estudio real que se usaran
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Tabla 1.1 Numero de réplicas necesario para un coeficiente de variacion dado
(%CV) y probabilidad (1 — B) de obtener una diferencia significativa de %86 entre
dos medias de tratamiento, con una prueba bilateral a un nivel de significancia «

=05 a =01
%3 %d
%CY 1-B 10 20 10 20
5 30 4 1 6 2
95 7 2 9 3
10 80 16 4 24 6
95 26 7 36 9

para calcular los intervalos de confianza y pruebas de hipotesis. La determinacion
del numero de réplicas para las aplicaciones del analisis de varianza se considera-
rdn en los capitulos 2, 5, 6 y 7. Se dispone de programas de computo comerciales
para determinar el numero de réplicas para muchos tipos de diferentes estudios
experimentales.

1.8 Aleatorizar para tener inferencias validas

Al reconciliar de esta manera las dos necesidades de reduccion del error y de una estimacion
valida del error, ... ningun principio se encuentra comprometido en el menor grado. Un experi-
mento admite una estimacién valida del error, o no lo hace; lo haga o no, no depende del
arreglo real de las parcelas, sino solo del modo en que se llego a ese arreglo (Fisher, 1926).

La réplica de un experimento proporciona los datos para estimar la varianza del
error experimental. La bloquizacion proporciona un medio para reducir el error
experimental. Sin embargo, las réplicas y la bloquizacién por si solos no garanti-
zan estimaciones vdlidas de la varianza del error experimental o de las compara-
ciones de tratamientos.

Fisher (1926) sefiald que la sola aleatorizacién proporciona estimaciones va-
lidas de la varianza del error para los métodos de inferencia estadistica justifica-
dos para la estimacion y pruebas de hipotesis en el experimento. La aleatorizacion
es la asignacion aleatoria de tratamientos a las unidades experimentales.

Razonamiento para la aleatorizacion

El analisis de datos a partir de un experimento supone que las observaciones cons-
tituyen una muestra aleatoria de una poblacidn con distribucion normal. Esta su-
posicidn es aceptable para los estudios comparativos por observaciéon que usan
muestras aleatorias de las unidades de observacién disponibles de las distintas
poblaciones en tratamiento. Sin embargo, cuando se hizo una seleccion cuidadosa,
controlada y supervisada durante el experimento, es cuestionable que las unidades
experimentales se puedan considerar una muestra aleatoria.
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Unidad: 1 2 3 4 5 6 7
Tratamiento: B B A A B A A
Respuesta: 14 16 19 17 15 13 17

Si no hay diferencia en los efectos de los tratamientos A y B, entonces éstos
son solo etiquetas en las unidades experimentales y no afectan los resultados. Por
ejemplo, si la hipdtesis nula es cierta, la respuesta de la unidad 1 serd 14 sin
importar qué tratamiento se aplicd. Lo mismo se cumple para las otras unidades
bajo la hipotesis nula.

Las etiquetas A y B (cuatro con A y tres con B) se pueden asignar a las siete
unidades experimentales en 71/413! = 35 arreglos posibles. Estos son los 35 ex-
perimentos posibles al asignar de manera aleatoria los tratamientos a las uni-
dades.

Los 35 arreglos posibles se muestran en la tabla 1.2, junto con la diferencia
entre las medias de los grupos (¥, — ¥;) con base en las etiquetas asignadas a las
unidades en cada arreglo. Esas diferencias (y, — y;) son 35 diferencias posibles
para las 35 aleatorizaciones posibles si se cumple la hipotesis nula. Constituyen
la distribucién aleatoria bajo la hipdtesis nula.

Tabla 1.2 Treinta y cinco arreglos posibles de cuatro tratamientos A y tres B, en
siete unidades experimentales con una diferencia de medias y, — v,

Unidad: 1 2 3 4 5 6 7

Arreglo  Respuesta: 14 16 19 17 15 13 17 y,— s
1 A A B B A A B —3.17
2 A B B A A A B —2.58
3 A B B B A A A —2.58
4 A A B A B A B —2.00
5 A A B B B A A —2.00
6 A B A B A A B —1.42
7 A B B A B A A —-1.42
8 B A B A A A B -1.42
9 B A B B A A A —1.42
10 A A A B B A B —0.83
11 A A B A A B B —0.83
12 A A B B A B A —0.83
13 B B B A A A A -0.83
14 A B A A B A B —0.25
15 A B A B B A A =0.25
16 A B B A A B A —0.25
17 B A A B A A B —0.25
18 B A B A B A A —0.25

(continua en la siguiente pdgina)
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Tabla 1.2 (Continuacién)

Unidad: l 2 4 5 6 7
Arreglo  Respuesta: 14 16 19 17 15 13 17 ys—ys
19 A A A B A B B 0.33
20 A A B A B B A 0.33
21 B B A A A A B 0.33
22 B B A B A A A 0.33
23 A B A A A B B 0.92
24 A B A B A B A 0.92
25 B A A A B A B 0.92
26 B A A B B A A 0.92
27 B A B A A B A 0.92
28 A A A A B B B 1.50
29 A A A B B B A 1.50
30 B B A A B A A 1.50
31 A B A A B B A 2.08
32 B A A A A B B 2.08
33 B A A B A B A 2.08
34 B B A A A B A 2.67
35 B A A A B B A 3.25

Consideremos ahora una hipotesis alternativa H,: o, — up ¥ 0 a la hipdtesis
nula Hy: o, — up = 0. El arreglo del experimento real es el 30, con diferencia de
medias (3, — yg) = 1.50. Puede darse una diferencia absoluta de 1.50 o mayor en
13 arreglos. Con la hipotesis nula se da una diferencia de medias absoluta de 1.50
o mayor con una frecuencia de 33, que conduce a un nivel de significancia de 0.37.
Con base en los resultados observados del experimento, el arreglo 30, no hay
razon para rechazar la hipotesis nula.

Con la suposicion de una hipdtesis nula cierta, Hy: u — pp = 0, la prueba de
aleatorizacion permite evaluar el estadistico de la prueba, a partir del experimen-
toreal, (y, — ¥5) = 1.50, contra los valores de 7, — ¥ del resto de los miembros
de la poblacion de 35 experimentos posibles.

Las pruebas de la teoria normal aproximan a las pruebas de aleatorizacion

Fisher (1935) demostrd primero que las pruebas de teoria normal son una bue-
na aproximacion a las pruebas de aleatorizacion, siempre que se haya hecho una
asignacion aleatoria de los tratamientos a las unidades experimentales y los tama-
fios de las muestras sean razonablemente grandes. Las aproximaciones a las prue-
bas de aleatorizacion mediante las de teoria normal mejoran al incrementar el
tamafio de la muestra. Se puede encontrar una guia practica de pruebas de
aleatorizacion para diversas situaciones experimentales en Edgington (1987) y
Manly (1991).
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Kempthorne (1952), Scheffé (1959), Mead (1988) y Hinkelmann y Kempthorne
(1994) proporcionan tratamientos rigurosos de los modelos de aleatorizacién y las
pruebas de significancia en el disefio de experimentos. Un analisis més detallado
de aleatorizacion relacionada con la inferencia estadistica se puede encontrar en
Kempthorne (1966, 1975).

Se ha convertido en una practica comun describir los modelos estadisticos
para los estudios experimentales, en términos de los modelos de teoria normal.
Las formalidades en estos modelos son mas directas que en los de aleatorizacién.
Sin embargo, el uso de los modelos de teoria normal en experimentos se justifica
solo bajo la proteccion de la aleatorizacion.

Aleatorizacion restringida en circunstancias dificiles

El resultado de la aleatorizacién puede ser un arreglo de tratamientos no satis-
factorio desde el punto de vista de la validez cientifica. Es posible obtener arre-
glos secuenciales, como AAA BBB CCC o ABC ABC ABC, en una asignacion
aleatoria. Sin embargo, la disposicion secuencial de los tratamientos puede condu-
cir a problemas de sesgo.

Hurlbert (1984) cuestiona el uso ciego de la aleatorizacidn en estudios
ecolégicos de pequeiia escala. En los estudios pequeiios existe una alta posibilidad
de obtener un esquema aleatorio con una marcada segregacion de los tratamientos
en tiempo y espacio. La segregacion puede conducir a resultados ficticios que
confundan los efectos del espacio con los del tratamiento. Hurlbert (1984) afirma
que debe haber cierta separacion de los tratamientos para evitar la segregacion
sistematica en los experimentos pequefios.

Yates (1948) y Youden (1956), en forma independiente, introdujeron la
aleatorizacion restringida como solucion al problema de malos patrones que pue-
de generar la aleatorizacién completa. La aleatorizacion restringida omite ciertos
arreglos de los tratamientos que, en opinidn del experimentador, sean inaceptables
para el estudio especifico.

Los experimentos industriales pueden requerir un desmantelamiento elabora-
do del aparato experimental entre ciertos tipos de tratamiento. Youden (1972) ofrece
ejemplos de experimentos industriales y de laboratorio en los que el costo de cam-
biar de un tratamiento a otro es mayor que las ventajas de una aleatorizacién com-
pleta.

Bailey (1986, 1987) analiza investigaciones recientes ¢ historicas sobre temas
de aleatorizacion restringida. Se han desarrollado esquemas para la asignacion
restringida de tratamientos que admiten el uso del analisis de varianza normal
(Bailey, 1986; Ypuden, 1972).

1.9 Eficiencia relativa del disefio de experimentos

La eficiencia relativa mide la efectividad de la bloquizacion para reducir la varianza
del error experimental en el disefio de experimentos. En la practica, la eficiencia
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relativa se mide para determinar la eficiencia del disefio usado en realidad respec-
to a otro disefio mas sencillo que pudo usarse pero no se uséd. Por ejemplo, la
eficiencia de un disefio de bloques totalmente aleatorizado, se determina en rela-
cion con ¢l disefio aleatorizado por completo.

La varianza de la media de un tratamiento o ; 3 = o?%r es una medida de
la precision de las medias del tratamiento estimadas. Esta precision se controla
mediante la magnitud de o y el nimero de réplicas, r, que en cierto grado estan
bajo el control del investigador. Este puede aumentar el numero de réplicas
para disminuir a'y y aumentar la precision en la estimacién de la media.
El investigador también puede intentar reducir o? a través de varias actividades de
control local (como bloquizacidn), e incrementar con esto la precision del experi-
mento. En esta seccidn se analiza un método para medir la efectividad de la
bloquizacidn.

El uso de o : como medida de precision proporciona un medio para comparar
la precisién relativa de dos disefios experimentales. Suponiendo que un disefio
tiene una varianza verdadera del error experimental de 02 = 1 y que un segundo
disefio tiene un error de varianza de o2 = 2. El valor de 0' o¥/r sera €l mismo
para ambos disefios, si el segundo tiene el doble de rephcas que el primero. Es
decir, la varianza de la media del tratamiento en cada disefio es:

i ,_ o _ 1
Diseiio 1: o= —=—
r r
y
. , O} 2
Disefio 2: o= ——=—
’ ¥ @)

Las varianzas o %, yo i seran iguales sdlo si r, = 2r;, o sea si el disefio 2 tie-
ne el doble de réplicas que el disefio 1. Por lo tanto, el disefio 1 es mas eficiente
que el disefio 2 en cuanto al niimero de réplicas necesarias y con la misma preci-
sién, para una estimacion de la media del tratamiento.

En la practica, no se conoce o2 para cada disefio y debe estimarse a partir de
los datos. Ademas, los grados de libertad para la estimacién de la varianza cam-
bian con los disefios. En estas circunstancias, la precision relativa de los dos dise-
fios se determina segun el concepto de informaciéon (Fisher, 1960). Fisher calculo
la cantidad de informacidn que proporciona la diferencia estimada entre dos me-
dias respecto a la diferencia real entre las medias de las poblaciones. La informa-
cion calculada con este concepto es:

_ (D 1 1.2)
(f+3) s '

donde s? es la varianza estimada del error experimental con f grados de libertad. Si
o? se conoce, entonces [ = 1/0? y el coeficiente (f + 1)/(f + 3) se sustituye por la
unidad. Para cualquier reduccion en la variabilidad, s?, existe un incremento acor-
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de en la informacién que se tiene de la diferencia en las medias poblacionales.
Tanto la precision como la informacion aumentan al disminuir la variabilidad.

La eficiencia relativa de dos disefios de experimentos se define como la razén
de la informacién en los dos disefios. Supongamos que:

=th 1 L="*tD 1
(fi +3) ¢ , +3) s

son las medidas de informacién estimadas de los disefios 1 y 2, respectivamente.
Su eficiencia relativa se estima como:

RE = L _ (hi+D(h+3) 55 1.3)
L i+ 3+ 1)

Si RE = 1, entonces la informacion de los dos disefios es la misma y cada
disefio requiere el mismo nimero de réplicas para tener la misma varianza en las
medias de los tratamientos g3. Si RE > 1, entonces el disefio 1 es mas eficiente que
el 2. Por ejemplo, si RE = 1.5, entonces el disefio 2 requiere 1.5 veces el nimero
de réplicas que el disefio 1 para tener la misma varianza en la media del trata-
miento.

1.10 De los principios a la practica: un caso de estudio

El disefio de un estudio médico experimental publicado por Moon ef al. (1955),
ilustra el proceso de llevar los principios a la practica. Las componentes de disefio
del estudio proporcionan ejemplos de cémo los principios de disefio de la investi-
gacién, cubiertos en este capitulo, ayudaron a preparar al investigador para
establecer su hipétesis. A continuacion se expone una breve descripcién de los
principales elementos para el disefio de la investigacion de ese estudio. Se pueden
encontrar otros detalles en la publicacion misma.

El problema

El cancer de piel sin melanoma, que incluye carcinomas de células basales (BCC
squamous cell carcinoma) y escamosas (SCC basal cell carcinoma), es el tipo de
cancer mas comun. Los médicos residentes del estado de Arizona han detectado
una incidencia de estos canceres entre 3 y 7 veces superior que en el resto de la
poblacion general de Estados Unidos. Aunque el cdncer sin melanoma no amenaza
la vida, tiene un elevado costo en tratamientos y horas hombre.

Una historia de queratosa actinica (AK), un tipo de lesion en la piel, se ha
aceptado como indicio para identificar a los individuos con riesgo de contraer
cancer en la piel. En muchos casos, las lesiones AK se convierten en cancer de la
piel sin melanoma y, por lo tanto, se clasifican como lesiones premalignas. Aque-
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llos individuos que tienen una historia de queratosa actinica, pero poco o ningun
cancer sin melanoma en la piel, se consideran con riesgo moderado. Ademas, las
personas mayores con piel clara y una larga historia de exposicidn al sol, tienen
mayor riesgo de desarrollar cdncer en la piel.

Los resultados de recientes estudios clinicos y de laboratorio sugieren que la
vitamina A y otros retinoides tienen un efecto preventivo sobre el tejido epitelial,
como el de la piel. Sin embargo, estos estudios incluyeron un nimero pequefio de
individuos y no han producido estimaciones confiables del efecto de la vitamina A
en la prevencion primaria del cancer en la piel humana.

Durante cinco afios se llevara a cabo una prueba clinica en el sur de Arizona,
para evaluar la efectividad de la vitamina A o algin complemento de retinol como
restrictor del riesgo de contraer cancer sin melanoma en la piel, en los individuos
que ya tienen un riesgo moderado.

Hipétesis de investigacion

Un complemento de retinol (vitamina A) reduce la incidencia del cancer en la piel
en individuos con riesgo moderado y una historia de por lo menos diez lesiones de
queratosa actinica.

Diseiio del tratamiento

Las consideraciones importantes para establecer la dosis de retinol (vitamina A)
incluyeron la necesidad de elevar por encima de lo normal la ingestion diaria de
retinol en la mayoria de los adultos y evitar una dosis que indujera los posibles
efectos colaterales adversos relacionados con la ingestion excesiva de retinol. Era
necesario un tratamiento inocuo como grupo de comparacion con el grupo tratado;
éstos eran individuos con las mismas caracteristicas que los sujetos tratados y con
el mismo protocolo de seguimiento en el curso del estudio. Los sujetos no sabrian
a qué grupo de tratamiento estaban asignados para mantener a ambos grupos bajo
el mismo régimen.

Tratamiento: Complemento dietético diario de 25,000 UI (Unidades Interna-
cionales) de retinol en capsulas, autoadministrado.

Placebo: Capsula inerte, diaria, autoadministrada.

Medidas de interés

La hipotesis se referia a la relacion del riesgo de contraer cancer en la piel con los
niveles de retinol. Por lo tanto, la medida de interés era si un sujeto desarrollaba
cancer en la piel durante el curso del estudio. El analisis podia considerar varios
enfoques para probar la hipétesis. Estos incluian si se desarrollaba un cancer, re-
sultado binario; cuantos canceres se desarrollaban, variable de conteo; el tiempo
transcurrido hasta el desarrollo del cancer, que es una medida de tiempo para el
evento usada en analisis de supervivencia. Cada enfoque podia extraerse mediante
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un registro del tiempo que tomaba el desarrollo de un cancer, si es que ocurria.
Asi, las variables medidas eran:

+ el tiempo transcurrido hasta la aparicion del primer carcinoma de célula basal
(BCC, basal celi carcinoma) y cada uno de los subsecuentes, si ocurrian.

* ¢l tiempo trancurrido hasta la aparicion del primer carcinoma de célula escamosa
(SCC, squamous cell carcinoma) y cada uno de los subsecuentes, si ocurrian.

Seleccién de sujetos con caracteristicas comunes

Se requeria que los sujetos de este estudio fueran representativos de la poblacion
de adultos saludables con un riesgo moderado de cancer de la piel sin melanoma,
deseosos de participar en el estudio y que en ese momento no ingirieran una can-
tidad excesiva de vitamina A en su dieta. Se investigd a mas de 11,000 individuos
para el estudio; cerca del 25% eran elegibles. A continuacién se exponen algunos
criterios de seleccion usados por los investigadores.

Los sujetos se reclutaron a través de consultas a dermatdlogos y anuncios en los
medios de comunicacién. Podian ser hombres o mujeres con una historia de al me-
nos diez lesiones de queratosa actinica con diagndstico clinico, la mdas reciente
durante el afio previo. No debian tener mas de dos ocurrencias anteriores de SCC o
BCC y cero diagnosticos de cancer diferentes a los SCC o BCC en el afio anterior.

Los individuos elegibles debian tener entre 21 y 84 afios, ser autosuficientes,
capaces de moverse por si mismos, sin diagnésticos de enfermedades que
amenazaran su vida, con intencidn de residir en Arizona los siguientes cinco afios
y dispuestos a asistir semestralmente a la clinica para la visita de seguimiento.
También debian estar dispuestos a limitar el complemento de vitamina A que no
correspondiera al estudio a no mas de 10,000 UI diarias. Ademas, debian estar
dentro del 95% de los niveles normales de colesterol total, funcionamiento del
higado, conteo de leucocitos, hemoglobina y plaquetas.

Algunas técnicas para reducir el error no aleatorio y el sesgo

Para asegurarse de reducir al minimo el error no aleatorio y el sesgo en las res-
puestas del estudio debian tomarse varias precauciones. Estas incluyeron la segu-
ridad de que los sujetos tomaran la medicina con regularidad, continuara su deseo
de permanecer en ¢l estudio, efectuaran sus visitas de evaluacién y no conocieran
a qué grupo de tratamiento estaban asignados.

Era de esperarse que si los sujetos sabian que pertenecian al grupo placebo, tal
vez se autoadministraran vitamina A con la esperanza de reducir su riesgo perso-
nal e involuntariamente sesgaran la comparacion con el tratamiento. Los investi-
gadores se aseguraron de que esto no ocurriera al ocultar al sujeto y al clinico que
suministraba las capsulas, de qué tipo eran. Esto se conoce como prueba doble
ciega.

Se establecié un periodo de tres meses para evaluar la capacidad y disposicién
de los individuos para adherirse al protocolo del estudio. Recibieron una botella
con cien capsulas inocuas, que deberian tomar una por dia. Se asignaron a los
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grupos de tratamiento o régimen inocuo los sujetos que habian tomado al menos
el 75% de las capsulas en ese periodo y deseaban continuar con el estudio, recibie-
ron las capsulas apropiadas para seis meses y programaron su visita de segui-
miento.

Los sujetos regresaron a la clinica cada seis meses para ser examinados en
cuanto a cualquier sintoma de BCC o SCC. Como medida de seguridad, también
fueron examinados en busca de los posibles efectos colaterales causados por la
ingestion elevada de retinol. El medicamento restante de los sujetos se pesaba para
evaluar su adhesion a la dosis. Durante la entrevista, se respondia a la preguntas
del sujeto y se le motivaba a que continuara con el programa. Luego recibian el
suministro de capsulas para los siguientes seis meses y se programaba su visita
subsecuente. Cuando se aproximaba la cita, recibian un recordatorio por correo o
teléfono.

Una vez al afio se recolectaba una prueba de sangre de una muestra aleatoria
de los sujetos, para analizar los niveles de palmitato de retinol a fin de obtener
informacion adicional sobre la adhesion del grupo complemento de retinol. Si se
seguia el régimen de ingestion de las capsulas, los niveles de palmitato de retinol
debian ser mayores en el grupo en tratamiento que en el grupo placebo.

Réplicas

La prueba se llevd a cabo en dos clinicas, una en Tucson y otra en Phoenix, Arizona.
El nimero de sujetos necesarios para el estudio se bas6 en suposiciones sobre la
incidencia promedio anual del cancer en la piel en los grupos placebo y en trata-
miento, y la ocurrencia esperada de sujetos que se salian de los protocolos prescri-
tos por el estudio. El tamafio necesario de la muestra se determiné en 1,118 sujetos
para cada grupo de tratamiento y se baso en una potencia de .80 y la tasa de error
tipo I bilateral de .80 de .05, usando una técnica especifica para estudios de medi-
cién de tiempo para evento.

Formacion de bloques para reducir el error experimental

Se previé que el riesgo de un sujeto al cancer de piel sin melanoma esté relaciona-
do con el tiempo que pasa bajo el sol y si tiene la piel clara. Cualquiera que pase
mas tiempo bajo el sol puede tener un riesgo mayor de contraer cancer de piel. En
el primer contacto, se recopilé informacion de cada sujeto en cuanto al tiempo de
exposicidon semanal al sol y la reaccion esperada de quemadura en la piel después
de 30 minutos.

Estos eran los factores de interferencia mas probables con las comparaciones
entre los grupos placebo y en tratamiento, por lo que se usaron como factores de
bloqueo previos a la asignacion de sujetos a los grupos. Los sujetos se clasificaron
segun dos niveles de exposicion al sol: < 10 horas contra = 10 horas por semana.
También se agruparon segun los niveles de reaccion de la piel después de 30 minu-
tos: quemaduras siempre o casi siempre contra quemaduras en forma moderada,
rara vez o nunca.

Asi, los sujetos se clasificaron en uno de cuatro bloques construidos con dos
factores en cada combinacion de niveles. Por ejemplo, 1os sujetos expuestos al sol
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< 10 horas semanales y cuya piel se quema en forma moderada, rara vez o nunca
después de 30 minutos de exposicion al sol, se colocaban en el mismo bloque. Se
asignd un numero igual de sujetos al tratamiento de retinol y placebo en cada
bloque; entonces, cualesquiera posibles diferencias de riesgo de los sujetos, debi-
das a la exposicion al sol y sensibilidad de la piel, no interferirian con las diferen-
cias entre los grupos de tratamiento y placebo.

Aleatorizacion

Los individuos se involucran con el tiempo en pruebas clinicas conforme sus mé-
dicos los identifican como candidatos para el estudio y ellos responden al llamado
como voluntarios. Por lo tanto, en ocasiones transcurre un aflo o mas para la asig-
nacion de los sujetos a los tratamientos, hasta que se logra el niimero necesario de
sujetos (réplicas). Para este estudio, el periodo de reclutamiento fue de mas
de cuatro afios.

Los sujetos se asignaron al tipo de bloque adecuado (descrito antes) cuando se
unieron al estudio. Se asignaron al azar al tratamiento placebo o con retinol en
grupos de cuatro, con el mismo criterio de bloques. Por ejemplo, si los primeros
dos sujetos de un bloque se asignaban al azar al grupo placebo, los siguientes dos
recibian automaticamente el tratamiento de retinol. La aleatorizacion se iniciaba
de nuevo para los siguientes cuatro sujetos de cualquiera de los bloques. Este mé-
todo de asignacion en bloques de cuatro sujetos aseguraba el mismo numero de
sujetos en cada tratamiento durante el periodo de reclutamiento de la prueba y
eliminaba la posibilidad de tener un numero mayor en un tratamiento y por mas
tiempo que en el otro.

La aleatorizacidn se hizo por separado en las clinicas de Tucson y Arizona. De
esta manera, las clinicas se convirtieron, de hecho, en un factor de bloque para el
estudio.

Medidas covariadas para el control estadistico del error experimental

Se podia concebir que numerosos factores tuvieran alguna relacion con el riesgo
de desarrollar cancer en la piel. Aquellos factores que se pensé que podian tener
un mayor potencial para afectar la comparacidn de riesgo entre los grupos con
retinol y placebo se usaron como factores de bloque: exposicion al sol y sensibili-
dad de la piel a esa exposicion. Incluir més factores en el esquema de bloques
pudo haber causado tareas tediosas innecesarias, en particular si no se tenia evi-
dencia que sugiriera que otros factores tuvieran un impacto importante en el ries-
go de contraer cancer en la piel.

Hubo otros factores que los investigadores consideraron que podian influir,
por lo que se registraron datos como edad, género, canceres de piel anteriores (0, 1
0 2), numero de lunares y pecas, uso de vitaminas, vitamina A en la dieta al inicio
del estudio (determinada en la entrevista), y palmitato de retinol en el plasma al
inicio del estudio.

Estos factores pudieron usarse como covariadas en el analisis de datos para
reducir el error experimental en la comparacion de los grupos. Se realiz6 una veri-
ficacion de la aleatorizacion después del periodo de cuatro afios de reclutamiento
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para determinar si los sujetos en los grupos tenian una distribucion igual respecto
a estos factores. La tabulacion cruzada que se muestra en la tabla 1.3 indica una
distribuciéon muy parecida de los sujetos en los grupos de tratamiento y placebo
para las covariadas mas importantes consideradas en el estudio. Observe que hay
26 sujetos con mas de 2 canceres de piel previos incluidos en el estudio, aunque no
cumplian con los criterios de seleccion de no mas de dos. Por supuesto, puede
deberse a errores de registro o a descuido de los clinicos que permitieron el reclu-
tamiento. La razon de este tipo de errores sigue siendo un misterio.

EJERCICIOS PARA EL CAPITULO 1

Busque las definiciones de investigacion e hipotesis en un diccionario y formule una definicion del
término hipdtesis de investigacion.

(En qué difiere la hipdtesis de investigacion de la hipotesis estadistica formulada para las pruebas
estadisticas como H: =0 contra H,: u # 0?

2. Elija un articulo de una publicacion en su campo de estudio que proporcione los resultados de un expe-
rimento comparativo o un estudio por observacion. Identifique y describa brevemente (una o dos oracio-
nes) lo siguiente:

-0 80 o

Hipotesis de investigacion

Tratamientos

Unidades experimentales (de observacidn)

Tipo de disefio de experimentos

Criterios para agrupamiento, bloquizacion o compatibilidad en el estudio
Proporcione la cita del articulo

Elija una situacién préctica en su campo de estudio y describa un problema cuya solucion deba
determinarse en forma experimental

Indique lo siguiente para el problema descrito en el inciso a):

(i)  Una hipétesis de investigacion

(i) Los tratamientos necesarios para evaluar la hipotesis

(iii) Qué constituye una unidad experimental

4. Elijaun articulo de una publicacion de su campo de interés y reviselo a fin de evaluar la aplicacion de un
buen disefio de investigacion. Muchos aspectos del mismo se han presentado por separado en este capi-
tulo en cuanto a su efecto en la inferencia estadistica y cientifica. El caso de estudio en la seccidon 1.10
ilustra los elementos de un estudio de investigacion con reportes, que deben identificarse para validar las
conclusiones de un proyecto de investigacion.
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Seleccione un articulo sobre un experimento realizado para comparar dos o mas tratamientos,
o bien, un estudio comparativo por observacion llevado a cabo para comparar dos o mas condicio-

nes de “tratamiento” ya existentes.

Algunas preguntas que debe contestar para hacer una critica son: “;Incluye este estudio todos
los elementos importantes de un buen disefio de investigacion?, st es asi, ;Los pusieron en practica
de manera adecuada?, ;Se describen los elementos del trabajo de manera que yo pueda entender o

duplicar lo que hicieron?”

En su revisidon dedique especial atencion a los siguientes aspectos:

Revision de la literatura.
Establecimiento del problema.

Disefio de experimentos o del estudio por observacion.

Conclusiones y confiabilidad estadistica de las mismas.

e PR om0 A0 o

Proporcione la cita del articulo.

Su critica debe describir y evaluar el enfoque del autor, en la investigacion misma y en el articulo,
respecto a cada elemento importante de la investigacion con base en la lista anterior. Incluya la
referencia de la pagina del articulo a la que se refieren sus comentarios.

Se planea un estudio de la fisiologia de los ejercicios con voluntarios humanos. Los dos tratamientos del
estudio son dos métodos de entrenamiento para ejercicios aerobicos (llamados métodos A y B). Al final
de diez semanas de ejercicio, cada individuo normal sera sometido a una prueba de las medidas respira-

torias y cardiovasculares normales en una caminadora.

Hipdtesis de investigacion y objetivos del estudio: analice si se presentaron y eran razonables.
Diseifio de tratamiento: describa su relacion con la hipdtesis y los objetivos.

La aleatorizacion (experimentos) o el muestreo aleatorio (estudios por observacion) y las réplicas.
Hipotesis estadistica y procedimientos de analisis estadistico.

Autoevaluacion del estudio por el autor(es) y potencial para investigaciones futuras.

Individuo  Sexo Edad Individuo  Sexo Edad
1 M 54 10 M 18
2 38 11 M 31
3 F 41 12 F 18
4 F 18 13 M 58
5 F 19 14 M 74
6 F 39 15 F 58
7 M 51 16 F 21
8 F 44 17 M 35
9 M 62 18 M 34

19 F 38

EJERCICIOS 33
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La tabla presenta 19 voluntarios con su sexo y edad. Todos los voluntarios gozan de buena
salud y estan en el rango normal de peso para su edad, sexo y estatura. Se probaran ocho individuos
en cada método, por lo que sdlo se usaran 16 de los 19 voluntarios; un sujeto participara solo en un
método.

a. Explique c6mo agruparia a los individuos antes de asignarles el tratamiento, para mantener minimo
el valor de la varianza del error experimental.

b. Explique por qué agrup6 de esa manera.

c. Muestre su asignacion final de individuos en los grupos de tratamiento.

En una prueba de tratamiento de textiles con planchado permanente se planea un experimento para
comparar tres tratamientos aplicados a telas, para producir camisas sin arrugas. En el pasado se usaba
formaldehido para este tipo de telas, pero se consider6 un tratamiento quimico no deseable. Este estudio
debe considerar tres quimicos alternativos: a) PCA (4cido 1-2-3 propano fénico), b) BTCA (4cido
tetracarboxilico de butano) y ¢) Acido citrico.

Se usaran cuatro camisas en cada tratamiento. Primero, se aplican los tratamientos a las cami-
sas, que luego se someten a una simulaciéon de uso y lavado en una maquina. Los tratamientos
quimicos no contaminaran a los otros si se colocan todos en la misma lavadora durante la prueba.
La maquina puede manejar de una a cuatro camisas en una corrida de simulacién. Al final de la
corrida se mide la resistencia al rompimiento de la tela de cada camisa y si no tiene arrugas des-
pués de someterla a la simulacion. La comparacion entre los tratamientos puede verse afectada
por: a) la variacién natural de una camisa a otra, b) errores de medicion, c) variacion en la aplica-
cion del tratamiento de planchado permanente, y d) variacién en la corrida de simulacion en la
maquina de uso y lavado. A continuacion se presenta una breve descripcion de los tres métodos
propuestos para realizar este sencillo experimento.

Método I. Las camisas se dividen al azar en tres grupos de cuatro camisas. Cada grupo recibe un
tratamiento de planchado permanente como un lote y después cada uno se procesa en una corrida
de simulacion. Cada corrida tiene cuatro camisas que recibieron el mismo tratamiento. Se hacen
tres corridas de simulacion.

Meétodo II. Las camisas se dividen al azar en tres grupos de tratamiento de cuatro camisas y se
aplica el proceso de planchado permanente a cada camisa en forma independiente. Las camisas
se agrupan en cuatro conjuntos de tres, una con cada tipo de tratamiento y cada conjunto se somete
a una corrida en la maquina de simulacién. Se realizan cuatro corridas de simulacion.

Meétodo III. Las camisas se dividen al azar en tres grupos de cuatro camisas. Se aplica el proceso de
planchado permanente a cada camisa en forma independiente. La simulacion de uso y lavado se
realiza como en el método 1.

a. (Qué método favoreceria usted?

b. ¢(Por qué favorece ese método?

c. Explique en forma breve cuél es la desventaja de los otros dos métodos.

Explique qué significa el término réplica en el contexto de: a) un experimento en el que se examina la
efectividad de varios antibidticos en animales de laboratorio y b) un estudio por observacion para deter-
minar las diferencias en especies de pasto presentes en cosechas de mesquite puras y en cosechas roble
puras en el sur de Arizona.
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Se planea un experimento para comparar tres métodos de enseiianza. Cada uno se aplica en un salon con
25 estudiantes. Se usara un instructor diferente en cada salén y en consecuencia para cada método.

a. Escriba una critica corta del experimento propuesto.

b. ;Como puede mejorarse el experimento?

Se planea un experimento para comparar la resistencia de tres mezclas de asfalto para carretera. Se
fabricara un solo lote de cada mezcla. Se haran varios especimenes de asfalto de cada mezcla y se
probara su fuerza de tension.

a. Escriba una critica corta del experimento propuesto.

b. (Como puede mejorarse el experimento?

Suponga que desea aleatorizar la asignacion de dos tratamientos en 16 unidades experimentales. ;Cuan-
tas aleatorizaciones son posibles si deben asignarse 8 unidades a cada tratamiento?, ;Cuantas si se quiere
asignar 6 unidades a un tratamiento y 10 al otro?

Un experimento con cuatro tratamientos y cinco réplicas de cada uno requiere 20 unidades experimenta-
les. ;Cuantas aleatorizaciones son posibles para este experimento?

Un experimento con dos tratamientos y tres réplicas de cada uno tiene la siguiente aleatorizacion de
tratamientos a las unidades experimentales y se muestra junto con la respuesta medida en cada unidad:

Unidad: 1 2 3 4 5 6
Tratamiento: A B B A A B
Respuesta: 7 10 9 5 10 12

Conduzca una prueba de aleatorizacion de la hipotesis nula, Hj,: no hay diferencia en el efecto de
los tratamientos A y B, contra la alternativa, H,: el efecto del tratamiento B es mayor que el del A.
Utilice el estadistico de la prueba y; — 7. (Sugerencia: s6lo es necesaria la identificacion directa
de la mitad de las aleatorizaciones. Cada una tiene una aleatorizacion “espejo” en la que las letras
Ay B se intercambian. Por ejemplo, el “espejo” de la aleatorizacion en la tabla anterior es B, A, A,
B,B,A)

En la tabla se muestran los coeficientes de variacion y las eficiencias relativas (bloque totalmente
aleatorizado contra aleatorizaciéon completa) del mismo experimento realizado en los cuatro sitios dados.
Cada prueba usé un disefio de bloque totalmente aleatorizado.

Lugar Coeficiente de variacion (%) Eficiencia relativa (%)
Tucson 10 100
Phoenix 10 150
Los Angeles 20 200

San Francisco 20 125
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a. (Cuantas réplicas mas de un disefio totalmente aleatorizado seran necesarias en Los Angeles para
obtener la misma precision que en el disefio de bloque totalmente aleatorizado, al estimar las medias
de los tratamientos? Explique su respuesta.

b. Si se hiciera la misma pregunta del inciso @) respecto a San Francisco, ;serian necesarias mas o
menos réplicas que en Los Angeles? Explique su respuesta.

¢.  Suponga que en Tucson se requieren cuatro réplicas en el disefio de bloque totalmente aleatorizado
para detectar diferencias de 8 = 20% con una prueba con un nivel de significancia de 0.5 y una
probabilidad (potencia) de .90. ;Cuantas réplicas se requieren en Phoenix con el mismo criterio
para un disefio de bloque totalmente aleatorizado? Explique su respuesta.

d. ;Se requeriran mas o menos réplicas en los Angeles que en Tucson con el mismo criterio para el
disefio de bloque aleatorizado por completo? Explique su respuesta.



2 Comenzando con disefios
totalmente aleatorizados

En el capitulo 1 se presentaron los principios del disefio experimental relacionados con
las metas establecidas por la hipétesis de investigacion (la exactitud y precision de las
observaciones y la validez de los resultados del analisis). En este capitulo se describen
algunos de esos principios mediante un experimento con un disefio totalmente aleatorizado.
Se desarrolla un modelo estadistico con parametros que describen el experimento de acuer-
do con la hipétesis de investigacién y luego se estiman los pardmetros con el método de
minimos cuadrados. Se calcula la varianza del error experimental y se utiliza para estimar
los errores estandar y los intervalos de confianza para los parametros y para probar las
hipétesis estadisticas sobre ellos. Se deriva la particion fundamental para la suma de
los cuadrados de las observaciones y se resume en la tipica tabla para andlisis de varianza.

2.1 Construccion del disefio de investigacion

La hipotesis de investigacion, el disefio del tratamiento y el disefio del estudio
experimental o por observacion, constituyen ¢l disefio de investigacién para el
estudio. Los tratamientos se disefian para resolver preguntas e hipotesis especifi-
cas que surgen en los programas de investigacion. Por ejemplo, si un microbidlogo
plantea la hipétesis de que la actividad de los microbios del suelo depende de las
condiciones de humedad, se establecen tratamientos con distintos niveles de hu-
medad para medir la actividad de los microbios y evaluar la hipdtesis. Si un inge-
niero de transito plantea la hipotesis de que la velocidad del transito se relaciona
con el ancho de los carriles en las calles, para evaluar la hipdtesis se seleccionan
carriles con diferente anchura y se mide la velocidad de los automoviles en cada
uno.

El disefio del tratamiento debe encontrarse dentro del disefio del experimento.
El investigador debe decidir qué constituye una unidad experimental, cuantas
réplicas de unidades experimentales exige cada tratamiento y qué tratamiento asig-
nar a cada una de ellas. El investigador también debe determinar si agrupara por

37
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bloques las unidades experimentales en grupos homogéneos para controlar el error
experimental.

De manera similar, el estudio comparativo por observacion que asocia la velo-
cidad del transito con el ancho de los carriles, requiere que el investigador determi-
ne cuantas calles independientes con cada ancho exige el estudio y como agruparlas
para controlar las variables.

Los pormenores de calculo para el analisis estadistico de los distintos disefios
pueden variar de un disefio a otro, aunque muchos procedimientos estadisticos
usados en el andlisis son comunes a la mayoria de los disefios existentes. Esto se
debe a que los procedimientos mismos generalmente se relacionan con los disefios
del tratamiento especifico, cada uno de los cuales puede aparecer en varias confi-
guraciones del disefio experimental.

La intencién de este capitulo y el siguiente es introducir procedimientos esta-
disticos utiles para diversos estudios comparativos. En los capitulos subsecuentes,
los procedimientos se extienden al disefio de tratamientos mas complejos y se
muestran sus aplicaciones en otros disefios que se van presentando. En este capitu-
lo se ilustran primero los procedimientos con una clasificacion unilateral de los
tratamientos, en un disefio totalmente aleatorizado con igual nimero de réplicas.

1 Ejemplo2.1 Supresién del crecimiento bacterial en carnes almacenadas

La vida de anaquel de las carnes almacenadas es el tiempo que un corte previa-
mente empacado es sano, nutritivo y vendible. Un paquete normal expuesto al
aire ambiental tiene una vida aproximada de 48 horas, después de las cuales la
carne comienza a deteriorarse por contaminacion de microbios, degradacion del
color y encogimiento. El empaque al vacio es efectivo para suprimir el desarrollo
de microbios; sin embargo, contintan siendo un problema los otros aspectos.

Algunos estudios recientes sugieren las atmoésferas controladas de gas, como al-
ternativa a los empaques actuales. Dos atmosferas que prometen combinar la ca-
pacidad de suprimir el desarrollo de microbios con la conservacion de las
cualidades de la carne son: 1) diéxido de carbono puro (CO,), y 2) mezclas de
monoxido de carbono (CO), oxigeno (O,) y nitrégeno (N).

Hipotesis de investigacion: Con base en esta nueva informacion, el investigador
plantea la hipétesis de que alguna forma de atmosfera controlada proporcionara
un entorno mas efectivo de empaque para el almacenamiento de carne.

Diserio del tratamiento: El disefio del tratamiento desarrollado por el investiga-
dor para evaluar la hipétesis incluyé empaques con: 1) aire del ambiente con un
empaque comercial de plastico; 2) al vacio; 3) una mezcla de gases con 1% CO,
: 40% O,, y 59% N y 4)100% CO,. Los empaques con el aire del ambiente y al
|+ vacio sirven como tratamientos de control, ya que ambos son estandares con cuya
1 efectividad se puede comparar la de los nuevos empaques.

x Diserio del experimento: Se uso6 un diseiio totalmente aleatorizado para el expe-
]  rimento. A cada conjunto de condiciones de empaque se le asignaron al azar 3
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cortes del mismo tamafio (75 g). (El método de aleatorizacion se presenta en la
seccion 2.2.) Cada corte se empacéd por separado en las condiciones asignadas.
En este ejemplo, se evalda la efectividad de cada tratamiento para suprimir el
desarrollo bacterial. Después de 9 dias de almacenamiento a 4°C en una instala-
cién normal, se midio6 el nimero de bacterias sicotropicas en la carne. Las bacte-
rias sicotrépicas se encuentran en la superficie de la carne y se asocian con la
carne deteriorada.

Los resultados se muestran en la tabla 2.1. El crecimiento bacterial se expre-
sa como el logaritmo del numero de bacterias por centimetro cuadrado.

Tabla 2.1 Bacterias sicotropicas [log(N°/cm?)] en muestras de carne almacenadas
en cuatro condiciones de empaque, durante nueve dias

Bacteria sicotrdpica

Condiciones de empaque Log(N%cm?) Total Media
Empaque comercial de plastico 7.66, 6.98, 7.80 22.44 7.48
Empaque al vacio 5.26,5.44,5.80 16.50 5.50
1% CO, 40% O,, 59% N 7.41,7.33,7.04 21.78 7.26
100% CO, 3.51,2.91,3.66 10.08 3.36

Fuente- B. Nichols (1980), Comparison of Grain-Fed and Grass-Fed Beef for Quality Changes When Packaged in
Various Gas Atmospheres and Vacumm, Tesis de Maestria, Departamento de Ciencias Animales, Universidad de
Arizona.

2.2 Como aieatorizar

Aleatorizacién de tratamientos en el disefio de experimentos

Los cortes de carne usados para el experimento eran unidades relativamente ho-
mogéneas y se usé un disefio totalmente aleatorizado para evitar la asignacion
subjetiva de tratamientos a los cortes. El procedimiento adecuado de aleatorizacion
para este tipo de disefio se ilustra con el estudio de almacenamiento de carne.

Paso 1. Asignar la secuencia de nimeros del 1 al 12 a las unidades experi-
mentales, los cortes de carne.

Paso 2. Obtener una permutacion aleatoria de los nimeros 1 al 12 y anotarlos
enel orden de la permutacion. Una permutacion aleatoria se obtiene tomando una su-
cesion de numeros con dos o tres digitos de una tabla de nimeros aleatorios (tabla XII
del apéndice) y ordenandolos de menor (1) a mayor (V). Los numeros ordenados
constituyen una permutacion aleatoria. Cada niimero del proceso de permutacion se
iguala con el niimero de corte. Supongamos que la permutacion ordenada es:

1 6 7 12 5 3 10 9 2 8 4 11
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Paso 3. Asignar los primeros tres cortes en la lista (1, 6 y 7) al tratamiento
A. Los siguientes tres cortes (12, 5y 3) se asignan al tratamiento B y asi sucesiva-
mente. La asignacion final de cortes a tratamientos es:

Corte: 1 6 7 12 5 3 10 9 2 8 4 11
Tratamiento: A A ABBBTU CCTCDDD

La permutacion aleatoria de los numeros 1 al 12 asegura que cada una de las
asignaciones de tratamiento posible tiene la misma probabilidad de ocurrencia.
Muchos programas comerciales de computo para estadistica incluyen rutinas de
permutacion y aleatorizacion.

A falta de un programa de computadora o de una tabla de niimeros aleatorios
se puede usar un método equivalente de aleatorizacién. Después de asignar nime-
ros a las unidades experimentales como en el paso 1, se elaboran tarjetas de papel
con los mismos nimeros y se sacan al azar de un recipiente. Los primeros » nime-
ros son las unidades experimentales asignadas al primer tratamiento. Los segun-
dos r numeros corresponden a las que se asignan al segundo tratamiento, y asi
sucesivamente. Hader (1973) presenta un andlisis de los métodos adecuados e in-
adecuados de asignacion aleatoria de tratamientos a las unidades.

Seleccion de las unidades experimentales para estudios
comparatives por observaciéon

El planteamiento del ingeniero de transito sobre el ancho de las calles es un estudio
comparativo por observacion. En éste el investigador no puede asignar al azar una
unidad a un grupo de tratamiento. Segtn el tipo de programa de investigacion, las
unidades basicas se autoseleccionan, o bien, existen en sus grupos caracteristicos.
Debe seleccionarse una muestra probabilistica de unidades entre los miem-
bros disponibles de cada poblacién en tratamiento. Las unidades se eligen de cada
poblacién de manera que cada unidad tenga la misma oportunidad de entrar a la
muestra. Observe que cada poblacion representa una clasificacion de tratamiento
diferente y que el muestreo aleatorio se lleva a cabo so6lo dentro de la poblacion.
El primer paso requiere una identificacion de las poblaciones que representan
las condiciones o tratamientos de interés para el estudio por observacidon. Se cons-
truye una lista de todas las unidades disponibles en cada poblacion. Por ejemplo,
en un estudio ecoldgico quiza los dos tratamientos sean comunidades agricolas de
pastizales y de roble. Las poblaciones incluyen todos los sitios con pastizales y
todos los sitios con robles dentro del area que se estudia. Se asigna un codigo de
identificacion Unico a cada sitio en las poblaciones. Por ejemplo, se asignan los
ntimeros 0 al 99 a los 100 sitios disponibles para cada clasificacion.
Supongamos que el investigador se propone establecer parcelas en diez
pastizales y en diez sembradios de roble. El método para muestrear diez sitios de
cada drea de estudio comienza con la seleccidén de diez nimeros con dos digitos
para cada sitio, de una tabla de numeros aleatorios (tabla XII del apéndice). Imagi-
nemos que el primer conjunto de numeros con dos digitos es 12, 63, 34, 05, 97, 72,
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42,44, 82, 51. Los sitios en el area de estudio que corresponden a esos nimeros se
usan para establecer las parcelas de medicion. Se sigue el mismo procedimiento
para cada grupo de tratamiento. Si de la tabla se obtiene el mismo niimero aleato-
rio mas de una vez, se puede sacar un nimero adicional para completar la muestra.
Muchos programas comerciales de computo para estadistica incluyen rutinas para
obtener un muestreo aleatorio a partir de una lista.

2.3 Preparacion de los registros de datos para el analisis

En la mayor parte de los estudios se retine una gran cantidad de datos que deben
organizarse antes de que los programas de computadora los usen. La ejecucion de
los programas de estadistica requiere un archivo de datos. El archivo puede
capturarse en una terminal cuando el programa empieza o puede ser un archivo
previamente almacenado en la computadora mediante un programa de captura de
datos.

Se identifica con claridad cada observacion en el archivo con una unidad ex-
perimental especifica y un tratamiento del estudio. El archivo de datos tiene un
formato conveniente para su revision y escrutinio en busca de irregularidades ocu-
rridas ya sea en las mediciones o en la captura de las observaciones. El archivo
para el ejemplo 2.1 puede contener una secuencia de nimeros que identifica cada
corte de carne, el grupo de tratamiento al que se asignd y la cuenta de bacterias
observada, como se puede ver en el cuadro 2.1.

Cuadro 2.1 Datos para el experimento de almacenamiento de carne
Corte Tratamiento Log (N%cm?)
1 Comercial 7.66
6 Comercial 6.98
7 Comercial 7.80
12 Al vacio 5.26
5 Al vacio 5.44
3 Al vacio 5.80
10 Mezcla de gases 7.41
9 Mezcla de gases 7.33
2 Mezcla de gases 7.04
8 CO, 3.51
4 CO, 291
11 Co, 3.66

El archivo de datos consiste de 12 lineas (no se incluyen los titulos), cada una
con la informacion requerida por el programa para mantener los registros y hacer
los célculos.
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Para los programas, cada linea del archivo es un caso u observacion; los datos
de almacenamiento de carne tienen 12 casos u observaciones. Cada columna es una
variable, las variables en este archivo son corte, tratamiento y log (N°/cm?). Los
valores reales de cada linea del archivo reciben el nombre de valores de los datos.

Las unicas variables que requiere el programa de estadistica para realizar los
calculos relativos a este ejemplo son: tratamiento y log (N%cm?).

En principio, la variable corte es una variable de referencia usada en el archivo
de datos para identificar el caso con una unidad experimental en el estudio real.
Las variables de referencia, que en los archivos de datos pueden incluir el coédigo
de la unidad experimental, el nombre del tratamiento, fechas y nimero de experi-
mento, son muy utiles para manejar archivos grandes o cuando éstos se utilizan
mucho para refrescar la memoria tiempo después de su creacion.

2.4 Un modelo estadistico para la experimentacién

El analisis estadistico se basa en un modelo estadistico formal subyacente. La
interpretacion adecuada del analisis requiere la comprension del modelo. En los
estudios comparativos, la caracteristica de las unidades o sujetos medida en la
observacion es la variable de respuesta, identificada como la variable y. En el
experimento de almacenamiento de carne, la cuenta de bacterias es la variable de
respuesta.

El modelo estadistico para los estudios comparativos supone que existe una
poblacion de referencia de los sujetos o unidades experimentales. En la mayoria
de los casos la poblacién es conceptual, aunque es posible imaginar una pobla-
cion de motores de automovil, tiendas, parcelas, corrales o carne empacada. Cada
unidad individual en la poblacién tiene un valor para la variable de respuesta y, y
esta variable tiene una media w y una varianza o?.

Se supone una poblacidn de referencia para cada condicién de tratamiento en
el estudio, y también se supone que las unidades son sus representantes seleccio-
nados al azar como resultado de una aleatorizacion. En los estudios por obser-
vacion se infiere que la unidades se seleccionan al azar de las poblaciones
de tratamiento.

El modelo estadistico se ilustra en la figura 2.1 con cuatro poblaciones de
tratamiento hipotéticas. Cada poblacién tiene una distribucidén normal en la varia-
ble de respuesta y cada una tiene una media diferente. Tal situacidn existe si los
cuatro métodos de empaque tienen distinta capacidad para la inhibicion del desa-
rrollo de bacterias.

Se supone que la varianza o es la misma para cada poblacién y no la afecta el
tratamiento, como se muestra en la figura 2.1. Es decir, se supone que la varianza
de las poblaciones de tratamiento es homogénea.

Uso del modelo de medias de celdas para describir las observaciones

Las observaciones se expresan como la suma de las medias poblacionales de
tratamiento y de los errores experimentales con el modelo de medias de celdas
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| | | |
Hy L7 By ok}

Figura 2.1 [Ilustracion de las poblaciones en tratamiento

Yy =Mt ey 2.1)

i=1,2, ..t j=1,2. ..,

donde y, denota la j-ésima observacién del i-ésimo grupo en tratamiento; u, es la
media de la i-ésima poblacion en tratamiento, y e, es el error experimental. Este es
un modelo estadistico lineal para la clasificacion de tratamientos de un factor,
en un diseflo de experimentos totalmente aleatorizado.

El modelo tiene cierta tolerancia para la variacion entre las observaciones de
un grupo de tratamiento dado. Debido al error experimental, cada observacion se
desvia de la media de su poblacién u, en una cantidad e,. La varianza del error
experimental ¢? es la varianza de e,, y se supone que es la misma para toda la
poblacién en tratamiento.

Las observaciones del experimento de almacenamiento de carne se muestran
enlatabla 2.2, conr = 4 tratamientos y r = 3 réplicas con su identificacion y, y su
representacion del modelo estadistico.

[7H]

Uso de modelos alternos para describir otras hipotesis estadisticas

El modelo estadistico para el experimento refleja las creencias respecto a la rela-
c¢ion entre los tratamientos y las observaciones. El modelo de medias de celdas es
un modelo completo, y, = u, + e,, que incluye una media distinta para cada po-
blacion en tratamiento. Si no hay diferencias entre las medias de los tratamientos,
se usa un modelo con un conjunto reducido de parametros. El modelo reducido,
y, = u + e,, establece que todas las observaciones pertenecen a la misma pobla-
¢ién con media p.

Los dos modelos representan la hipotesis estadistica alternativa adecuada
para el experimento. E1 modelo reducido representa la condicidn de la hipétesis
nula sin diferencias entre las medias de los tratamientos, se establece como
Hy: ) = p, = -+ = p,. El modelo completo representa la condicion de la hipote-
sis alterna cuando existen solo algunas diferencias entre las medias de los trata-
mientos; se establece como H,: u, # u,, donde i # k.

El investigador del experimento con carne debe determinar si el desarrollo de
bacterias difiere con los distintos métodos de empaque o si ninguno es mejor en
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Tabla 2.2 Identificaciéon de los valores observados en el experimento de alma-
cenamiento de carnes y su representacion con el modelo estadistico lineal

Corte Tratamiento  Observacion Log (N%cm?) Yy Modelo
1 1 1 7.66 Y M + €y
6 1 2 6.98 v it en
7 1 3 7.80 Yi3 My + €3

12 2 1 5.26 Y2 My + €71
5 2 2 5.44 Y2 Mo + €9
3 2 3 5.80 Y23 Mo + €73

10 3 1 7.41 Y3 M3 + €3y
9 3 2 7.33 Y32 Ms + €33
2 3 3 7.04 Y33 M3 + €33
8 4 1 3.51 Y4 [ + €41
4 4 2 2.91 Ya Hq T ey

11 4 3 3.66 Ve pat e

cuanto suprimir el desarrollo de bacterias. Desde el punto de vista del modelo
estadistico, el investigador debe determinar cul de los dos modelos, el completo o
el reducido, caracteriza mejor los datos del experimento. Las preguntas de investi-
gacion se traducen en preguntas sobre las poblaciones estadisticas trazadas en la

figura 2.2.
¢ Una poblacién 0 varias poblaciones?
/1\ | | ! |
B MKy 73 My Ha
Wy=wnte 0 yq=“'l+el/?
Pregunta de investigacion: ¢ Hay mayor desarrollo bacterial con algunc de los empaques?
Pregunta estadistica: ¢ Qué modelo descnbe mejor los resultados del experimento?

Figura 2.2 Preguntas de investigacion, preguntas estadisticas y modelos alternos para el ex-
perimento de almacenamiento de carne

Para tomar una decisién con respecto a los tratamientos, el investigador nece-
sita de un método estadistico para estimar los parimetros de los dos modelos vy,
con base en el criterio de observacion, determinar qué hipotesis o modelos esta-
disticos se ajustan mejor a los datos del experimento.
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Modelo lineal estadistico general

El modelo de medias de celdas es un caso especial del modelo lineal general. El
modelo mas general describe las relaciones entre dos tipos de variables como una
funcidn lineal en un conjunto de parametros. Un tipo de variable es la de respuesta
y, considerada dependiente del segundo tipo de variable: las variables de disefio x,,
X3, ..., X;. Estas x, pueden fijarse mediante el disefio del tratamiento, como la tem-
peratura del tratamiento, o pueden ser covariadas medidas, como la edad de los
sujetos. Las x, también pueden representar categorias del tratamiento, como las del
experimento de carnes.

El modelo estadistico relaciona y con las x, a través de un conjunto de parametros
B, Bi» By, ..., By, con una relacion lineal, es decir:

y=Bot+tBx;+ Byt ot Brxte (2.2)

Algunos ejemplos sencillos aclararan como puede el investigador desarrollar un
modelo Unico para un estudio especifico.

Un experimento mide la tasa de una reaccion quimica, y, como respuesta a la
temperatura, T, en la cdmara de reaccion. El investigador plantea la hipétesis de
que el incremento en la tasa es lineal respecto a la temperatura. Six; = T, la senci-
lla ecuacidén de una linea recta describe la relacién lineal como:

y=PBo+ Bix;te

que es el modelo de regresion lineal. Si el investigador piensa que la relacion
entre tasa y temperatura es cuadratica, entonces x; = T'y x, = T? y el modelo
se convierte en

y=PBot+ Bix; + Byt e

(Coémo funciona el modelo si los tratamientos son categorias que no se pueden
representar con valores métricos para las x,? En este caso, el investigador puede
hacer de las x; sus variables indicadoras. La variable indicadora hace justo lo que
su nombre implica, indica el grupo de tratamiento al que pertenece la observacion.
En un esquema de variables indicadoras, x = | sefiala que la observacién pertene-
ce a cierto grupo y x = 0 que no pertenece a ese grupo.

El experimento de almacenamiento de carne tiene cuatro tratamientos y el
modelo, a su vez, tiene cuatro variables indicadoras, x|, x;, X3 ¥ x4, que toman los
valores 0 y 1 de la siguiente manera

v = { 1 con empaque comercial
=

0 otro

v = { 1 con empaque al vacio
, =
0 otro
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o = { 1 con mezcla de gases
;=
0 otro

_ { 1 con CO, puro
X4 =
0 otro

El modelo puede escribirse como:

y=Bixy + Boxy + Baxs + Baxy + e

Si la observacion se hizo en el tratamiento con empaque comercial, conx, = 1y
Xy, =x3 =x, = 0:

y=pB te

Si la observacion se hizo en el tratamiento al vacio,conx, = lyx; =x;=x, =0

y=pB,te

y asi sucesivamente. Observe que 3, = 0, ya que en este caso no es necesario para
una descripcién de las observaciones.

Entonces, el modelo y = B; + e describe a la observacion que tiene un valor
de B, t e, si proviene del tratamiento con empaque comercial. Asi 8, = u,, la
media de la poblacion con empaque comercial, que se ilustra en la figura 2.2,

El modelo de medias de la ecuacién (2.1) se deriva directamente de esta repre-
sentacidn si se hace B, = w, B, = My, B3 = U3 Y Bs = 4. Dado que x, solamente
toma los valores 0 o 1; y si B, = u,, entonces una observacion del tratamiento de
empaque comercial se modela como:

y=p te

Si se afiaden subindices para identificar las observaciones especificas, tendremos:

ylj=I.Ll+elj J=1, 2,...,r

que es el modelo de las observaciones del tratamiento con empaque comercial. Si
se generaliza el modelo para incluir todos los grupos de tratamiento se obtiene el
modelo de la ecuacidén (2.1), es decir:

yU=Mz+eu
i=1,2, .t j=1,2, .., r

Esta expresiéon del modelo experimental con grupos de tratamiento es mas tradi-
cional y proporciona una descripcion mas especifica del experimento.

La flexibilidad del modelo lineal general de la ecuacidn (2.2), permite al in-
vestigador incluir las covariadas medidas junto con las variables del grupo de
tratamiento. Por ejemplo, en el experimento de almacenamiento de carnes, al in-
vestigador le preocupaba que las fluctuaciones en el contenido de humedad entre

| €Y
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las muestras de carne pudieran alterar el desarrollo de bacterias. Antes del empa-
que, se midio el contenido de humedad en la carne de cada unidad experimental.

Six = contenido de humedad (%), entonces se puede agregar al modelo un térmi-
no que representa una relacion lineal entre la cuenta de bacterias y 1a humedad, como:

ylj = MK + Bxl_] + ey

donde x, es el contenido de humedad en el j-¢simo corte del i-ésimo tratamiento y
B es el coeficiente de regresion lineal. Este es el modelo tradicional del analisis
de covarianza que supone que el coeficiente de regresion es el mismo para todos
los grupos en tratamiento. El andlisis de covarianza se estudia en el capitulo 17.

2.5 Estimacion de ios parametros del modelo
con minimos cuadrados

El método de minimos cuadrados es quizas el que se usa con mas frecuencia para
estimar los parametros del modelo lineal. Las estimaciones de los minimos cua-
drados son las estimaciones de u,, resultado de la suma mas pequeiia del cuadrado
de los errores experimentales. Si éstos son independientes, tienen una media de
cero y varianzas homogéneas, las estimaciones con minimos cuadrados son sin
sesgo con varianza minima. Como se estudio en el capitulo 1, el muestreo aleato-
rio para los estudios por observacion y la aleatorizacidon en experimentos, garanti-
zan la suposicion de independencia. Los métodos para evaluar el supuesto de una
varianza homogénea se presentan en el capitulo 4.

Estimadores para el modelo completo

Para el modelo de medias de celdas, los errores experimentales son la diferencia entre
las medias de las observaciones de la poblacién e, = y, — u,, donde las observaciones
¥, son las unicas cantidades conocidas. Si se denotan los estimadores de minimos cua-
drados de i, como i, para el modelo completo, entonces los estimadores de los errores
experimentales sone , = y, — 1i,. La suma minima de los cuadrados es:

SCE=Y Y 22=Y (y, - &) 2.3)

=1 =1 =1 y=1

La SCE es la suma de cuadrados estimada para el error experimental y es una
medida de qué tan bien se ajusta el modelo a los datos.

Se usa un método de calculo diferencial para determinar los estimadores 1,
que minimizan la suma de cuadrados:

0 = 3¢} = 30, — )

El método produce un conjunto de ecuaciones que deben resolverse para los estimado-
res. El nombre convencional de estas ecuaciones es ecuaciones normales; sin embar-
go, la designacion no tiene relacion con la distribucion de probabilidad normal.
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Para el tratamiento de ¢ grupos con r réplicas por tratamiento, existen ¢
ecuaciones normales, una por cada media de tratamiento. Las ecuaciones norma-
les se encuentran obteniendo primero la diferencial de:

r I r
Y=Y (y,— wp
=1

=1 y=1

M.‘

=1

con respecto a cada una de las u, e igualando a cero el resultado. La derivada
parcial para una ecuacion tipica es:

9 Y=l =—2) @) =0
al“l’z =1 J=1

Simplificando la ecuacién y sustituyendo 7z, en lugar de p,, se obtiene:

r r
Zﬁi = zyzj
=1 j=1

rp; =),
donde y, es la suma total de las observaciones en el i-ésimo tratamiento.!
La solucion para el estimador de minimos cuadrados de una media de trata-
miento w, es:
~ Yo _ ,
,U.,=—;=y, i=12, ...t 2.49)
Esto causa que los estimadores de las medias poblacionales de los tratamientos
basadas en el criterio de minimos cuadrados sean las medias de los grupos de
tratamientos observados.
Las ecuaciones normales para el estudio de almacenamiento de carne son:

30, = 22.44
3%, = 16.50
3%, = 21.78
3%, = 10.08

! Se usa la notacién con puntos para simplificar la presentacion de las sumas. El total de observaciones para el i-
ésimo tratamiento se denota y, donde el punto indica que se sumaron todas las observaciones del i-ésimo grupo de
tratamiento para obtener este total, es decir:

¥ = Zy’! = +yfl + .. +y"'
=1

Ademas, el total de todas las observaciones se denota y con los dos puntos indicando que se ha concluido la suma

sobre los dos subindices, es decir:

r

re= 2 Xy

=1 y=1
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Las estimaciones con minimos cuadrados para el experimento de carnes son:

5, 2244 _ 4
3

5, 1650 _ 5 5

5,278 _ o

5, 1008 _ 5 5

La suma de cuadrados para el error experimental con el modelo y, = p; + ¢ es:

SCE=33 (v, —BP= 2 20,7 2.5)
=1 =1 =1 y=1

Observe que la SCE es la suma completa de los cuadrados dentro de cada grupo de
tratamiento. La varianza de la muestra para el i-ésimo grupo es:

2 _ zr (yl_]_ ;1 )2
st= )y —4% -
< -1
y s una estimacion de o2, a partir de los datos del i-ésimo grupo de tratamiento.

Si es posible suponer que o? es homogénea, es decir, que es la misma para
todos los grupos en tratamiento, entonces:

t r
};[;(y,,—f,y]
S S _ __SCE
Hr—1) Hr—1)
es una suma completa de o? para +odos los datos del experimento. Las sumas de

cuadrados y la varianza calculadas para el experimento de carnes se muestran en la
tabla 2.3.

(2.6)

Estimadores para el modelo reducido

Cuando no existen diferencias entre las medias de las poblaciones en tratamiento,
se usa un modelo y,, = u + e, mas sencillo o reducido para describir los datos. El
estimador de minimos cuadrados de w es la gran media de todas las observaciones
en el experimento:

~ _ = Y
=y =-"— 2.7
n=y N
donde N = rt.
En el modelo reducido bajo la hipétesis nula, la suma de cuadrados minima
para el error experimental es:



50 CAPITULO2 COMENZANDO CON DISENOS TOTALMENTE ALEATORIZADOS

Tabla 2.3  Observaciones, medias y sumas de cuadrados dentro de los grupos para
el experimento de almacenamiento de carne

Comercial Al vacio CO, 0, N co,

7.66 5.26 7.41 3.51
6.98 5.44 7.33 2.91
7.80 5.80 7.04 3.66
=7 7.48 5.50 7.26 3.36
Y =) 0.3848 0.1512 0.0758 0.3150
=1
SCE = 0.3848 + 0.1512 + 0.0758 + 0.3150 = 0.9268
a_ SCE _ 09268 _ . ccs
(r—1) 42)
4 r t r
SCE, =Y, 2 (v, = BF= X2 0,7 ) (2.8)
=1 y=1 =1 j=1

La SCE, es 1a suma total del cuadrado de todas las observaciones, expresadas como
desviaciones estandar de la gran media.
La estimacion de la gran media para el experimento de carnes es:

70.80 _
12

o~

L=y = 5.90

SCE, = (7.66 — 5.90)> + .- + (3.66 — 5.90)* = 33.7996

2.6 Suma de cuadrados para identificar
fuentes de variacion importantes

Se pueden usar las diferencias de las sumas de los cuadrados del error experimental
para que los dos modelos sean una particion de la variacion total en el experimento.
Estas particiones aclararan y explicaran los resultados del experimento. Las sumas
de los cuadrados del error experimental calculadas para los dos modelos de empa-
que de carnes eran muy diferentes: SCE, = 0.9268 para el modelo completo con
cuatro medias poblacionales de tratamiento (y, = u, + e,), y SCE, = 33.7996 para
el modelo reducido con una sola media poblacional (y, = u + ¢,).

Lamenor suma de cuadrados para el modelo completo indica que los errores ex-
perimentales estimados en el modelo completo (e’ = y, — I ,), serdn generalmente
valores mas pequefios que sus contrapartes en el modelo reducido. La diferencia entre
las observaciones y sus medias de grupo separadas ii;, mostradas en la tabla 2.4, son:
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Tabla 2.4  Valores observados, estimaciones y sus desviaciones, con los modelos
reducido y completo

Modelo reducido Modelo completo
Yy = Htey Y= te,
Observado Estimado Diferencia Estimado Diferencia
Tratamiento y i 0, — &) A, 0, A)
Comercial 7.66 5.90 1.76 7.48 0.18
6.98 5.90 1.08 7.48 —0.50
7.80 5.90 1.90 7.48 0.32
Al vacio 5.26 5.90 —0.64 5.50 —0.24
5.44 5.90 —0.46 5.50 —0.06
5.80 5.90 —0.10 5.50 0.30
CO, 0, N 7.41 5.90 1.51 7.26 0.15
7.33 5.90 1.43 7.26 0.07
7.04 5.90 1.14 7.26 —0.22
100% CO, 3.51 5.90 —-2.39 3.36 0.15
291 5.90 -2.99 3.36 -0.45
3.66 5.90 —2.24 3.36 0.30
SCE, = 33.7996 SCE, = 0.9268

menores que las diferencias entre las observaciones y la gran media, @ = 5.90,
estimadas con el modelo reducido, con excepcion del tratamiento al vacio. A con-
tinuacion se calculan las dos sumas de cuadrados de los errores experimentales y
su diferencia.

t r
Modelo reducido: SCE, = 2 z (v, — ¥ ) = 33.7996

=1 y=1

¢t r
Modelo completo: SCE, = D Y (v, — 7,)* = 0.9268

=1 j=1

Diferencia: SCE, — SCE, = ’2‘ 2 (P i i o, —»)

=1 y=1 =1 y=1
t r t
=22 P P=r Y )
=1 y=1 =1
= 32.8728

La suma de cuadrados de la diferencia es la suma de los cuadrados de las diferen-
cias entre las medias de los grupos en tratamiento y, y la gran media y . La suma de
cuadrados de la diferencia, conocida como suma de los cuadrados de tratamientos,
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representa una reduccion en la SCE una vez incluidos los tratamientos en el modelo; asi,
con frecuencia se le llama reduccion de la suma de cuadrados debida a los tratamientos.
La suma de cuadrados total del experimento es SCE,, ya que se trata de la suma de los
cuadrados de la diferencia entre todas las observaciones y la gran media y .

Particion fundamental: con el modelo reducido, la suma total de cuadrados
SCE, es la sumatoria de la suma del cuadrado de los tratamientos; con el modelo
completo, es la suma de cuadrados del error experimental SCE,. Por lo tanto, se
tiene la relacion:

Y0, -7P=2Y -7 + L0, -7 @9

=1 y=1 =1 y=1 =1 j=1

SC total = SC tratamiento + SC error

Se ha hecho una particion de la suma de cuadrados total en dos partes:

« SC tratamiento es la suma del cuadrado de las diferencias entre las medias del
grupo en tratamiento y la gran media.

+ SCerror es la suma del cuadrado de las diferencias entre las observaciones en el
grupo y la media del grupo.

Las formulas para la suma de cuadrados se derivan de una identidad para la
desviacion de la gran media que tenga cualquier observacion. La ecuacion:

Oy =y)=0,=Y)+ 0, =) (2.10)

hace una particion en dos de la desviacion que tenga cualquier observacion de la
gran media. Es una suma de: 1) la desviacion de la media del grupo de la gran media
(¥, — ¥.),y2)ladesviacion de la observacion de lamedia del grupo (y, — y,), donde
esta ultima es la medida del error experimental asociado con la observacion. Al ele-
var al cuadrado y sumar ambos lados de la ecuacion (2.10) se obtiene:

t r t r t r
PIDNIESBDID WA DEID IP WS AL
=1 =1 =1 y=1 =1 yj=1
t r
+2 3, 2 (5 = Iy~ 7
=1 j=1
Pero ¢l término del producto cruzado suma cero, por lo que la expresion que resulta:
t r ! r t r
220, =2 20 -V X, R
=1 y=1 =1 y=1 =1 ;=1

es idéntica a la particion de la suma de cuadrados que muestra la ecuacién (2.9).
Un resumen de las formulas para las sumas de cuadrados equivalentes a la
formula de definicion de la ecuacion (2.9) es:



2.7 MODELO DE EFECTOS DEL TRATAMIENTO 53

r

SC total = 2 Y o, -7 )
i=1 =1

t
SC tratamiento = r 2 G.—y)
=1

SC error = SC total — SC tratamiento

2.7 Modelo de efectos del tratamiento

El efecto de un tratamiento indica cuanto cambia una medicién en una unidad
experimental al someterse a tratamiento. Es posible expresar el modelo de medias
de celda de manera que refleje los efectos del tratamiento sobre las unidades expe-
rimentales. Si se reordena la ecuacion (2.10) de manera que exprese la observa-
cidn en términos de una funcién de la gran media y las dos desviaciones, se obtiene:

)’iJ:y + O _y.)"'()’y_yi) (2.11)
Un modelo de poblacién equivalente seria:
Yy = /,I.Z + (,LL, - /'_1’) + (yxj - /J’x) (2°12)

donde & = X!u/t es el promedio de las medias poblacionales para el modelo de
medias de celdas y, = u, + e,

La desviacion que muestran las medias del grupo con respecto a la gran media
(p, — ) se conoce como efecto del tratamiento, y el modelo en la ecuacion (2.12)
se escribe con frecuencia como:

yw=ptmTte, (2.13)
donde u = ., 7, = (i, — @), y e, = (v, — w,). Las diversas expresiones para

los efectos del tratamiento se muestran en el cuadro 2.2. La figura 2.3 contiene
una representacion grafica de los efectos del tratamiento para el experimento de

carnes.
Cuadro 2.2 Efectos del tratamiento
Tratamiento 1 Tratamiento 2 Tratamiento t
Muestra o —-y) 0. =) o —y)
Poblacién (b — 1) (2 — ) (n — p)
Efecto T T, T
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oy Ky

Figura 2.3 Representacion grafica de los efectos del tratamiento

El modelo en la ecuacién (2.13) tiene (¢ + 1) parametros de poblacion, que
son u, Ty, T, '+, T,. Su suma es igual a cero como consecuencia de las definiciones
de los efectos del tratamiento.

Y =2 -B)=0 (2.14)

1=1 1=1

2.8 Grados de libertad

Se puede pensar en los grados de libertad como el numero de elementos estadis-
ticamente independientes en las sumas de cuadrados. El valor de los grados de
libertad representa el nimero de piezas de informacion independientes en las su-
mas de cuadrados. La suma de cuadrados de todas las observaciones Y, yfj tiene N
elementos estadisticamente independientes y, por lo tanto, N grados de libertad.

Una vez estimado el pardmetro p mediante y _a partir de los datos, la suma de
cuadrados del error para el modelo reducido es SCE, = SC total = X (y, — y )2
Las (y, —y ) en SCE, no son N elementos estadisticamente independientes porque
suman cero y alguna de ellas es el negativo de la suma de los otros (N — 1) valores.
Esta restriccion lineal sobre las observaciones es consecuencia de la estimacion de
un pardmetro, u, en el modelo reducido. En general, los grados de libertad para la
SCE después de ajustar el modelo es el nimero de observaciones menos el nimero
de parametros estimados a partir de los datos.

Existen t pardmetros (w,, u,, ***, i) estimados para el modelo completo. En
consecuencia, el nimero de elementos estadisticamente independientes en la suma
de cuadrados del error para el modelo completo es (N — ¢), de manera que SCE,
tiene (N — 1) grados de libertad.
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La suma de cuadrados del tratamiento se determina a partir de la diferencia
entre las SCE para dos modelos:

SC tratamiento = SCE, — SCE,

Los grados de libertad para estas diferencias se pueden determinar como la
diferencia entre los grados de libertad de SCE, y SCE,

WN-D-N-1) = (@-1)

Asi, se asocian (¢ — 1) grados de libertad con la reduccion de la suma de cuadrados
debida a los tratamientos.

29 Resumen en la tabla de analisis de varianza

La tabla de analisis de varianza resume el conocimiento acerca de la variabilidad
en las observaciones del experimento. Se ha hecho una particién en dos de la suma
de cuadrados total, una representa la variacion entre las medias de tratamientos, la
otra al error experimental.

La varianza del error experimental o2 se estima mediante s> = SCE/(N—t), donde
52 se conoce como el cuadrado medio del error (CME). La otra media al cuadrado de
importancia es el cuadrado medio de tratamientos (CMT), que se calcula con:

CMT = SC tratamiento
-1

Las particiones de la suma de cuadrados, los grados de libertad y los cuadra-
dos de la medias se resumen en la tabla de analisis de varianza como la que se
muestra en la tabla 2.5.

Tabla 2.5 Tabla de analisis de varianza para tratamientos con un solo factor, en un
disefio totalmente aleatorizado

Fuente Grados Suma Cuadrados
de variacion de libertad de cuadrados medios
Total N-1 SC total
Tratamientos t—1 SC tratamiento CMT = SC+
t —
Error N-—¢ SC error CME = SCE_

N-—1t
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El CME es un estimador sin sesgo de la varianza del error experimental o?; es
decir, el valor esperado del CME es igual a o2, o bien:

E(CME) = o* (2.15)
El valor esperado del CMT es:
E(CMT) =0? + ré? (2.16)
donde:
‘
>~y
= (t— 1)

es la varianza de las medias de los tratamientos. En consecuencia, CMT estima
una combinacién de la varianza del error experimental y la varianza entre las me-
dias de los tratamientos, en el modelo lineal de la hipdtesis y, = u, + ¢,. Los de-
sarrollos algebraicos de E(CME) y E(CMT) se presentan en el apéndice 2A.2 de
este capitulo.

210 Pruebas de hipétesis sobre modelos lineales

En la tabla 2.6 se muestra toda la tabla de analisis de varianza correspondiente al
experimento de carnes. El analisis de varianza resume la magnitud de las fuentes
de variacidn en el experimento. Si una variacién debida a los tratamientos es signi-
ficativamente mayor que el error experimental aleatorio, entonces se requiere una
prueba de hipdtesis.

Tabla 2.6 Analisis de varianza para log (N°cm?) de la bacteria sicotropica en el
experimento de almacenamiento de carne

Fuente Grados Suma Cuadrados
de variacion de libertad de cuadrados medios F Pr>F
Total 11 33.800
Empaque 3 32.873 10.958 94.58  .000
Error 8 0.927 0.116

Se puede usar una prueba de aleatorizacion basada en el analisis estadistico de
la informacién de la varianza. Sin embargo, como se explica en la seccion 1.8, las
pruebas estadisticas basadas en la teoria de la distribucion normal tienen la misma
validez siempre que se cumplan las suposiciones de distribucion normal. En con-
secuencia, se supone que las observaciones y, son independientes y tienen una
distribucion normal con media u, y varianza ¢* como se muestra en la figura 2.1.
Los métodos para evaluar la suposicion de observaciones con distribuciéon normal
se presentan en el capitulo 4.
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Diferencia de suma de cuadrados para comparar dos modelos

La SCE, es una medida de cuanto se ajusta el modelo completo a los datos observa-
dos, y la SCE, es 1a medida equivalente para el modelo reducido. Entonces, la dife-
rencia (SCE, — SCE,) es una medida de la superioridad del modelo completo sobre
el modelo reducido. En consecuencia, la razon proporciona un medio para evaluar
la ventaja relativa y forma parte esencial del conocido criterio de la prueba F:

(SCE, - SCE,)
SCE,

Estadistico F para probar una hipétesis del modelo

De la teoria estadistica, se sabe que las sumas de los cuadrados de variables alea-
torias con distribucién normal se asocian con la distribucién ji-cuadrada. Se puede
demostrar que SCE_/c? se distribuye como la variable ji-cuadrada con (N - f) gra-
dos de libertad. La diferencia SCT = SCE, - SCE_, con (¢ - 1) grados de libertad,
representa la reduccion en la suma de cuadrados total debida a las diferencias en-
tre las medias de los tratamientos. Cuando las medias de los tratamientos son igua-
les, w, = p, = -+ = w,, se puede demostrar que este criterio, (SCE, — SCE,)/ o
= SCT/o?, también tiene una distribucion ji-cuadrada con (¢ — 1) grados de liber-
tad y que es independiente de la distribucion de SCE./o?.
El cociente:

(SCE, — SCE)(1 - 1)
SCE./(N - 1)

(2.17)

es el cociente de dos distribuciones ji-cuadrado, cada una dividida entre sus res-
pectivos grados de libertad. Bajo la hipdtesis nula de que no hay diferencia entre
los tratamientos, el cociente tiene una distribucioén F con (1 — 1) y (N —¢) grados de
libertad, respectivamente, en el numerador y el denominador.

El estadistico de prueba calculado a partir de la tabla de andlisis de varianza
para probar la hipotesis nula Hy: p; = pp = -+ = p, es:

CMT

FO =
CME

(2.18)

que tiene distribucién F cuando la hipotesis nula es cierta.

La suma de cuadrados esperada en las ecuaciones (2.15) y (2.16) muestra que
CME es un estimador sin sesgo de o2, bajo cualquier hipotesis. Pero CMT es un es-
timador sin sesgo de 2, s6lo bajo el modelo de la hipotesis nula o del modelo reduci-
do; es decir, si w; = w, = -** u,, entonces & = 0y E(CMT) = o?. Con la hipétesis
alterna, el valor esperado de CMT es mayor que 0%, como se ve en laecuacion (2.16),
en consecuencia, el valor esperado del numerador del estadistico F;, sera mayor que
el del denominador. Los valores grandes de Fy sugieren el rechazo de la hipotesis nula.

Para la prueba de hipoétesis se utiliza una region critica de un lado en la cola de
la derecha. La hipétesis nula H, se rechaza para una probabilidad de un error tipo
I de a si:
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Fo> Fou-1w-o

donde Fy = CMT/CME y F,, ,_) - €s €l valor de la distribucion F que es excedi-
do con probablidad «. Los valores criticos de la distribucion F se encuentran en la
tabla IV del apéndice.

Una prueba de hipotesis de que no hay diferencia entre los cuatro tratamientos
de empaque de carne en cuanto al crecimiento de bacterias se ilustra en el cuadro
2.3. Del analisis de varianza (tabla 2.6) los cuadrados medios requeridos son CMT
= 10.958 con 3 grados de libertad y CME = 0.116 con 8 grados de libertad.

Cuadro 2.3 Prueba de hipdtesis para el experimento de carnes

Hytpy = pyp = p3 = py
H,:pn, # p,paraal menosunai # k

a=.05 Region critica: Fy> F ;35 = 4.07

F, = CMT _ 10958 _ o, o
CME  0.116

Como Fy = 94.58 cae en la region critica F, > 4.07, se rechaza la hipétesis
nula y se concluye que los tratamientos difieren respecto al nimero de bacterias
sicotrdpicas observadas en la carne almacenada bajo condiciones diferentes.

2.11 Pruebas de significancia y pruebas de hipétesis

Una practica comun en las pruebas de hipdtesis es determinar qué tan significativa
es una prueba estadistica. Este nivel de significancia es la probabilidad de exceder
el valor del estadistico de prueba bajo las condiciones de la hipdtesis nula. Obser-
ve la columna con titulo Pr > F de la tabla 2.6. El valor .000 es la probabilidad de
que el estadistico F con 3 y 8§ grados de libertad sea mayor que F, = 94.58 y suele
denominarse “valor P”. Como el valor reportado es .000, se sabe que la probabili-
dad de exceder F; = 94.58 es menor que .0001, o P <.0001. Muchos investigado-
res usan la magnitud del valor P para decidir la significancia estadistica de la
prueba F en el analisis de varianza. Es comtin que se proporcione este valor en el
analisis de los resultados. Por ejemplo, la prueba F para el caso actual puede darse
como “significativa en el nivel de significancia P <.0001”. Si el valor de la proba-
bilidad es menor que los niveles de significancia tradicionales de .01 y .05, la
hipotesis nula serd rechazada porque el estadistico observado esta en la regién
critica.

La mayoria de los programas de computo para analisis de varianza incluyen
este valor de probabilidad para el estadistico F en los resultados impresos. En
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Hung et al. (1977) y las referencias ahi citadas, se encuentra una discusion técnica
del valor Py sus relaciones con el nimero de réplicas y con la hipoétesis alterna.

2.12 Errores estandar e intervalos de confianza
para medias de tratamientos

En la seccion 2.5 estd determinado que los estimadores de minimos cuadrados de
las medias poblacionales eran las medias observadas de los grupos en tratamiento
v,. Las medias observadas son los promedios de r observaciones independientes,
de manera que la varianza de la media de un grupo de tratamiento es o = o/r. El
estimador de la varianza es:

s = = (2.19)

donde, a partir del analisis de varianza, s> = ECM. El estimador del error estindar

de la media es:
S2
s5= [ (2.20)
' r

Se construye un estimado de 100(1 — «)% para el intervalo de confianza
(IC), con limites superior ¢ inferior respectivamente, para cada media de grupo en
tratamiento; donde 7,,, (v—, €s un estadistico ¢ de Student excedido con una proba-
bilidad /2 y (N — t) son los grados de libertad para los CME:

y, + ’a/z,(N—z)(S;,) y y, — fa/z,(N—t)(Sy,) 2.21)
El error estandar de la media para cualquier grupo en tratamiento del estudio

de almacenamiento de carne es:

0.116 _ 4197

Yy t 9253 = 2.306. Las medias de los grupos en tratamiento se muestran en el cuadro
2.4 con una estimacion del IC de 95%.

Cuadro 2.4 Medias, errores estandar e intervalos de confianza
del 95% para el experimento de empaques de carne

Tratamiento  Media Error estandar  IC del 95%  (superior, inferior)

Comercial 7.48 0.197 7.48 = 0.454 (7.03,7.93)
Al vacio 5.50 0.197 5.50 = 0.454 (5.05,5.95)
CO, 0, N 7.26 0.197 7.26 = 0.454 (6.81,3.81)

100% CO, 3.36 0.197 3.36 = 0.454 (2.91,3.81)
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Para cualquier media de grupo, el IC del 95% es

¥, *(2.306)(0.197) o y, = 0.454

213 Diferente numero de réplicas de los tratamientos

Pueden ocurrir diferente nimero de réplicas debido a la pérdida de algunas unida-
des experimentales durante el estudio, a que habia un niimero insuficiente de suje-
tos disponibles para todos los grupos de estudio o por extravio, destruccion o nulidad
de los datos recolectados. Los efectos mas notables visibles de las réplicas de-
siguales aparecen en los célculos necesarios para el analisis. Una consideracion de
la mayor importancia es asegurarse de que se da seguimiento a la informacién
desigual en todos los grupos de tratamiento. La pérdida de observaciones de un
grupo de tratamiento tiene como consecuencia una pérdida proporcional en la pre-
cision de las estimaciones de la media de ese grupo con respecto a las de los gru-
pos con todos los datos.

Ejemplo 2.2 Deteccion de flebitis durante la terapia de amiodarone

La flebitis es una inflamacion de las venas que puede presentarse al administrar
medicamentos por via intravenosa. Se supuso que la droga activa es el factor
principal que contribuye a la inflamacion, aunque es posible que la solucién
excipiente usada para la administracion intravenosa también contribuya.

Hipotesis de investigacion: El problema de detectar la aparicion de flebitis es de
particular importancia para los investigadores. Este estudio se disefio con la fina-
lidad primordial de buscar mecanismos para la deteccion temprana de flebitis
durante una terapia de amiodarone. Se plante6 la hipotesis de que los cambios en
la temperatura de los tejidos cercanos al lugar de la administracion intravenosa
seria sefial de una inflamacion inminente.

Diserio del tratamiento: Se administraron tres tratamientos intravenosos en ani-
males de laboratorio. Estos fueron:

* amiodarone en una solucién excipiente
* solo una solucion excipiente
* una solucidn salina

La solucioén salina sirvié como tratamiento placebo de control para determinar si
la sola administracion afectaba la inflamacion. La solucion excipiente sirvidé como
control para separar los efectos del vehiculo de los del medicamento.

Diserio del experimento: Los conejos utilizados como animales de prueba se
asignaron al azar a los tres grupos de tratamiento, en un disefio totalmente
aleatorizado y se les insert6 una aguja en una vena de la oreja.
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} Un incremento en la temperatura de la oreja tratada se considerdé como posi-
; ble indicador temprano de flebitis. La diferencia en las temperaturas de las orejas
| i (tratada menos no tratada) se usé como variable de respuesta. Las complicaciones
i | con el protocolo experimental dieron como resultado un niimero diferente de co-
j nejos en cada grupo de tratamiento. En la tabla 2.7 se muestran las diferencias
i1 de temperatura observadas luego de 4.5 horas, para cada conejo que siguié en
LI estudio.

Tabla 2.7 Diferencias en la temperatura de las orejas (°C), tratada menos no tratada,
de los conejos, 4.5 horas después del tratamiento

Amiodarone Excipiente Salina
22 0.3 0.1
1.6 0.0 0.1
0.8 0.6 0.2
1.8 0.0 -0.4
1.4 -0.3 0.3
0.4 0.2 0.1
0.6 0.1
1.5 -0.5
0.5
t
r, 9 6 8 N=%r=23
=]
Total (y,) 10.80 0.80 0.00 y =11.60
Media (y,) 1.20 0.13 0.00 y =050

Fuente. G. Ward, Departmento de Ciencias Farmacéuticas, Universidad de Arizona

Modelo lineal para diferente niimero de réplicas

El modelo de medias de celda para tratamientos con un solo factor con un disefio
totalmente aleatorizado con replicacidn desigual es:

Yy =t e, (2.22)
i=1,2,..,t j=1,2,..,r

donde r, es el numero de réplicas para el i-ésimo grupo en tratamiento. El nimero
total de observaciones es N = X!r,. La interpretacion y las suposiciones son las
mismas que para el modelo de réplicas iguales.

El estimador de minimos cuadrados para las medias de tratamiento determina-
do por los métodos descritos en la seccion 2.5 es:

G

1 rl

i=1,2,..,1 (2.23)

o la media del grupo en tratamiento observada, como en el caso de réplicas iguales.
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Analisis de varianza para réplicas desiguales

En la tabla 2.8 se muestran las particiones de las sumas de cuadrados para el ana-
lisis de varianza. Cada elemento de la suma de cuadrados para los tratamientos es
un cuadrado ponderado de la desviacion de la media de un tratamiento de la gran
media, #;(y, — ¥ ) El valor relativo r,, es el niimero de réplicas para el grupo en
tratamiento. Los valores relativos reflejan la cantidad de informacién disponible
para estimar las medias de los tratamientos. La suma de cuadrados para el error
experimental es la suma agrupada de los cuadrados dentro de los grupos. El cua-
drado de la media esperada para los tratamientos incluye una suma ponderada del
cuadrado de los efectos de cada tratamiento 7, = (u, — ), donde & = X/ r,u/N.
Con réplicas desiguales, nuestra definicion de los efectos de los tratamientos sig-
nifica que su suma ponderada es igual a cero, 3/ r(u, — ) = 0.

Tabla 2.8  Analisis de varianza para un disefio totalmente aleatorizado con réplicas
desiguales de los tratamientos

Fuente Grados Suma Cuadrados Valor esperado
de variacion  de libertad  de cuadrados medios  de los cuadrados medios

t o

Total N-1 >3, -7
1=1y=1
T
Tratamientos r—1 Sr@, —y) CMT o’ + 02
1=1
tor
Error N—t¢ 230, —n) CME o?
1=1 =1
H
0=t 3w~ B

=5

El analisis de varianza para el estudio de amiodarone se muestra en la tabla
2.9. Se examina la hipotesis nula de que no hay diferencia entre las medias de los
tratamientos con el estadistico F, = CMT/CME = 3.6081/0.2177 = 16.58. El es-
tadistico Fy se encuentra en la columna de “F™ en la tabla 2.9. La hipoétesis nula se
rechaza a un nivel de significancia de .05 porque Fy > F 5,50 = 3.49, de otra
manera, observe que Pr > F = .000.

Tabla 2.9 Analisis de varianza para las diferencias de temperatura en las orejas de
conejos en el estudio de amiodarone

Fuente Grados Suma Cuadrados
de variacion de libertad de cuadrados medios F Pr>F
Total 22 11.5696
Tratamiento 2 7.2162 3.6081 16.58 .000

Error 20 43533 0.2177

| G Y
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Errores estAndar para medias de tratamiento y precision desigual

El error estandar de la media de un grupo en tratamiento se estima con:

s, = | -<ME (2.24)
TN

1

Los ertores estandar estimados de las tres medias de tratamiento intravenoso
son:

s; = 92177 _ g 156
' 9

s = 92177 — ¢.190
: 6

_ (02177 _
$5, 2y g = 0165

Las diferencias entre los errores estdndar de las medias de los grupos tratados
ilustran la precision inferior que se obtiene cuando se pierden datos de un experi-
mento. Por ejemplo, con s6lo seis observaciones, el grupo de tratamiento con
excipiente tiene un error estandar 22% mayor que el tratado con amiodarone en
nueve observaciones.

214 ;Cuantas réplicas para la prueba F?

En el capitulo 1, el numero de réplicas necesario para detectar alguna diferencia
predeterminada entre dos medias de tratamiento se establecio con el estadistico z
normal, junto con el conocimiento de la varianza, el nivel de significancia y la
potencia de la prueba. En esta seccion se determina el nlimero requerido de répli-
cas utilizando un método basado en el estadistico F.

La potencia de la prueba de hipétesis es la probabilidad de rechazar una falsa
hipétesis nula. El estadistico F; = CMT/CME se usa para probar la hipétesis nula
Hy: 7, = 0. La potencia de la pruebaes | — 8= P(F>F,, ,|H, falsa), donde v, y
v, son los grados de libertad respectivos del numerador y el denominador. Cuando
H, es falsa, F, tiene una distribucidn F desplazada con v, y v, grados de libertad y
pardmetro de desplazamiento A = r/7/a?. Si la hipotesis nula es cierta, entonces
el parametro de desplazamiento tiene un valor A = 0, puesto que todo 7, = 0 y F|,
tiene una distribucidn F centrada.

Se han calculado valores tabulados de la potencia de la prueba F para valores
dados del nivel de significancia «; la potencia 1 — 3; los grados de libertad v, y
v,, y @, una funcién del parametro de desplazamiento, que es:
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(2.25)

En la tabla IX del apéndice estdn graficadas las curvas de la potencia para

algunos valores del parametro de la distribucioén F desplazada.

La graficas se usan para estimar el nimero de réplicas necesario para valores

dadosde o, 1 — B, 02, v;, v, y ®. Un valor de ® requiere un valor de o2 y valores
especificos de las medias de tratamiento que conducen al rechazo
de la hipétesis nula. Dados wq, i,, ..., i, 1as 7, = (1, — 1) se evalian para ® en la
ecuacion (2.25).

|
i

]

!
!

Ejemplo 2.3 Numero de réplicas para el estudio de amiodarone

Para experimentos futuros supongamos que el investigador del estudio con
amiodarone del ejemplo 2.2 se interesd en rechazar la hipdtesis nula con una
potencia de por lo menos .95, a un nivel de significacion de .05 si la temperatura
de la oreja para el grupo de tratamiento con medicamento era 0.8°C, mientras que
las medias con el excipiente y la solucién salina eran 0.1°C y 0°C, respectivamen-
te. El promedio de las medias de tratamiento i es 0.3°C, y los efectos del trata-
miento son:

n=p — & =08-03=05
= — g =01-03=-02
= — i =00-03=—03

Por lo tanto, Y./ 2 = 0.38, y se puede usar ECM = 0.22 del analisis de varianza
como estimacion de o2, De la ecuacion (2.25) se evalua:

2
T
P2 = z=12 _ r(0.38) = 10.58)
to 3(0.22)

Los valores necesarios para la curva de potenciason v, = (1 —1) = 2, v,
=fr-1)=3(r—-1)ya = .05.Siseusar =15 como un valor de la primera prueba
seobtiene® = /2.9 = 1.7y v, = 12. De latabla IX del apéndice, la potencia aproxi-
mada de la prueba es .65, que es inferior a la requerida de .90. Si se incrementa el
numero de réplicasar = 9, se obtiene ® = \/5—22 = 2.3y v, = 24, con una potencia
resultante superior a .90. En apariencia se necesitaran nueve conejos en cada grupo
de tratamiento para conseguir una potencia de al menos .90.

Es dificil especificar los efectos deseados para un conjunto de tratamientos

completo. Tal vez sea mas sencillo especificar la diferencia entre cualesquiera d
os medias de tratamiento que fuera bioldgica o fisicamente significativa. Supon-
gamos que se desea detectar el nivel de significancia con una diferencia de
D = p, — w;. En este caso el valor minimo de P? es:
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(1)2 — rDz

= (2.26)

Comentarios: Existen programas de computo para estimar el nimero de réplicas
con gran facilidad, aunque el investigador debe contar con estimaciones de o2, la
potencia deseada, los niveles de significacién y la magnitud de los efectos para
declararlos significativos.

Por lo comiin, es dificil estimar o2, Si se dispone de resultados de experimen-
tos anteriores similares al que se considera, entonces pueden emplearse las esti-
maciones de la varianza para lograr valores razonables.

Cuando no es posible realizar el experimento completo en un solo periodo, o en
un mismo lugar, con el nimero de réplicas necesario, se puede repetir varias veces
o en distintos lugares. Por ejemplo, si se requieren ocho réplicas y no se pueden
realizar al mismo tiempo, entonces se ejecuta dos veces con cuatro réplicas.

EJERCICIOS PARA EL CAPITULO 2

1. Serealiz6 un estudio de ingenieria de transito sobre los retrasos en las intersecciones con semaforos en
las calles de una ciudad. Se usaron tres tipos de semaforo: 1) programado, 2) semiactivado y 3) activado.
Se usaron cinco intersecciones para cada tipo de seméforo. La medida de retraso utilizada fue el prome-
dio de tiempo que cada vehiculo permanece detenido en cada interseccion (segundos/vehiculo). Los
datos son los siguientes:

Programado Semiactivado Activado
36.6 17.5 » 150
39.2 20.6 10.4
30.4 18.7 18./9
37.1 25.7 10.5
34.1 22.0 15.2

Fuente. W. Reilly, C. Gardner y J. Kell (1976). “A technique for measurement
of delay at intersections”. Technical Report FHWA-RD-76-135, Federal
Highway Administration, Office of R & D, Washington, D. C.

Escriba el modelo lineal estadistico para este estudio y explique sus componentes.

Establezca las suposiciones necesarias para un analisis de varianza de los datos.

Calcule el analisis de varianza.

Calcule las medias de minimos cuadrados del retraso en el transito y sus errores estandar para cada
tipo de semaforo.

o oe



66 CAPITULO2 COMENZANDO CON DISENOS TOTALMENTE ALEATORIZADOS

o

Calcule el intervalo de confianza del 95% estimado para las medias de los tipos de semaforo.

f. Pruebe la hipotesis de que no hay diferencia entre las medias de retraso para los tipos de semaforo;
a un nivel de significacion de .05, con la prueba F.

g. Escriba las ecuaciones normales para los datos.

2. Sellevd a cabo un experimento para probar los efectos de un fertilizante nitrogenado en la produccion de
lechuga. Se aplicaron cinco dosis diferentes de nitrato de amonio a cuatro parcelas (réplicas) en un
disefio totalmente aleatorizado. Los datos son el numero de lechugas cosechadas de la parcela.

Tratamiento (Ib N/acre) Lechugas/parcela
0 104, 114, 90, 140

50 134,130, 144, 174

100 146, 142, 152, 156

150 147, 160, 160, 163

200 131, 148, 154, 163

Fuente: Dr. B. Gardner, Department of Soil and Water Science, University
of Arizona.

Escriba el modelo lineal estadistico para este estudio y explique sus componentes.

Establezca las suposiciones necesarias para un analisis de varianza de los datos.

Calcule el analisis de varianza.

Calcule las medias de minimos cuadrados y sus errores estandar para cada medida de nitrogeno.
Calcule el intervalo de confianza del 95% estimado para las medias de los niveles de nitrégeno.
Pruebe la hipétesis de que no hay diferencia entre las medias de los niveles de nitrogeno con una
prueba F a un nivel de significancia de .05.

Escriba las ecuaciones normales para los datos.

Este experimento se llevd a cabo con un disefio totalmente aleatorizado de las parcelas en un arreglo
rectangular. Muestre una aleatorizacion de los cinco tratamientos con nitrogeno de las 20 parcelas,
usando una permutacion aleatoria de los numeros 1 a 20.

-0 a0 g

SN

3. Un fisidlogo de animales estudio la funcion pituitaria de las gallinas, bajo el régimen estindar de muda
de pluma forzada que usan los productores de huevo para mantenerlas en produccion. Se usaron 25
gallinas en el estudio. Cinco se utilizaron para la medicion, una previa al régimen de muda forzada y
una al final de cada una de las cuatro etapas del régimen. Las cinco etapas del régimen fueron:
1) premuda (control), 2) ayuno de 8 dias, 3) 60 gramos de salvado al dia durante 10 dias, 4) 80 gramos
de salvado al dia por 10 dias y 5) mezcla de malta durante 42 dias. El objetivo era dar seguimiento a las
respuestas fisiologicas asociadas con la funcion pituitaria de las gallinas durante el régimen para expli-
car por qué vuelven a producir después de una muda forzada. Uno de los compuestos medidos fue la
concentracion de suero T3. Los datos de la tabla son las medidas de suero T3 en las cinco gallinas
sacrificadas al final de cada etapa del régimen.
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Tratamiento Suero T3, (ng/dl) X 107!
Premuda 94.09, 90.45, 99.38, 73.56, 74.39
Ayuno 98.81, 103.55, 115.23, 129.06, 117.61

60 g de salvado 197.18,  207.31, 177.50, 226.05, 222.74
80 g de salvado 102.93, 117.51, 119.92, 112.01, 101.10
Mezcla de malta  83.14, 89.59, 87.76, 96.43, 82.94

Fuente- Dr. R. Chiasson y K. Krown, Department of Veterinary Science, Umiversity of Arizona.

Escriba el modelo lineal estadistico para este estudio y explique las componentes del modelo.
Establezca las suposiciones necesarias para un analisis de varianza de los datos.

Calcule el analisis de varianza.

Calcule las medias de minimos cuadrados y sus errores estandar para cada tratamiento.

Calcule un intervalo de confianza de 95% estimado para las medias de los tratamientos.

Pruebe la hipotesis de que no hay diferencia entre las medias de los cinco tratamientos con la prueba
F a un nivel de significancia de .05.

Escriba las ecuaciones normales de los datos.

Este experimento se llevé a cabo en un disefio totalmente aleatorizado, con una gallina en cada una
de las 25 jaulas. Proporcione una asignacion aleatoria de los cinco tratamientos a las 25 jaulas, con
una permutacion aleatoria de los nimeros 1 a 25.

- A0 oe
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. Serecolectaron datos de estudiantes de pedagogia en cuanto a su uso de ciertas estrategias de ensefianza
estudiadas antes de sus practicas. Habia 28 estudiantes que habian aprendido las estrategias (9 en 1979,
9en 1980 y 10 en 1981). En 1978 habia 6 profesores que no habian aprendido el uso de estas estrategias
y se usaron como grupo de control. El investigador registrd el numero promedio de estrategias por
semana que cada estudiante usaba durante sus practicas. El investigador queria saber si el nimero de
estrategias usadas variaba con el tiempo.

Numero promedio de estrategias diferentes usadas

Control 1978 1979 1980 1981
6.88 7.25 10.85 7.29
5.40 10.50 7.43 14.38

16.00 8.43 6.71 6.00
9.80 8.63 7.60 5.00
7.63 8.63 7.60 5.38
5.00 7.00 5.57 14.14

11.13 8.71 9.25
7.25 5.86 571
10.38 7.20 7.25
10.75

Fuente: Dr A Knorr, Family and Consumer Resources, University of
Arizona.
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6.

;e o g

Escriba el modelo lineal estadistico para este estudio y explique las componentes del modelo.
Establezca las suposiciones necesarias para un andlisis de varianza de los datos.

Calcule el analisis de varianza.

Calcule las medias de minimos cuadrados y sus errores estandar para cada tratamiento.

Calcule un intervalo de confianza del 95% estimado para las medias de los tratamientos.

Pruebe la hipétesis de que no hay diferencia entre las medias de los cuatro tratamientos, con la
prueba F a un nivel de significancia de .05.

Escriba las ecuaciones normales de los datos.

En cierto estudio de calibracion de espectroscopia de absorcion atomica, las medidas de respuesta fueron
las unidades de absorcion de un instrumento segun la cantidad de cobre diluido en una solucién acida. Se
usaron cinco niveles de cobre con cuatro réplicas del nivel cero y dos réplicas de los otros cuatro niveles.
En la siguiente tabla se dan los datos de espectroscopia para cada nivel de cobre como microgramos de
cobre/mililitro de solucion.

- e o oe

S

Cobre (mg/ml)

0.00 0.05 0.10 0.20 0.50

0.045 0.084 0.115 0.183  0.395
0.047 0.087 0.116 0.191 0.399
0.051
0.054

Fuente- R.J. Carroll, C. H. Spiegelman y J. Sacks (1988), “A quick
and easy multiple use calibration-curve procedure”, Technometrics
30, 137-141.

Escriba el modelo lineal estadistico para este estudio y explique las componentes del modelo.
Establezca las suposiciones necesarias para un analisis de varianza de los datos.

Calcule el analisis de varianza.

Calcule las medias de minimos cuadrados y sus errores estindar para cada tratamiento.

Calcule un intervalo de confianza del 95% estimado para las medias de los tratamientos.

Pruebe la hipotesis de que no hay diferencia entre las medias de los cinco tratamientos, con la
prueba F a un nivel de significancia de .05.

Escriba las ecuaciones normales de los datos.

Un técnico prepard por separado cada solucion acida. Para prevenir errores sistematicos de
preparacion de las soluciones 1 a 12, las preparé en orden aleatorio. Muestre una orden
de preparacion aleatoria de las 12 soluciones usando una permutacion aleatoria de los numeros
1 al 12.

Considere el experimento del ejercicio 3. Suponga que se perdieron algunas gallinas durante el transcur-
so del mismo, lo que dio como resultado el siguiente conjunto de observaciones.
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Tratamiento Suero T3, (ng/dl) X 107!
Premuda 94.09, 90.45, 99.38, 73.56,
Ayuno 98.81, 103.55, 115.23, 129.06, 117.61

60 g de salvado 197.18,  207.31, 177.50,
80 g de salvado  102.93, 117.51, 11992, 112.01, 101.10
Mezcla de malta 82.94, 83.14, 89.59, 87.76,

Escriba el modelo lineal estadistico para este estudio y explique las componentes del modelo.

Establezca las suposiciones necesarias para un analisis de varianza de los datos.

Calcule el analisis de varianza.

Calcule las medias de minimos cuadrados y sus errores estandar para cada tratamiento. ;Como

afecto la pérdida de gallinas a las estimaciones de las medias?

Calcule un intervalo de confianza de 95% estimado para las medias de los tratamientos.

f. Pruebe la hipotesis de que no hay diferencia entre las medias de los cinco tratamientos; con la
prueba F' a un nivel de significancia de .05.

g. Escriba las ecuaciones normales de los datos.

/o o

o

. Utilice los datos del ejercicio 3 para determinar cuantas galinas necesitaria el biblogo en cada tratamien-
to para rechazar la hipétesis nula a un nivel de significancia de .05, con una potencia de .90, si la diferen-
cia entre el tratamiento de control y cualquier tratamiento nuevo es de 30 unidades de T3.

. Use los datos del ejercicio 1 para determinar cuantas intersecciones necesita el ingeniero de transito con
cada tipo de semaforo para rechazar la hipotesis nula a un nivel de significancia de .01, con una potencia
de .90 si los retrasos medios respectivos en los tres tipos de sefial fueron 20, 18 y 16 segundos.

. Este es un pequefio ejercicio para ayudarle a comprender cémo funciona el principio de minimos cuadra-
dos para proporcionar una suma de cuadrados minima del error experimental.
a. Con la ecuacion (2.3) y los datos del ejercicio 2.1 calcule SCE en los siguientes casos:
(i) Use la observacion mas pequeiia en cada grupo de tratamiento como 1t , en la ecuacion (2.3)
para calcular SCE.
(il) Utilice la observacion mayor en cada grupo de tratamiento como i, en la ecuacion (2.3) para
calcular SCE.
(iii) Use la observacion media en cada grupo de tratamiento como 7, en la ecuacion (2.3)
para calcular CME.
(iv) Sustituya otro valor entre el medio y el mayor como %, en la ecuacién (2.3) para calcu-
lar CME.
(v) Sustituya otro valor entre el medio y el menor como 1, en la ecuacién (2.3) para calcular
CME.
b. Grafique CME contra i ,, con los valores calculados de CME en las ordenadas y los valores de .,
en las abscisas.
c. (Cual es el valor de CME en cada caso? ;Qué caso proporciona el valor mas pequefio de CME?
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10. Una de las suposiciones del modelo lineal usado para describir los datos de los grupos de tratamiento
vy = M; T e,), es que las observaciones son aleatorias, independientes de la variable aleatoria Y.

a.

(Qué habria que hacer durante la realizacion del estudio para que las suposiciones de aleatoriedad e
independencia fueran razonables si:

i) se trata de un estudio disefiado?

il se trata de un estudio comparativo por observacion?
Antes de poder decir que los estimadores de minimos cuadrados son estimadores de varianza mini-
ma y sin sesgos, ;/qué suposiciones adicionales deben hacerse sobre el modelo?
Antes de poder calcular los intervalos de confianza y las pruebas de hipétesis sobre el modelo, ;qué
suposicion adicional debe hacerse?
Suponga que no se posible hacer las tltimas dos suposiciones (las de los incisos & y ¢). ;Coémo
puede probar la hipétesis de que no hay diferencia entre las medias de los tratamientos?

Apéndice 2A.1 Valores esperados

El valor esperado de una variable aleatoria es su valor promedio. Si una variable
aleatoria Y tiene una distribucién de probabilidad con una media w y una varianza
o?, el valor esperado de Y se define como u = E(Y), donde E(Y) se lee “valor
esperado de 1.

La varianza de Y se define como o2 = E(Y — w)?, que es el valor esperado del
cuadrado de la diferencia entre Yy la media.

Si existen dos variables aleatorias, Y,y Y,, y E(Y)) = u,, y E(Y;) = n,, enton-
ces la covarianza entre las dos variables Y, y ¥, se define como:

o, = E[Y, — pu)(Y; — pp)l

La covarianza indica la relacion entre Y, y Y,. Si los valores grandes de Y; se
asocian con valores grandes de Y,, entonces la covarianza es positiva. Si los valo-
res de Y, se hacen mds pequefios al aumentar los valores de Y, o viceversa, enton-
ces la covarianza es negativa. Si los valores de Y; y Y, son independientes, la
covarianza es cero.

El modelo de medias de celdas para un disefio totalmente aleatorizado es:

Yy =Mt

i=1,2,..,¢ j=12,..,r 2A.1)

Se supone que los errores experimentales e, son variables aleatorias indepen-
dientes con una media igual a cero, varianza o y covarianza cero entre cuales-
quiera dos errores.

La media o valor esperado de cualquier e, es E(e,) = 0, y la varianza de cual-
quier e, es E(e}) = o* Como no hay covarianza entre las e,, la esperanza de un
producto entre cualesquiera dos términos de error en el mismo grupo de trata-
miento o en otros es E(e; - e,x) = 0, donde i # m o j # k. Las y,; son las medias
poblacionales y son constantes respecto a los valores esperados. El valor esperado
de una constante es la constante misma, o sea, E(w,) = u;.
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El valor esperado de cualquier observacion descrita por las medias de la celda
se puede encontrar sustituyendo u, + e, en lugar de y, en la esperanza matematica:

E(@,) = E(u, + e,) = E(n) + E(e,) = n, (2A.2)

Apéndice 2A.2 Cuadrados medios esperados

Los valores esperados son necesarios para CME y CMT en el analisis de varianza.
Con cualquier nimero de réplicas de cada tratamiento, el cuadrado de la media
para el error experimental se estima como CME = SCE/(N — t), donde:

SCE = ZZ 0, = PP (2A.3)

i=1y=1

La esperanza matematica de SCE se encuentra con las sustituciones de
_ _ - . = 1
Yy =M te yy =u + e enlaecuacion (2A.3), donde e, = (r—,) >7, e, Laexpre-
sioén que resulta es:

SCE = zz [, + e, — (p, + g))? = zz (e, — g,)?

1=1 j=1 =1 =1

14 r, t
— 2 52
=22 G- e
1=1

=1 =1

Dado que E(e?) = %E(Ei ef) = —r% E(ey +eh+ - +eh)= r_l o?, la esperanza
o JT ! !

matematica de CME es:

E(SCE) = Y, z E(e2) — Y, rE@)

t
=1 y=1 1=1

= Ng? — to?
= (N — H)o?
y
EMCE) = £8CE) _ ;2 (2A.4)
N-1

El cuadrado de la media para ¢l tratamiento es CMT = SCT/(t — 1), donde:

t

SCT=Y r@ -7 ) (2A.5)

1=1
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NI
-«

y la esperanza matematica de CMT requiere las sustituciones de y,

r,

Se,y

1 =1

I

=pu, +
Ly
NG

M.
nM
~
¥

@&+ e en la ecuacion (2A.5), donde € %

y. =
La expresion resultante es:

t
CMT =3}, r(u +2 ~ & —2)

=1

=Y r(w— BR+ D@ — e +2 Y r(w— E)E —€)

i=1 =1

La expansion del segundo término de la ultima expresion conduce a:

t {
Y r@E —e)=) re? - Ne
=1 =1

Dado que:
E@?) = 'A_lfiE(éz) = vaz E(e}, + €}, + --- + €% + productos cruzados) = ]_Vl— a?
y E(e?) = % o2, la esperanza matematica de CMT se encuentra mediante:

1

E(CMT) = Y, r(n, — B)* + Y, rE@) — NE@?)

=1 =1

!
= 2 rilp ~ B+ t0? — o
=1

> r(w - BR (- Do?
1=1

La esperanza matematica de CMT es:

_ _EcMT) _ ’ .
E(CMT) = =20 oy ) (24.6)

El vaior esperado en la ecuacion (2A.6) se puede expresar en términos de los efec-
tos de los tratamientos con la sustitucion 7, = (u, — ).

Si todas las r, = r, entonces 6? 2 (m, — )t — 1y

ESSD) _ 524 2 QA7)

E(CMT) = A



3 Comparacion de tratamientos

A través de los métodos que se introducen en este capitulo el anélisis de varianza y las
estimaciones de las medias de los grupos de tratamiento, mediante minimos cuadrados,
proporcionan la informacion basica necesaria para un andlisis profundo de la hipétesis de
investigacion. Los métodos para el analisis profundo de las respuestas al disefio de trata-
mientos incluyen contrastes planeados entre los tratamientos, curvas de respuesta por re-
gresion para factores de tratamiento cuantitativos, seleccion del mejor subconjunto de
tratamientos, comparacién de tratamientos con el control y comparaciones por pares entre
las medias de tratamientos. Todos estos métodos involucran un conjunto de decisiones
simultaneas que debe tomar el investigador. Esta inferencia estadistica simultanea afecta
los errores estadisticos de la misma. En este capitulo se estudian algunos de esos efectos
y el control de los errores.

31 Lacomparacion de tratamientos responde
las preguntas de la investigacion

La relacion entre los objetivos de investigacion y el disefio de tratamientos requie-
re la identificacion de los mismos, en cuanto al papel que desempefian, para la
evaluacion de la hipétesis. Cuando se realiza un experimento para contestar a pre-
guntas especificas, los tratamientos se seleccionan de manera que las comparacio-
nes entre ellos contesten esas preguntas. Por ejemplo, es posible obtener respues-
tas especificas del experimento de almacenamiento de carne del capitulo 2, sobre
el efecto de las distintas condiciones de empaque respecto al desarrollo de bacte-
rias mientras estd almacenada. Los cuatro tratamientos de este experimento eran
1) empaque comercial, 2) al vacio, 3) mezcla de gases y 4) CO, puro. Las estadis-
ticas del experimento se muestran en el cuadro 3.1.

Sobre las condiciones de almacenamiento se pueden hacer las siguientes pre-
guntas:

° Para reducir el desarrollo de bacterias, jes mas efectiva la creacién de una at-
mosfera artificial que el aire ambiental del empaque comercial?

73
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Cuadro 3.1 Resumen estadistico para el experimento
de almacenamiento de carne del ejemplo 2.1

Tratamiento
Comercial Al vacio CO, O,, N Co,
,=y, 7.48 5.50 7.26 3.36
t=4 r,=3 s2 = CME = 0.116 con 8 grados de libertad

* ;Son mas efectivos los gases que el vacio total?

* (Es mas efectivo el CO, que una mezcla de CO, O, y N?

3.2 Planeacién de comparaciones entre los tratamientos

Las comparaciones o contrastes entre las medias de los tratamientos se pueden
construir de manera que se respondan a las preguntas especificas sobre el experi-
mento. Los contrastes son formas especiales de las funciones lineales de las ob-
servaciones (presentadas en el apéndice 3A). Un contraste entre medias se define
como:

C =

1

ki, = ki + kol + - + kol (3.1

!
=1

donde 2 k, = 0.

=1

Los contrastes adecuados para las tres preguntas especificas del experimento
de carnes son:

* empaque comercial vs. atmésferas artificiales:
Cr=m— 13(#2+ﬂ3+ll4)
* al vacio vs. gases:
C2=ﬂ2——;(l13+#4)

* mezcla de gases vs. CO, puro:
Cy =3 — Uy
El primer contraste es la diferencia entre la media del empaque comercial y

el promedio de las medias de los otros tratamientos. La suma de los coeficientes

(I, =3, — 1, — ) es igual a cero, como debe ser en un contraste apropiado. El
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segundo contraste es la diferencia entre la media del empaque al vacio y el prome-
dio de las medias de los tratamientos de gas con coeficientes (0, 1, — 5, — 1), y el
tercero es una diferencia entre las medias de los dos tratamientos de gas con coefi-
cientes (0, 0, 1, —1).

Se calculan las estimaciones de los contrastes, los errores estandar, las estima-
ciones de los intervalos de confianza y las pruebas de hipotesis sobre los contras-
tes, a partir de los datos observados. Cualquier contraste de las medias del trata-
miento, C = 3, k., se estima con el mismo contraste de las medias de los
tratamientos observados, como:

!
C= kyi=kiy+ -+ ky, (3.2)
=1

donde y; es la media del i-¢simo grupo de tratamiento.
Las estimaciones para los tres contrastes en el experimento de carnes son:

¢l =7 — —; (G + 73+ 7a) = 7.48 — —;(5.50 +7.26 + 3.36) = 2.11

cr=Yyy — % (3. + y4) = 5.50 — %‘ (7.26 + 3.36) = 0.19
¢y =y3 —ya = 7.26 —3.36 =3.90
Evaluacién de las estimaciones de contrastes

Errores estandar de los contrastes
La varianza de una estimacion de contraste ¢ = ¥ ky, se estima mediante:

s§=s2[zﬁ]=s2[£+ﬁ+---+ﬁ] (3.3)

=1 I r1 F2 ry

donde s? = CME a partir del analisis de varianza. Si las r, son iguales, el estimador
de la varianza se simplifica a:

2
2= 2K+ kS + o+ K (3.4)

4
r

El estimador del error estandar de un contraste es igual a la raiz cuadrada de la
varianza:

se= Vst (3.5)

Para el experimento de almacenamiento de carnes, CME = 0.116 y todas las
r, = 3. Los estimadores de la varianza y del error estandar para €l primer contraste
son:
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2 2 2
s [ [ oo

S¢; = /0.052 = 0.228

Las estimaciones del error estandar para el segundo y tercer contraste son
Se, = 0.241 Y S, = 0.278.

c

Estimacion del intervalo para los contrastes

El estimador del intervalo de confianza 100(1 — a)% para un contraste es:

¢ E toa N -1 (Sc) (3.6)

Los grados de libertad correctos para el estadistico ¢ de Student son los grados de
libertad para la varianza usados al calcular el error estandar del contraste. El esti-
mador de la varianza en el experimento de carnes es CME = 0.116, con (N —¢) =
8 grados de libertad. La estimacion de un intervalo de confianza del 95% para C|,
usando £ g5 ¢ = 2.306 es:

2.11 = (2.306)(0.228)

En la tabla 3.1 se muestran los intervalos del 95% estimados para todo el conjunto
de contrastes.

Tabla 3.1 Estimaciones, errores estandar ¢ intervalos de confianza estimados
del 95% para los tres contrastes del experimento de carnes

Error 1C 95%
Contraste Estimacion estandar Inferior Superior
C, 2.11 0.228 1.58 2.64
C, 0.19 0.241 —0.37 0.75
G, 3.90 0.278 3.26 4.54

Una particion de la suma de cuadrados para los contrastes

Con el propésito de indicar qué parte de la variacion en los datos se explica
por el contraste especifico, se calcula una suma de cuadrados para ¢l contraste del
tratamiento. La reduccioén de suma de cuadrados para la estimacion de un contras-
te (C = Z k;u,;) se calcula a partir de las medias de los tratamientos:
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SCC=—— (3.6)
X (kiiri)
=1
Si todas las r, son iguales:
' 2
(55
SCC=r——— 3.7
> k2

Para este contraste existe 1 grado de libertad asociado con la suma de cuadrados.
En la tabla 3.2 se muestran las particiones de la suma de cuadrados para los tres
contrastes del experimento de carnes. Los calculos se ilustran en el cuadro 3.2.

Tabla 3.2 Analisis de varianza con contrastes para log(No./cm?) de bacterias
sicotrdpicas en el experimento de almacenamiento de carne

: Grados Suma Cuadrados

Fuente de libertad  de cuadrados medios F Pr>F
Total 11 33.80
Tratamientos 3 32.87 10.96 94.58 .000
Error 8 093 0.12

Contraste GL Contraste SC  Cuadrados medios F Pr>F
1 vs. otros 1 9.99 9.99 86.19 .000
2vs.3y4 1 0.07 0.07 0.62 453
3vs. 4 1 22.82 22.82 196.94 .000

Hipétesis sobre contrastes

La hipotesis nula usual establece que el contraste tiene un valor de cero. Por ejem-
plo, la hipétesis nula para el segundo contraste del experimento de almacenamien-
to de carne seria:

1
H02C2=#2—5(#3+H4)=0

o, de manera equivalente:
Hy Cp=2uy —p3 — s =0

Si la hipétesis nula es cierta, C, = 0, el desarrollo de bacterias promedio para los
dos tratamientos con gas es €l mismo que para el tratamiento al vacio.
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Cuadro 3.2 Calculo de las sumas de cuadrados para los contrastes
del experimento de almacenamiento de carne

V. =748 F, =550 p3 =726 y4 =3.36

Ky kb ks ks

C;: 3 -1 -1 -1
Cy: 0 2 -1 -1
Cy: 0 0 1 -1

SCCy = 3[3(7.48) — 5.50 — 7.26 — 3.36)%/[32 + (— 1)2 + (— 1)2 + (- 1)?]
= 3(6.32)%/12 = 9.99

SCCy = 3[2(5.50) — 7.26 — 3.36)2/[22 + (— 1)2 + (— 1)2
= 3(0.38)2/6 = 0.07

SCCy=3[7.26 — 3.36]%/[12 + (— 1)3]
= 3(3.9)%/2 = 22.82

Las dos formas de contrastes establecidas para la hipotesis nula son equiva-
lentes, excepto en que los coeficientes de la ultima difieren de los de la primera en
un multiplo de 2. La eleccidn es solo asunto de preferencia personal.

Las hipotesis nulas para los tres contrastes en el experimento de carne son:

Ho: Cy=3uy — pip — i3 — g =0
CHe Co=2up — Py — pa =0
Ho: C3=p3 — g = 0

La primera establece que no hay diferencia entre el empaque comercial y los
empaques con atmoésfera artificial; la segunda determina que no hay diferencia
entre el empaque al vacio y los tratamientos con atmoésfera de gas; y la tercera
establece que no hay diferencia entre €l CO, puro y la mezcla de CO, O, y N.

Pruebas sobre los contrastes con la prueba F

Las hipotesis alternas son diferencias distintas de cero, es decir, H,: C # 0. La
hipétesis nula, H: C = 0, se prueba con:

CMC
Fy = 3.9
0" TCME 3-9)

donde CMC = SCC es el cuadrado medio con 1 grado de libertad para el contraste.
Bajo la hipotesis nula, F tiene distribucion F con 1 y (N — ¢) grados de libertad.

La hipdtesis nula se rechaza al nivel de significancia a si F, > le’l(N_ 0
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El estadistico de prueba F|, para cada contraste aparece en la columna “F” de
latabla 3.2. La columna “Pr > F”” muestra la probabilidad de exceder el estadistico
F, observado. El valor critico de Fy a un nivel de significancia o = .05 es F 51.8
= 5 32. La hipétesis nula se rechaza para los contrastes C, y C;, Pr>F = 000 y
no se rechaza para el contraste C,, Pr> F = 453,

Como el contraste C, tiene una estimacion positiva, ¢, = 2.11, se puede con-
cluir que el nimero medio de bacterias en la carne con empaque comercial
convencional (y; = 7.48) era mayor que el promedio en la carne empacada en
atmosferas artificiales, {(y, + y; + y,) = 3(5.50 + 7.26 + 3.36) = 5.37. El
contraste Cj tiene una estimacion positiva, ¢; = 3.90, y se concluye que hay me-

nos bacterias en la carne empacada en CO, (v, = 3.36) que en la carne empacada
en una atmoésfera con mezcla de gases (y, = 7.26).

Pruebas sobre los contrastes con la prueba t de Student

Al igual que con la prueba F, los contrastes entre tratamientos se pueden exa-
minar con la prueba ¢ de Student. La relacion entre la distribucion ¢ de Student y la
distribucion F es:

r=F (3.10)

donde la ¢ de Student tiene v grados de libertad y el estadistico F tiene 1 grado de
libertad en el numerador y v grados de libertad en el denominador. La relacion
siempre es valida cuando hay 1 grado de libertad en el numerador del estadistico
F. Los grados de libertad para la ¢ de Student seran los mismos que para ¢l denomi-
nador del estadistico F.

Para cualquier estimacion del contraste ¢ de un tratamiento, con un error es-
tandar s, la razon:

to = = (3.11)

Se

tiene la distribucion ¢ de Student, bajo la hipotesis nula H,: C = 0.
Por ¢jemplo, la estimacion para el primer contraste del experimento de carnes
erac, = 2.11, con un error estandar s, = 0.228 (tabla 3.1). La razén:
1

o=~ 9954
0.228

prueba la hipétesis nula de que no hay diferencia entre el empaque comercial y los
empaques en atmoésfera de gas. La hipétesis nula se rechaza al nivel de significancia
de .05, ya que £, > £ o555 = 2.306.

.Intervalos de confianza o valores P?

El valor P resume en un solo valor la significancia o no significancia de las prue-
bas de hipoétesis sobre los contrastes, sin embargo, no incluye informacién cuanti-
tativa sobre estos ultimos. Un valor P pequeiflo, que indica significancia, puede
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indicar o no que un contraste tiene diferencias representativas con el valor supues-
to en la hipotesis.

Por el contrario, los intervalos de confianza proporcionan informacion cuanti-
tativa de los contrastes, al igual que su estado con respecto a las hipdtesis sobre
sus valores. Los resultados del estudio de amiodarone del ejemplo 2.2 se pueden
usar para ilustrar los beneficios de los intervalos de confianza.

Recuerde que el incremento estimado en la temperatura de las orejas de cone-
jos tratados con amiodarone era 1.20°C, un valor con significado clinico, mientras
que las estimaciones respectivas para las soluciones excipiente y salina eran 0.13°C
y 0.000°C, que no eran significativas en el sentido clinico.

Si el amiodarone incrementara la temperatura mas que la solucion excipiente,
entonces se presumiria que contribuye a la inflamacion de los tejidos. De la misma
manera, la comparacion de la solucion excipiente con la salina poporcionaria in-
formacion sobre la contribucion del excipiente a la inflamacion de tejidos.

La siguiente tabla muestra dos estimaciones de contrastes junto con sus erro-
res estandar, intervalos de confianza del 95% y valores P para la prueba ¢ de Student
o la prueba F. El caso A muestra los resultados reales del estudio. El caso B mues-
tra una situacion en la que los valores P son los mismos pero las estimaciones, los
errores estandar y los limites del intervalo de confianza det 95% se han triplicado
de manera ficticia.

Contraste Caso c s, (L, U) Valor P

Amiodarone-excipiente A 1.07 0.25 (0.55,1.59) .0036
B 3.21 0.75 (1.65,4.77) .0036

Excipiente-salina A 0.13 0.25 (—0.39, 0.65) .6088
B 0.39 0.75 (—1.17, 1.95) .6088

La estimacion de un intervalo de confianza del 95% para el amiodarone contra
el excipiente en el caso A, indica que el amiodarone elevo en forma considerable
la temperatura de la oreja en comparacion con el excipiente con un limite inferior
positivo y un limite superior de 1.59°C, que es clinicamente significativo. En el
caso B, la comparacion y su error estindar, muestran un incremento al triple, con
un incremento del intervalo de confianza a 4.77°C, el triple del limite superior,
que es mucho mas alto que para el caso A. Sin embargo, el valor P en ambos casos
es el mismo: .0036, que sélo indica que el contraste es diferente de 0 y no propor-
ciona informacion sobre la magnitud y direccion de la diferencia.

La estimacién de un intervalo de confianza del 95% para el excipiente contra
la solucidn salina en el caso A, no indica diferencia entre las dos soluciones, los
limites incluyen el 0 y no son significativos en el sentido clinico. El caso B de
nuevo muestra el incremento al triple en la estimacidn del contraste, el error estan-
dar y los limites del intervalo de confianza. Sin embargo, en este ultimo caso los
limites exceden la significancia clinica. Un valor de .6088 en ambos casos indica
que no hay diferencia significativa con cero y no indica nada mas. El caso A no
tiene significancia clinica, pero es evidente que los limites del intervalo estimado
en el caso B exceden la significancia clinica. Asi, en el caso B, quiza el investiga-
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dor quiera considerar otras opciones para lograr estimaciones mas precisas en la
comparacion de los tratamientos excipiente y salino.

Los contrastes ortogonales expresan informacién independiente

Cierto tipo de comparaciones, conocidas como contrastes ortogonales, tienen pro-
piedades especiales con respecto a la particién de la suma de cuadrados en el ana-
lisis de varianza y en cuanto a sus interrelaciones. La ortogonalidad implica que
un contraste no contiene informacion sobre otro. El contraste c,, entre el empaque
al vacio y las dos atmosferas de gases, no proporciona informacion sobre c,, la
comparacion entre las dos atmdsferas de gas.

Supongamos que existen dos contrastes ¢ y d, donde:

t
¢ = Z ki =kt kyy + o+ kyy

=1
t
d= zdii. =diy, T dyy + - tdy,
=1
Los contrastes ¢ y d son ortogonales si:

St
Z kidi _ kdr | kady o kd _ (3.12)
=1 ri

r r2 Ty

La suma ponderada del producto cruzado de los coeficientes k; y d; debe ser 0.
Cuando todas las r, son iguales, entonces ¢ y d son ortogonales si X kd; = 0.

Existen (¢ — 1) contrastes mutuamente ortogonales entre ¢ medias de tratamien-
tos; cada par sera ortogonal. Por ejemplo, hay tres posibles contrastes ortogonales
en el conjunto de contrastes entre cuatro tratamientos.

Los coeficientes para dos de los contrastes del experimento de almacenamien-
to de carne, ¢, y ¢3, con igual numero de réplicas se muestran en el cuadro
3.3 junto con sus productos cruzados. Los dos contrastes son ortogonales porque
sus productos cruzados suman 0. Calculos analogos muestran que el contraste
¢, (3,-1,-1, -1), también es ortogonal a ¢, y ;.

Cuadro 3.3 Contrastes ortogonales para el experimento de carnes

Coeficientes
Contraste k, ky ky ky
cy 0 2 -1 -1
Cy 0 0 1 -1

Suma de productos cruzados = (0)(0) + (2)(0) + (-1}(1) + (-1)(-1) =0
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Otra caracteristica especial de los contrastes ortogonales es que la sumato-
ria de las sumas de cuadrados de los (# — 1) contrastres ortogonales es igual a la
suma de cuadrados de tratamientos del andlisis de varianza. La sumatoria de
las sumas de cuadrados para los tres contrastes ortogonales del ejemplo (¢, ¢, y
c3) es igual a la suma de cuadrados de tratamientos con error de redondeo SCT =
32.87, como se ve en la tabla 3.2.

Contrastes entre tratamientos con diferente numero de réplicas

El experimento de amiodarone del ejemplo 2.2 tuvo diferente nimero de répli-
cas para los tratamientos. El resumen de estadisticas para el experimento se muesran
en el cuadro 3.4.

Cuadro 3.4 Resumen de estadisticas para el experimento
de amiodarone del ejemplo 2.2

Tratamiento
Amiodarone Vehiculo Salina
w,=y, 1.20 0.13 0.00
r 9 6 8

t=3 N=23 s*= CME = 02177 con 20 grados de libertad

Dos comparaciones de interés pueden ser 1) el contraste de la media del trata-
miento de amiodarone con las medias del excipiente y la solucidn salina y 2) el
contraste entre las medias del excipiente y la solucién salina, que se estiman con:

c1=2y1.— Y2~ Y3

)=y — V3.

Los coeficientes de contraste son (2, -1, -1) y (0, 1, —1) con numeros de répli-
cas (9, 6, 8). La evaluacion de los contrastes mediante la ecuacion (3.12),

20) , ~1) , _~1=D L,
9 6 8

indica que no son ortogonales.

Para que los contrastes sean ortogonales, tendrian que alterarse los valores de
los coeficientes. Por ejemplo, dos contrastes para el experimento de amiodarone
que satisfacen el criterio de ortogonalidad de la ecuacion (3.12) son:

cy = Ty1. — 3y2. — 4y3.

) =y) — V3,
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Los coeficientes (7, -3, -4) y (0, 1, —1) satisfacen la condicién de un contraste
con X k, = 0. La evaluacién con la ecuacion (3.12) es:

70 . =30, —A=D
9 6 8

Ahora ambos contrastes son ortogonales y no contienen informacién de otro.

Sin embargo, considerando el primer contraste, ¢, = 7y, — 3y, — 4y,, los
coeficientes implican una comparacion ponderada entre las medias de las pobla-
ciones. A menos que las poblaciones de los tratamientos ocurran en una pro-
porcidn 7:3:4, la comparacidn no tiene sentido. Se tiene informacion desigual en
los grupos de tratamiento dentro del experimento; pero no necesariamente ocurre
que las poblaciones de los tratamientos tengan una representacion desigual en la
naturaleza. En el caso del experimento con amiodarone, el contraste con valores
relativos iguales para las medias de los tratamientos es una comparacién mas razo-
nable.

Comentarios sobre ortogonalidad

Para presentar una tabla de analisis de varianza ordenado, la eleccion de con-
trastes para el estudio no debe determinarse por su ortogonalidad; de preferencia
deben construirse para obtener respuestas a preguntas de investigacion especifi-
cas. Por ejemplo, en el experimento de carnes, puede ser de interés comparar el
tratamiento de control por separado con cada uno de los demas; esto daria un con-
junto de comparaciones no ortogonales, 4, — l,, U; — U3 y i, — i4. Las compara-
ciones ortogonales se eligieron a propésito en este experimento para simplificar la
presentacion. Sin embargo, contestaron algunas preguntas significativas, que en
ultimo caso es el objetivo de la investigacion. La hipotesis de investigacién y el
disefio de tratamientos debe dictar la construccién de los contrastes.

33 Curvas de respuesta para los factores de tratamiento
cuantitativos

Se han realizado muchos estudios para determinar la relacion de la tendencia cuan-
titativa entre dos variables. En los estudios experimentales, es comin que una de
las variables esté bajo control del investigador mientras que la otra es la respuesta
observada. Los disefios de tratamiento factorial, presentados en la seccion 1.4,
son ejemplos del disefio de tratamientos estructurados en los que el factor cuanti-
tativo puede tener varios niveles de graduacion.

Por ejemplo, se puede disefiar un experimento para medir el crecimiento de
animales al aumentar las cantidades de nutrientes en su dieta. El disefio del trata-
miento consiste en un factor cuantitativo, la cantidad de nutrientes en una dieta
con tres niveles, digamos 0, 500 y 1,000 partes por millén (ppm). El objetivo del
estudio sera determinar con precision el crecimiento de los animales como fun-
cion de la cantidad de nutrientes en la dieta.
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Funcién de respuesta polinomial para las curvas de respuesta

El modelo polinomial que se usa con frecuencia para describir las relaciones de
tendencia entre la respuesta medida y los niveles cuantitativos de un factor x es:

y=PBo+ Bix+ P+ -+ Ppf +e (3.13)

En la figura 3.1 se muestran varios ejemplos de curvas de respuesta. Los polinomios
lineal, cuadratico y cibico proporcionan buenas aproximaciones a muchas rela-
ciones comunes en las ciencias biologicas y fisicas.

y=by+byx y=by+bx+ b Y= byt bx + b + by
X X X
a) lineal b) cuadratica ¢) cubica

Figura 3.1 Ejemplos de curvas de respuesta polinomial: a) lineal, b) cuadratica y
¢) cubica

Ejemplo 3.1 Produccién de grano y densidad de la poblacién de plantas

El crecimiento y desarrollo de las plantas, como el de cualquier organismo vi-
viente, depende de la disposicion de nutricion suficiente. El objetivo de la mayor
parte de los cultivos de grano es maximizar la produccion de semilla o grano en el
régimen dado de fertilizacion de tierra o cultivo. Si el productor planta pocas
semillas por unidad de area, no tendra la maxima produccién de grano, pues cada
planta tiene un potencial genético maximo determinado. Entonces, una mayor
' produccion de grano requiere mas plantas por unidad de area. Por otro lado, aun-
¢ que la razon es completamente distinta, no obtendra la maxima produccién si el
~ numero de plantas por unidad de area es excesivo. La disponibilidad de nutrientes
t+  por planta queda limitada y su crecimiento y desarrollo se reducen, con la conse-
cuente reduccion en la produccion de grano.
Para un cientifico, el objetivo en estas circunstancias es determinar la rela-
cién entre el nimero de plantas por unidad de area y la produccién de grano, con
¢ unrégimen de fertilizacién y cultivo dado.

‘ Se elabor6 un experimento para estimar la curva de respuesta polinomial que
caracteriza esta relacion. El disefio de tratamiento consistio en cinco densidades
de plantas (10, 20, 30, 40 y 50). Cada uno de los cinco tratamientos se asigno al
azar entre las tres parcelas con un disefio de experimento con muestras totalmente
aleatorio. Las cosechas de grano resultantes se muestran en la tabla 3.3.
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Tabla 3.3 Cantidad de grano producida por parcela, para cinco densidades de plantas

Densidad de plantas (x)

10 20 30 40 50
12.2 16.0 18.6 17.6 18.0
11.4 15.5 20.2 19.3 16.4
124 16.5 18.2 17.1 16.6
Medias (¥, ) 12.0 16.0 15.0 18.0 17.0

Una grafica de las observaciones en la figura 3.2 sugiere una relacion cuadratica
entre la cosecha de grano y la densidad de plantas. En este estudio, las respuestas
medias de la cosecha (¥, ) con la densidad de plantas (x) mostrada en la tabla 3.3,
también sugiere un polinomio cuadratico de respuesta como modelo aproximado
para describir la relacion biologica entre la cosecha de grano y la densidad de
plantas. El objetivo es determinar la ecuacidn polinomial de menor orden posible
que describa la relacion en forma adecuada. Es posible ajustar una ecuacion de
cuarto grado en x, con cinco valores de x; sin embargo, puede funcionar igual una
ecuacion menos compleja de segundo grado.
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o
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10 20 30 40 50
Plantas

Figura 3.2 Cosecha de grano contra densidad de plantas

Simplificacion con polinomios ortogonales

El modelo polinomial se puede ajustar a los datos observados con muchos de los
programas de regresion disponibles para computadora. Es posible simplificar el ana-
lisis de tendencia si se examinan los contrastes ortogonales entre los niveles de los
factores de tratamiento que miden los efectos polinomiales lineal, cuadratico y de
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orden mas alto. Estos contrastes, conocidos como polinomios ortogonales, permi-
ten evaluar la importancia de cada componente polinomial en un caso especifico.

En el ejemplo 3.1 existen z = 5 niveles del factor de densidad de plantas y se
pueden estimar (f ~ 1) = 4 contrastes ortogonales. Después de transformar los
polinomios de x en polinomios ortogonales, las ecuaciones del modelo polinomial
ortogonal completo para la relacion entre la densidad de plantas y la cosecha de
grano es:

Yij = Mt Pyt Pyt 03Py + 4Py + e (.14)

donde u es la gran media y P, es el polinomio ortogonal de c-ésimo orden, para el
i-ésimo nivel del factor de tratamiento.

En el cuadro 3.5 se muestran las transformaciones de las potencias de x en
un polinomio ortogonal (P,) hasta de tercer grado. Los valores tabulados de los
polinomios ortogonales para t = 3 a 10 se dan en la tabla XI del apéndice. Los
valores del cuadro 3.5 o de la tabla XI son validos para cualquier distancia en-
tre los valores de x (o niveles del factor) siempre que el espaciamiento sea igual
entre todos ellos y el nimero de réplicas sea el mismo para todos los tratamientos.
La constante A, al principio de cada transformacion convierte los valores de P, en
valores enteros.

Cuadro 3.5 Transformacién de las potencias de x en polinomios ortogonales

Media: Pyp=1
Lineal: Py

—_ 7\ 2 _
Cuadratica: Py = Ay [( al ) - ( ! lﬂ
d 12
7 \3 i 2 _
Cibica: P3=K3[<x x) —(x x)(” 7)]
d d 20

I

ki
—
=

= o, |
=
[E—

t = numero de niveles del factor = valor del factor
x = media de los niveles del factor d = distancia entre los niveles del
factor

Notese en el cuadro 3.5 que el término (x — x)/d ocurre constantemente en
todas las transformaciones a polinomios ortogonales. La transformacion (x — x)
centra los valores de x alrededor de 0, mientras que la division entre el incremento
de los valores de x coloca los valores en una escala de incrementos de una unidad.
En el ejemplo 3.1 conx = 30 y d = 10 la transformacidn que se obtiene es:

x: 10 20 30 40 50
(x—30: -20 -10 0 10 20
(x — 30)/10: -2 -1 0 1 2
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Algunos paquetes de computo para el anlisis estadistico pueden producir
polinomios ortogonales con espaciamientos iguales o desiguales entre los valores
de x. Grandage (1958) proporciona un método manual para derivar polinomios
ortogonales con espaciamiento desigual.

La transformacion de las densidades de plantas en polinomios ortogonales se
muestra en latabla 3.4 cond = 10,¢ = 5,x = 30 yx = 10, 20, 30, 40 y 50. Cada
conjunto de coeficientes de P, a P, forma una comparacion entre los tratamientos,
ya que la suma de todos los coeficientes en las columnas es igual a 0. Los contras-
tes son mutuamente ortogonales.

Tabla 3.4 Calculos para contrastes con polinomios ortogonales y sumas de cuadrados

Coeficientes de los polinomios ortogonales (P,;)

Densidad (x) ¥, Media Lineal  Cuadrdtica  Cubica Cuarta

10 12 1 -2 2 -1 |

20 16 1 -1 -1 2 —4

30 19 1 0 -2 0 6

40 18 1 1 -1 -2 —4

50 17 1 2 2 1 1

A, - 1 1 5/6 35/12
Suma =X Py, 82 12 -14 1 7
Divisor = X P2 5 10 14 10 70
SCP, = r(X P,y,)*% P% - 432 42.0 0.3 2.1
A.=%XPy /ZP 16.4 1.2 -1.0 0.1 0.1

Se puede hacer una particion de 1a suma de cuadrados de los tratamientos, en un
conjunto aditivo de suma de cuadrados con 1 grado de libertad para cada uno de los
(t — 1) contrastes polinomiales ortogonales. En consecuencia, es posible examinar
de manera secuencial la significancia de los términos lineal, cuadratico, cubico, et-
cétera, en este modelo, para determinar que la ecuacion polinomial se ajuste mejor.

En la tabla 3.4 se muestran las estimaciones de los coeficientes ¢ para la
ecuacion polinomial ortogonal en la ecuacion (3.14) y la suma de cuadrados para
cada contraste polinomial ortogonal. La ecuacion polinomial ortogonal estimada
se encuentra sustituyendo las estimaciones de i, &, @,, &, y @, de la tabla 3.4 en
la ecuacion (3.14). La ecuacidén estimada resultante es:

;= 16.4 + 1.2P, — 1.0Py; + 0.1P3; + 0.1Py; (3.15)

El analisis de varianza para este experimento se muestra en la parte superior de
latabla3.5. Larazon F\y = CMT/CME examina la hipotesis nula global H: o =
= a, = a, = 0. Paraun nivel de significancia de .05, laregion criticaes Fy > F 5 4 |o
= 3.48. La hipétesis nula se rechaza, pues F|, = 29.28 excede el valor critico.

Las particiones de suma de cuadrados con | grado de libertad para cada con-
traste polinomial ortogonal se resumen en el analisis de varianza de la parte infe-
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rior de la tabla 3.5. Observe que las.sumas de cuadrados para los cuatro contrastes
suman lo mismo que la suma de cuadrados para la densidad: 87.60, con 4 grados
de libertad.

Tabla 3.5 Analisis de varianza para la relacion del modelo polinomial ortogonal
entre la densidad de plantas y la cosecha de grano

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados

variacion libertad cuadrados medios F Pr>F
Densidad 4 87.60 21.90 29.28 .000
Error - 10 7.48 0.75

Contraste GL SC del contraste  Cuadrados medios F Pr>F
Lineal 1 43.20 43.20 57.75 .000
Cuadratica 1 42.00 42.00 56.15 .000
Cubica 1 .30 30 40 541
Cuarta 1 2.10 2.10 2.81 125

El interés se centra en la contribucion de cada término polinomial del modelo.
Una estrategia para determinar la mejor ecuacidn polinomial es probar la sig-
nificancia de los términos en la secuencia: lineal, cuadratica, ctbica y asi sucesi-
vamente. Primero se estudia el polinomio mas sencillo y se va construyendo uno
mas complicado conforme los datos lo requieran para una descripcion adecuada.

La secuencia de las hipotesis es Hy: a; = 0, Hy: @, = 0, Hy: oy = 0, etcétera.
Se aplica la prueba F respectiva a cada hipotesis sobre los contrastes polinomiales
ortogonales. En la tabla 3.5 se dan las razones F\y = CMC/CME para cada contras-
te polinomial estimado en el estudio de densidades de plantas. Para cada parti-
cion de suma de cuadrados, la hipétesis nula es Hy: a- = 0, con region critica
Fy>F o510 = 4.96.

La hipétesis nula se rechaza para los términos lineal y cuadratico del modelo
(Pr>F = .000), pero no para los términos ctibico (P> F = .541) y de cuarto orden
(Pr>F = .125). Segun las pruebas estadisticas el modelo cuadratico es suficiente
para describir la relacion entre la cosecha de grano y la densidad de plantas.

Caélculo de la curva de respuesta

La curva de respuesta cuadratica estimada sin los términos cubico y cuarto, 0 ;P
y @ 4P, de la ecuacion (3.15) es:

Ti=y + 0Py + 0Py = 16.4 + 1.2P;, — 1.0Py, (3.16)

El valor estimado para una densidad de plantas x = 10 se determina sustitu-
yendo P, = -2y P, = 2 en la ecuacion (3.16), es decir,J = 16.4 + 1.2(-2) -
1.0(2) = 12.0. En la tabla 3.6 se muestran las cosechas de grano observadas y sus
estimaciones, a partir de la ecuacion (3.16), para todas las densidades de plantas.
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Tabla 3.6 Cosechas de grano observadas y sus estimaciones a partir de la ecuacién
polinomial cuadratica

Densidad Coeficientes Estimacion Observacion
x P, P, Y, ¥:
10 -2 2 12.0 12
20 -1 -1 16.2 16
30 0 -2 18.4 19
40 1 -1 18.6 18
50 2 2 16.8 17

La relacién polinomial expresada como funcion de y y x en unidades reales de
las variables observadas, es mas informativa que cuando se expresa en unidades
del polinomio ortogonal. Una transformacion directa para una ecuacion en x, re-
quiere la informacién contenida en el cuadro 3.5 y en la tabla 3.4. Las cantidades
necesarias sonA; = 1,A, = 1,d = 10,x = 30y = 5. Entonces, si se sustituyen
las P, se tiene:

164 + 1.2P; — 1.0P,

16.4 + 1.2(1) [—_—x _1030 ] — 1.0(1) [(——x 1030 )2 - (—52 1_21 )]

simplificando:

y

7 =58+ 0.72x — 0.01x2 3.17)

La curva estimada a partir de la ecuacién (3.17) puede graficarse como se
muestra en la figura 3.3, junto con los datos observados (cuadrados) y las medias
de los tratamientos y, (puntos).

Errores estiandar e intervalos de confianza para las curvas de respuesta

Las curvas de respuesta estimadas se componen de las estimaciones de varios
parametros. La ecuacion cuadratica elegida como la mejor para la relacion entre la
produccion de grano y la densidad de plantas tiene tres estimaciones: y = 16.4
o, =12,ya,=-10.

El estimador de la varianzade’y =y + o P, + O ,P,es:

2=+ P+, 619

el estimador de la varianza para un contraste polinomial sg es:

2
R — (3.19)

(rZ P%)

y el estimador del error estandar para el contraste es la raiz cuadrada de la varianza
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Figura 3.3 Curva de respuesta estimada,y = 5.8 + 0.72x — 0.01x2, para la cosecha
de grano como funcién de la densidad de plantas

Sc = E (3.20)

Las estimaciones de la varianza para los coeficientes de la ecuacion cuadratica
estimada se calculan a partir del analisis de varianza de la tabla 3.5 mediante s> =
CMFE = 0.75 y de los divisores de la tabla 3.4. La varianza es

st = 0.75  _ .050
(3)(5)

2, =215 g.025
(3)(10)

Yy

Sg, = 075 _ 0.018

(3)(14)
La varianza de un valor estimado es
5 = sk + 3 P} + s5,P3 (3.21)

.05 + 0.025P% + 0.018P3

Como los valores de P, y P, difieren para cada valor de densidad de plantas, la
varianza del valor estimado también difiere para cada uno de ellos. La varianza de



34 LAS COMPARACIONES MULTIPLES AFECTAN LAS TASAS DE ERROR 91

la cosecha estimada para la densidad de plantas x = 10, con P| = -2y P, = 2
en la ecuacion (3.21), es:

s2 = 0.05 + 0.025(— 2)> + 0.018(2)? = 0.222

y el error estandar es:
55 = V0.222 = 0471

Un intervalo de confianza de 100(1 — a)% para el valor estimado se calcula a
partir de:

Y *tan v - os7)

En la tabla 3.7 se muestran los errores estandar y los intervalos de confianza
del 95% para los valores estimados de la cosecha de grano con las cinco densida-
des de plantas, cuando ¢ j,5 ,, = 2.228.

Tabla 3.7 Cosechas de grano observada y estimada, y errores estdndar
de las cosechas de grano estimadas para cada densidad de plantas

Cosecha de semilla Error Intervalo de
Densidad Observada Estimada estandar  confianza del 95%
10 12 12.0 0.471 (10.95, 13.05)
20 16 16.2 0.305 (15.52, 16.88)
30 19 18.4 0.349 (17.62, 19.18)
40 18 18.6 0.305 (17.92, 19.28)
50 17 16.8 0.471 (15.75, 17.85)

La curva de respuesta estimada (figura 3.3) tienen la ventaja de describir la
relacion entre y y x para todos los valores de x usados en el experimento. Con este
ejemplo es posible describir o estimar la cosecha de grano para cualquier densidad
entre 10 y 50 plantas. La descripcion de la relacion no estd restringida, en el ana-
lisis de resultados, a las cinco densidades de plantas usadas en el estudio.

34 Las comparaciones muitiples afectan las tasas de error

El grupo de contrastes presentados en la seccidn 3.2 se considera una compara-
cion multiple, puesto que se hizo més de una comparacion entre las medias de los
tratamientos. Durante el analisis se puede construir el nimero necesario de estas
comparaciones para ayudar a responder a las preguntas de la investigacion.

Sin embargo, es posible que las comparaciones multiples entre las medias de
los tratamientos conduzcan al investigador, a veces sin saberlo, a un campo mina-
do estadistico. La gran cantidad de procedimientos disponibles aumenta la dificul-
tad para escoger el método adecuado en una situacién especifica.
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Tasas de error en las comparaciones miultiples

Las dificultades con las comparaciones multiples residen basicamente en la com-
prension de las tasas de error asociadas con las hipdtesis de las pruebas multiples.
Las pruebas de hipotesis tienen riesgos asociados con las decisiones de rechazar o
no la hipétesis; para cualquier comparacion entre medias, el riesgo asociado con
declarar que un contraste es real cuando no lo es, es el riesgo de error tipo 1. El
riesgo de declarar el contraste entre las medias de poblaciones es igual a cero
cuando es diferente, es el error tipo 1L

Los riesgos de los errores tipo I y II tienen una relacion inversa entre si. El
nivel de significancia elegido para la prueba de hipdtesis determina el riesgo de
error tipo I. El tamafio de la muestra, la varianza y el tamafio de la comparacion
para las medias poblacionales reales, determina la tasa de error tipo II para una
tasa dada de error tipo L.

Una prueba sencilla para la diferencia entre dos medias de tratamientos es la
prueba ¢ de Student, con el estadistico calculado como:

o = Yi Y (3.22)

52 [_L + _1}
r, rj

El nivel de significancia o probabilidad de error tipo I para una sola prueba es una
tasa de error con respecto a la comparacion, o .. Es el riesgo que estamos dispues-
tos a correr en una sola comparacién.

Existen p(p — 1)/2 comparaciones por pares entre p medias de los tratamien-
tos. Por ejemplo, cuatro tratamientos (A, B, C, D) tienen 4(3)/2 = 6 pares posi-
bles: (A, B), (A, C), (A, D), (B, C), (B, D) y (C, D). Si se prueban los seis pares de
medias con el estadistico #, de la ecuacion (3.22), existe la posibilidad de cometer
0,1,2,3,4,5 06 errores de tipo 1, si las seis medias poblacionales son iguales.

Con la posibilidad de hasta seis errores tipo [ para seis pruebas, se puede em-
plear otra forma de error tipo I basada en el riesgo acumulado asociado con la
familia de pruebas en estudio. La familia es el conjunto de comparaciones por
pares para el ejemplo del parrafo anterior. El riesgo acumulado asociado con una
familia de comparaciones se conoce como tasa de error tipo I con respecto al ex-
perimento, o, Es el riesgo de cometer al menos un error tipo I en la familia de
comparaciones en el experimento.

Evaluacion de la tasa de error mdxima

Para una familia de pruebas independientes, se puede evaluar la tasa de error
tipo I con respecto al experimento. Sin embargo, no todas las pruebas por pares
son independientes con la ecuacion (3.22), ya que la s en el denominador de cada
estadistico #, es la misma, y el numerador de cada prueba contiene la misma media
que varios de los otros estadisticos ¢,

Aunque las pruebas en la familia descrita no son independientes, se puede
evaluar el limite superior para el valor del error tipo I con respecto al experimento,
si se suponen pruebas independientes. Suponiendo que las hipétesis nulas son ciertas
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para cada una de las n pruebas, la probabilidad de un error tipo I para cualquier
prueba sola es ¢ (la tasa respecto a la comparacion) con (1 — @) como la proba-
bilidad de una decision correcta. La probabilidad de cometer x errores tipo I esta
dada por la distribucidn binomial como:

n!

P(x) = b (1 — ao)"™* (3.23)

x!(n — x)!
parax = 0, 1, 2, ..., n errores tipo 1. La probabilidad de no cometer errres tipo I es:
Px=0))=(1 — ap)"

La probabilidad de cometer a/ menos un errortipol(x = 1,2,3, ..., n)es P(x = 1)
=1— P(x = 0), o sea:
ap=1—-(1 — o) 3.24)

La probabilidad o es el riesgo de tener al menos un error tipo I entre las n compa-
raciones independientes. Es el limite superior de la tasa de error tipo I con respec-
to al experimento, para n pruebas en un conjunto de medias de tratamientos.
La relacion:
ac=1-(1—- agl" (3.25)

expresa la tasa de error tipo I con respecto a la comparacion como una funcion de
la tasa de error tipo I con respecto al experimento.

En la tabla 3.8 se muestra la relacion entre las tasas de error tipo I para algu-
nos valores de n. Si cada prueba se realiza con una tasa de error con respecto a la
comparacién de o = .05, el riesgo de al menos un error tipo I se eleva cuando
aumenta el nimero de pruebas. Si se realizan n = 1 pruebas, ambos errores tipo |
son idénticos, como debe ser, ya que sélo puede cometerse un tipo de error. Cuan-
do n = 5, la probabilidad del riesgo de incurrir en al menos un error tipo I en cinco
decisiones aumenta a o, = .226, y con n = 10, el riesgo se eleva a una probabili-
dad de .401 de cometer al menos un error tipo 1.

La ultima columna de la tabla 3.8 indica la tasa de error tipo I con respecto a la
comparacion, para mantener una tasa de error tipo I con respecto al experimento
o = .05. Por ejemplo, cuando se hacen cinco pruebas independientes y se desea
mantener el riesgo de cometer al menos un error tipo I en 1 vez de cada 20, la tasa
de error con respecto a la comparacion de cada una de las n = 5 pruebas debe ser
o, = .01,y paran = 10, debe ser o = .005.

Tabla 3.8 Relacion entre ay oy paran = 1, 2, 3,4, 5 o 10 pruebas independientes

n ay cuando o = .05 o, cuando o = .05
1 .050 .050

2 .098 .025

3 143 .017

4 185 .013

5 226 .010
10 401 .005
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;Qué tasa de error con respecto al experimento?

Existe cierta confusion en cuanto a las tasas de error para inferencias simulta-
neas, ya que la tasa de error se puede definir segiin la configuracién de las medias
de la poblacion, u,, U,, ... , 4, La tasa de error con respecto al experimento se ha
definido frecuentemente bajo la configuracion y; = i, = -~ = U, y bajo esta
configuracion, la tasa de error respecto a la familia de comparaciones se considera
poco controlada (Hochberg y Tamhane, 1987). Es poco probable que la igualdad
de las medias sea cierta en la mayoria de las circunstancias. Entonces, cuando
ocurren desigualdades, la tasa de error con respecto al experimento en el sentido
débil ofrece una pobre proteccion contra decisiones incorrectas. Si no hay restric-
ciones en las relaciones entre las i, entonces la tasa de error con respecto a la
familia se controla en el sentido fuerte (Hochberg y Tamhane, 1987). Esta defini-
cion del sentido fuerte se puede interpretar como la probabilidad de tomar al me-
nos una decision incorrecta sobre todas las configuraciones de los parametros.
Hsu (1996) también presenta un analisis detallado de las tasas de error para la
inferencia simultanea.

3.5 Inferencia estadistica simultanea

Enla seccién anterior se consideraron inferencias simultaneas multiples y las proba-
bilidades de tomar decisiones incorrectas con respecto a ellas. Cuando se probaron
las hipdtesis de tres contrastes en el experimento de almacenamiento de carne des-
crito en la seccion 3.1, cada uno se probd con una tasa de error tipo I con respecto
alacomparacionde a - = .05. Si esas afirmaciones han de cumplirse al mismo tiempo
para una tasa de error tipo I de @ = .05, las tres pruebas de hipotesis requieren una
tasa de error basadas en la familia. Seglin la tabla 3.8, debe reducirse la tasa de error
con respecto a la comparacion para que las tres afirmaciones se cumplan de manera
simultanea con una tasa de error para la familia de a;, = .05. Si los contrastes fueran
independientes, entonces a. = .017 seria una tasa de error de la familia adecuada,
bajo la hipétesis nula de igualdad entre las medias de los contrastes.

Si un investigador desea tomar decisiones basadas en la informacion de datos
observados con un método estadistico valido, la eleccion del método depende del
tipo y de la fuerza de la inferencia deseados.

Los tipos de contrastes que consideran los investigadores con mayor frecuen-
cia son:

+ contrastes planeados

+ contrastes polinomiales ortogonales

* comparaciones multiples con el mejor tratamiento

* comparaciones multiples con el tratamiento de control
* todas las comparaciones por pares

Los dos primeros métodos se estudiaron en las secciones 3.2 y 3.3. Los otros tres
se presentaran mas adelante en este capitulo.

La fuerza de la inferencia se refiere a cudnto puede decirse sobre una compa-
racidon. Las inferencias mas fuertes incluyen afirmaciones sobre la magnitud y
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direccion de la diferencia. Los métodos de intervalos de confianza simultineos
proporcionan la forma de inferencia mas fuerte. El investigador puede asegurar,
con un nivel de confianza dado, en qué direccion difieren los efectos de un trata-
miento de los de otro y, ademads, qué tan lejanos estan esos efectos entre si.

Los métodos que proporcionan inferencias de direcciones confiables siguen,
en fuerza, a los intervalos de confianza simultaneos (Hsu, 1996). Para una compa-
racion dada C,, estos métodos establecen desigualdad (C,> 0 o C, < 0) para cada
comparacion con niveles de confianza dados, pero no proporcionan idea de su
magnitud.

Las desigualdades confiables enuncian la desigualdad de cada comparacion,
como C, # 0, con un nivel de confianza dado, cuyas afirmaciones son correctas
(Hsu, 1996). No hay indicacion en estas afirmaciones sobre la magnitud o direc-
cion de la desigualdad.

Los métodos mas débiles son los métodos de comparacion individual que no
consideran la naturaleza simultanea de la inferencia. La debilidad de estos métodos
se demostrd en la tabla 3.8 de la seccidn anterior, donde la probabilidad de error
para las afirmaciones simultaneas, o, podia aumentar con el numero de pruebas.

Meétodos de comparacién multiple, tablas de probabilidad y programas de computo

Existen métodos bien definidos, con tablas de probabilidad explicitas, para algu-
nos procedimientos de comparacion miltiple, que se presentaran mas adelante en
este capitulo, dado que el estudio se puede modelar como un disefio totalmente
aleatorizado con igual nimero de réplicas para los tratamientos.

Si se usan estos métodos con niumeros de réplicas desiguales o con estructuras
de disefio méas complejas, deben emplearse ya sea aproximaciones a las tablas de
probabilidad o programas de computadora.

Por fortuna, varios programas estadisticos incluyen célculos exactos para es-
tos métodos; sin embargo, debe verificarse la documentacion de los programas
para estar seguros de que usan métodos validos.

Las aproximaciones a las tablas de probabilidad aprovechan varias desigual-
dades de la teoria de probabilidad. Si no se dispone de rutinas de computadora
especiales, estas aproximaciones son una alternativa conservadora. La aproxima-
cidn que se sugerira mas adelante se basa en la desigualdad de Bonferroni, pues-
to que ya se cuenta con tablas de probabilidad basadas en ella. Esta aproximacion
también se puede usar para métodos menos estructurados, como pequefios conjun-
tos de comparaciones y contrastes polinomiales ortogonales, para obtener una pro-
teccion de la medida del error en la inferencia simultanea.

Estadistico 7 de Bonferroni para la inferencia simultdnea

La desigualdad de Bonferroni proporciona un medio para obtener una aproxima-
cion sencilla a las tasas de error en las comparaciones multiples. La desigualdad,
traducida a nuestro contexto, muestra que la tasa de error para la familia de com-
paraciones es menor o igual que la suma de las tasas de error de las comparaciones
individuales. Cuando se hacen n comparaciones con la misma tasa de error, ¢, la
desigualdad de Bonferroni produce la relacion:
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O = nog¢

La igualdad de la relacion se cumple cuando las pruebas son independientes.
La tasa de error para cada comparacion para el estadistico de prueba se determina
dividiendo la tasa maxima deseada de error para la familia entre el nimero de
pruebas simultaneas, & = a/n. Por eJemplo con tres comparaciones en el expe-
rimento de carnes, una tasa de error o, = .05 necesita una tasa de error con res-
pecto a la comparacion de o, = .05/3 = .017.

Los valores tabulados para el estadistico ¢ de Student, en relacién con la ¢ de
Bonferroni, se dan en la tabla V del apéndice como ¢ ap/2k,y PAIa las pruebas de dos
colas, donde % es el nimero de comparaciones y v son los grados de libertad. Los
valores también se pueden obtener con un programa de computadora que calcule
probabilidades para la distribucion ¢ de Student, con una probabilidad de la cola
superior de ¢t;/2k. Por ejemplo, la f de Bonferroni para comparaciones k = 3 de dos
colas con v = 8 grados de libertad y 0 = 05est,5 55 =3.02. De manera equiva-
lente, es posible encontrar el valor si se determina el valor de la ¢ de Student para
v = 8 grados de libertad, excedido con una probabilidad a/2k = .05/2(3) = .00833.

Estimacion de los intervalos de confianza simultaneos (ICS)

Las estimaciones de los intervalos de confianza para las comparaciones son la
estimacién de los intervalos que cumplen al mismo tiempo con el nivel de con-
fianza 100(1 — o;)%. Los intervalos de confianza simultaneos usan el estadistico
t de Bonferroni en lugar del ¢ de Student. El intervalo de confianza 100(1 — a;)%
de dos colas es:

cx taE/2,k,v(Sc) (3.26)

Las tres comparaciones para el experimento de almacenamiento de carne re-
quieren £ g5 3¢ = 3.02 para un conjunto de intervalos que cumplen de manera
simultanea con una confianza del 95% por lo menos. Los intervalos que resultan
se muestran en el cuadro 3.6.

Cuadro 3.6 Intervalos de confianza simultineos del 95% para tres
comparaciones en el experimento de almacenamiento
de carne
Error ICS 95%
Contraste Estimacion estandar (L, U)
My — 3y + p3 + pg) 2.11 0.228 (1.42, 2.80)
M2 — (U3 + Ha) 0.19 0.241 (—0.54,0.92)
U3 — Uy 3.90 0.278 (3.06, 4.74)

Los intervalos ICS son mas amplios que los calculados como intervalos de
confianza del 95% individuales en la tabla 3.1. Existe un trueque entre la fuerza
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de la afirmacidn de confianza y la amplitud del intervalo. El nivel de confianza
conjunto es menor para los intervalos, mas estrechos, de la tabla 3.1; y mayor para
los intervalos ICS del cuadro 3.6, mas amplios.

El investigador puede hacer afirmaciones conjuntas, con una tasa de error tipo
I con respecto al experimento de .05, como 1) el desarrollo bacterial promedio en
atmosferas artificiales es menor que en la carne con empaque comercial, ya que el
limite inferior del intervalo es mayor que 0; 2) no hay diferencia entre el empaque
al vacio y el promedio de los gases en cuanto al desarrollo de bacterias, pues el
intervalo incluye al 0; y 3) el resultado con CO, es un menor numero de bacterias
que con la mezcla de gases, porque el limite inferior del intervalo es mayor que 0.

Las tres comparaciones del experimento de carnes en la tabla 3.1, sus estima-
ciones, errores estandar y el estadistico #, se muestran en el cuadro 3.7. Los esta-
disticos ¢, calculados para primera y tercera comparaciones excede al valor critico
02538 = 3.02. El estadistico ¢ en el cuadro 3.7 ilustra el uso de la inferencia de
desigualdades confiables si s6lo se evaliia qué tan significativas son su significancia.
Las magnitudes y signos de las comparaciones y el estadistico ¢ se pueden usar
para deducir la direcciéon y magnitud de las comparaciones, aunque de forma me-
nos directa que con los intervalos de confianza.

Cuadro 3.7 Prueba ¢ de Bonferroni para las 3 comparaciones
en el experimento de almacenamiento de carne

Error
Comparacion Estimacion estandar [N
C| (Comercial vs. artificial) 2.11 0.228 9.25
C, (Al vacio vs. gases) 0.19 0.241 0.79
C3 (CO, vs. mezcla de gases) 3.90 0.278 14.03

Prueba de Scheffé para la inferencia simultinea

El estadistico t de Bonferroni se puede usar de manera segura con un nimero pe-
quefio de comparaciones preplaneadas con la preservacion del error con respecto
al experimento propuesto. Scheffé (1953) propuso un método para probar todas
las comparaciones posibles o construir intervalos de confianza para todas ellas.
Este método proporciona la proteccion sefialada del error con respecto al experi-
mento, para cualquier numero de comparaciones; en consecuencia, es bastante con-
servador y, en general, se usa para comparaciones no planeadas o sugeridas por los
datos. La prueba de Scheffé se muestra en el cuadro 3.8.

Los intervalos de confianza simultaneos de 100(1 — ;)% para todas las com-
paraciones posibles se calcula con el estadistico de Scheffé como:

¢+ S(og) (3.27)

y se tiene una probabilidad (1 — a;) de que todos los intervalos simultaneos inclu-
yan los valores verdaderos de las respectivas comparaciones.
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Cuadro 3.8 Prueba de Scheffé

t
Considerando cualquier comparacion, ¢ = Y, ky, , entre t medias de tratamien-
tos con un error estdndar: =1

’ 4
=1 r;
La hipétesis nula para la comparacion, H,: C = 0, se rechaza si:
el > S(ag) (3.28)

S(a) es el estadistico de Schaffe:

S(otg) = s¢ (t = DFgg —1)w (3.29)

donde Fup (r-1),v €s el estadistico F'con (¢ — 1) y v grados de libertad excedi-
da con probabilidad o;z. Ademas, v es el niimero de grados de libertad para la
varianza del error experimental s, que se usa para estimar el error estandar
de la comparacion, s .

3.6 Comparaciones multiples con el mejor tratamiento

En algunos estudios, los tratamientos no tienen una alta estructura en su in-
terrelacion y es dificil identificar las comparaciones estructuradas. Por otro lado,
los tratamientos se relacionan entre si porque todos forman parte de la investiga-
cidén por su efecto sobre las variables de respuesta y se refieren a algiin problema
especifico de interés para el investigador.

En estas circunstancias, tal vez el investigador quiera “elegir a los ganadores”.
El objetivo es seleccionar el conjunto de tratamientos o un solo tratamiento (si es
posible) que proporcione el resultado mas deseable.

El procedimiento de comparaciones miultiples con el mejor (CMM) de Hsu
(1984) permite al investigador clasificar los tratamientos de manera que la “me-
jor” poblacién esté incluida en un subconjunto con un nivel de confianza dado.
Los pardmetros de interés son:

i — ming Wy, parai =1,2,...,¢
J 1

donde max 1, es la media maxima de los tratamientos sin incluir 4,. St i, — max H,> 0,
J#F JF1
entonces el tratamiento i es el mejor. Por otro lado, si g, — méax H, < 0, entonces el

JF
tratamiento / no es el mejor.
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Los intervalos de confianza simultaneos (ICS) de las CMM para {4, — max K,
JFi
tienen la restriccion de incluir el 0 con la perspectiva de que a la larga dos trata-
mientos nunca tienen promedios idénticos (Hsu, 1996). El intervalo de confianza
CMM restringido establece que el tratamiento i es uno de los mejores si el intervalo
para i, — max K incluye el 0 0 el 0 es su limite inferior. Por el contrario, si el limite
JF1
superior del intervalo para y, —max i, es 0, entonces el tratamiento i no es el
JF
mejor. El procedimiento CMM se describe en el cuadro 3.9.

Cuadro 3.9 Procedimiento de comparaciones miltiples con el mejor

Se calcula la diferencia, D,, entre cada media de tratamiento, )71., y la mayor
media de tratamiento de los restantes, méax (y,), como sigue:

JF!
Di=y;— méx()_zj), parai =1,2,...,¢ (3.30)
J#E1
y la cantidad M
2
M= dgy, 2s (3.31)
’

donde d,, , es el estadistico tabulado para las comparaciones de un lado en la
tabla VI del apéndice, para una tasa de error experimental de «,, k =t-1
comparaciones y v grados de libertad para la varianza experlmental s2=CME.

Intervalos de confianza restringidos simultaneos de 100(1 — )%

El limite inferior de confianza para y; — max(y)) es:
J*F

L Di_M Si(Di—M)<0
1o de otra manera

y el limite superior de confianza para y, — méx (y ]) es:
i
{Di+M si(D; + M)>0

0 de otra manera

Ejemplo 3.2 Tasas de flujo a través de filtros

El procedimiento CMM se ilustra con un experimento realizado para evaluar fil-
tros con diferentes configuraciones de filtrado. Todos se diseiiaron para detener
particulas mayores a cierto tamafio. Los investigadores querian averiguar qué fil-
tros, si habia alguno, permitian la tasa de flujo mas alta de lodos a presion cons-
tante.
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| Se tenian 6 configuraciones para las pruebas. Se construyeron 4 réplicas de
cada configuracion para el experimento; se probaron los 24 filtros en orden alea-
torio con un disefio de experimento totalmente aleatorizado. Las tasas de flujo

promedio para los 6 filtros fueron

Filtro: A B C D E F
i Media: 829 723 754 810 859 710

La estimacion de la varianza del error experimental fue CME = 0.08, con 18
|| grados de libertad.

Intervalos de confianza simultineos CMM

Para ilustrar el procedimiento, se puede calcular un intervalo de confianza del 95%
para una comparacion del filtro B con el mejor del resto de los filtros. La media del
filtro B es ;2 = 7.23 y el filtro E es el que tiene la media mas grande de los demas,
de manera que m;éi( Gj) = y5 = 8.59. Entonces D, = 7.23 — 8.59 = -1.36.

El valor de d aky €N la ecuacidn (3.31) se encuentra a partir de la tabla VI del
apéndice con k = 5, a; = .05y v = 18 grados de libertad para una CME = 0.08.
El valor adecuado es d 5 5 |3 = 2.41, para que conr = 4 réplicas y CME = 0.08 s

tenga:
M =241 2008 _ 45
4
Las cantidades requeridas son D, — M = — 1.36 — 048 = — 184y D, + M =
— 1.36 + .48 = — 0.88. Usando las reglas para los limites superior ¢ inferior del

cuadro 3.9, L = — 1.84 porque D, — M <0,y U = 0 porque D, + M no es mayor
que 0. En la tabla 3.9 se muestran los limites superior e inferior para cada compa-
racion.

Cuatro de los filtros (B, C, D y F) tienen limites superiores a 0 y, por lo tanto,
no son el “mejor” filtro. De los dos filtros restantes (A y E) no es claro cual es el
mejor, ya que ambos intervalos incluyen el 0, lo que a su vez implica que cada uno
es el mejor filtro, con un 95% de confianza. Ademas, sus limites inferiores, —0.78
para A 'y —0.18 para E, también son cercanos a 0, lo que indica que el tratamiento
es cercano al mejor (Hsu, 1996). Observe que el ICS no sélo proporciona los me-
dios para identificar el o los mejores tratamientos, también indica qué tan lejos
estan del mejor. Segun el limite inferior de los intervalos en la tabla 3.9 es sencillo
ver que los filtros B, C y F son los mas lejanos al mejor tratamiento.

Si es claro que un tratamiento es el mejor, entonces el limite inferior sera 0.
Para ejemplificar lo anterior, supongamos que ¢l filtro E tiene una me-
dia y; = 9.00 en lugar de 8.59, la media mas grande que le sigue es el filtro A con
y, = 8.29. El intervalo de confianza restringido para comparar el filtro E con el
A seria:
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Tabla 3.9 Procedimiento CMM con las medias de la tasa de flujo de seis filtros
diferentes

ICS del 95%
Filtro Y madx (_f) D, D,-M D +M (L, U) /Elegir?*
JF!
A 8.29 8.59 -030 —0.78 0.18 (—0.78,0.18) Si
B 7.23 8.59 -136 —1.84 —0.88 (—1.84,0) No
C 7.54 8.59 -1.05 -153 -057 (—-153,0) No
D 8.10 8.59 -049 -097 -0.01 (-097,0) No
E 8.59 8.29 030 -0.18 0.78  (—0.18,0.78) Si
F 7.10 8.59 -149 -197 -1.01 (~197,0) No

*Elegir como el “mejor” cuando D, + M > 0.

Ds — M=9.00 — 829 —0.48 =0.23
Ds + M=9.00-2829 + 048 =1.19

de manera que con Dg — M >0y Dy + M > 0 los limites del intervalo restringido
son (0, 1.19) y el intervalo con limite inferior de 0 indica que el filtro E es el
mejor. De manera similar, el filtro A no seria uno de los mejores en estas circuns-
tancia ya que

D —M=829-900—-048=—-1.19

Dy +M=2829-9.00+ 048 = — 0.23

por lo que con D; — M <0y D, + M <0 los limites del intervalo restringido son
(-1.19, 0). Asi, con un limite superior de 0 el filtro A no seria el mejor tratamiento
ni estaria entre los mejores.

Eleccion del subconjunto con la media mas grande

Si solo interesa determinar el tratamiento o tratamientos que constituyen el “me-
jor” sin importar cuanto difieran sus efectos entre si, se puede usar una sencilla
regla de seleccion (Hsu, 1984). La regla CMM selecciona un tratamiento para el
subconjunto de los mejores con probabilidad P(EC) = 1 — «, de una eleccidon
correcta si:

D, +M>0 3.32)

El procedimiento CMM para elegir los mejores tipos de filtros con P(EC) = 0.95
utiliza la informacién de la columna D, + M, considerando como mejores trata-
mientos aquellos para los que D, + M > 0. Solo los filtros A y E tienen valores de
D; + M>0;0.18 y 0.78, respectivamente. El subconjunto de los mejores incluye
estos dos filtros, con una probabilidad P(EC) = 0.95 de que el mejor filtro esté en
el subconjunto A y E.

Las conclusiones del procedimiento de seleccion del subconjunto no difieren
de los resultados del ICS, pues ambos filtros se colocan en el subconjunto de los
mejores. Sin embargo, los ICS contienen mas informacion, pues indican qué tan



»

102 CAPITULO3 COMPARACION DE TRATAMIENTOS

cercanas a 0 estan los limites inferiores para cada tipo de filtro; lo que a su vez
proporciona mas informacion al investigador en cuanto al desempeiio de la tasa de
flujo de cada filtro en comparacion con las demas. El procedimiento de seleccién
del subconjunto limita la informacion a determinar si el filtro pertenece al sub-
conjunto y nada mas.

Comparaciones multiples con la media mas pequefia

En algunos estudios, como en el experimento de almacenamiento de carne, donde
el empaque era mejor si tenia menos bacterias, el tratamiento con la media mas
pequeiia es el “mejor”. Es posible realizar comparaciones multiples con ella, si se
hacen algunas sencillas modificaciones a la regla para elegir la media mas grande
del cuadro 3.9.
Se calcula la diferencia, D,, entre cada media de tratamiento, )7i, y la media
mas pequeiia de los tratamientos restantes, min ()7]), como:
J#E1
D;=y;—min(y;)parai =1,2,...,¢ (3.33)
JFI

Los limites inferior (L) y superior (U) de los intervalos de confianza de 100
(1 — )% se encuentran como sigue: el limite inferior de confianza para f; — min K,
€S JEI

. D, - M si(D; — M)<0
- 0 de otra manera

y ¢l superior para 4, — min y; es:
JF1

{Di+M si (D, + M)>0

0 de otra manera

Los intervalos de confianza restringidos CMM para las comparaciones con la
media mas pequefnia de los tratamientos, se interpreta justo al contrario que en el
caso de comparaciones con la media més grande. Si el intervalo para g, — min Ky

JF
incluye el 0 o tiene un limite superior a 0, entonces el tratamiento i es el mejor. Por
el contrario, si el limite inferior es cero, i no es el mejor tratamiento.

Las comparaciones multiples considerando al tratamiento con la media mas
pequefia como el mejor, se explican con el estudio de almacenamiento de carne y
el objetivo de elegir el material de empaque con menor desarrollo de bacterias. La
varianza del error experimental para el experimento era CME = 0.116 con 8 gra-
dos de libertad, y se tenian » = 3 réplicas. Las estadisticas necesarias para el valor

critico de M en la ecuacion (3.31) son d 5,4 = 2.42 y v 2CME/r = 0.278, de

manera que:
M =dosss \2ME — 2.42(0.278) = 0.67
r



3.6 COMPARACIONES MULTIPLES CON EL MEJOR TRATAMIENTO 103

Tabla 3.10 Seleccion del subconjunto de tratamientos con las medias mas pequefias
en el experimento de almacenamiento de carne

ICS del 95%
Tratamiento y, min (fj) D, D—-M D,+M (LU Elegir’*
J#i
Comercial  7.48 336 4.12 345 4.79 (0,4.79) No
Al vacio 5.50 3.36 2.14 1.47 2.81 (0, 2.81) No
Mezcla 7.26 3.36 3.90 3.23 4.57 (0, 4.57) No
CO,puro 336 550 -2.14  —281 —147 (281,00  Si

*Elegir como el “mejor” cuando D, — M < 0.

En la tabla 3.10 se muestran las medias de los tratamientos y las estimaciones
de los intervalos de confianza simultaneos del 95% para las comparaciones con la
media mas pequefia. El procedimiento se ilustra para el tratamiento de empaque
comercial con una media y, = 7.48 y el tratamiento con la media minima, CO,
puro, de manera que min ()7]) =y, =3.36 paraobtener D = 7.48 — 3.36 = 4.12.

J#Fu

El limite inferior es L = 0, yaque D; — M = 4.12 — 0.67 = 3.45 no es menor que
0; y el limite superior es U = 4.79 puesto que D, + M = 4.12 + 0.67 = 4.79 es
mayor que 0. Con un limite inferior de 0, se puede asegurar que el empaque co-
mercial no es el mejor tratamiento. El mejor tratamiento es CO, puro, porque es el
Unico en la tabla 3.10 con un limite superior del intervalo de confianza de 0. Los
limites superiores del resto de los tratamientos estan muy alejados del 0 y es claro
que no es posible considerarlos cercanos al mejor.

Eleccion del subconjunto con la media mas pequeiia

De nuevo, si el tinico interés es conocer los tratamientos que constituyen el mejor,
sin importar cuanto difieran sus efectos de los demas, entonces se puede usar una
sencilla regla de seleccion (Hsu, 1984). La regla CMM elige un tratamiento para el
subconjunto de los mejores con una probabilidad de eleccién correcta, P(EC) = 1
-, si:

D, —M<0 (3.34)

El procedimiento CMM para elegir el mejor empaque de carne con P(EC) = 0.95,
usa la informacion de la columna D, — M dada en la tabla 3.10. Los tratamientos
en el subconjunto de los mejores son aquellos para los que D, — M <0, y la unica
media de tratamiento que cumple con esta condicion es la de CO, puro, que se
elige como el mejor tratamiento, con el menor crecimiento de bacterias, con una
probabilidad de una eleccién correcta P(EC) = .95.

Réplicas desiguales y modelos complejos

Hsu (1996) indica que los valores criticos se deben calcular por separado para
cada comparacion con un numero de réplicas desigual, en un disefio totalmente
aleatorizado. Algunos programas de computadora han incorporado rutinas para
calcular estos intervalos de confianza restringidos simultdneos con niimeros de
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réplicas desiguales. Hsu (1996) no proporciond aproximaciones basadas en des-
igualdades de probabilidad.

Si se usan bloques o disefio de tratamiento mas complejo y todas las diferen-
cias, i, ~ H» tienen la misma varianza, es decir, el disefio tiene una varianza balan-
ceada, entonces se puede utilizar el procedimiento CMM normal de esta seccién.

Si las varianzas de las diferencias, y; — H,, no son las mismas en los disefios
mas complejos, Hsu (1996) recomienda varlas aproximaciones basadas en des-
igualdades de probabilidad. Una aproximacion basada en la desigualdad de
Bonferroni usa la t de Bonferroni para k£ comparaciones, con v grados de libertad,
en el nivel aproplado de « en lugar de dak  Deben utilizarse la estimacion de
minimos cuadrados, [I; ;1 y su error estandar; éstos pueden obtenerse con la
mayor parte de los programas de computadora.

3.7 Comparacidén de todos los tratamientos con un control

En muchos estudios, uno de los tratamientos actua como control para algunos o
todos los restantes. (En la seccion 1.4 se analizan los distintos tipos de trata-
mientos de control.) En ocasiones es interesante determinar si las respuestas me-
dias de los tratamientos difieren de la del tratamiento de control. Dunnett (1955)
introdujo un procedimiento basado en una tasa de error con respecto al experimen-
to con este propdsito.

Intervalos de confianza simultianeos

El estadistico tabulado para calcular intervalos de confianza simultaneos de 100
(1 — a)% para las diferencias entre las medias este tratamiento individuales y la
media de control i, — i , utilizando el procedimiento de Dunnett, se basa en el mis-
mo estadistico usado para las comparaciones multiples con el mejor procedimiento
de la seccion 3.6. La prueba de Dunnett para comparar cada media de tratamiento,
y,» con la media del tratamiento de control y_ se describe en el cuadro 3.10.
Supongamos que ¢l filtro F del ejemplo 3.2 sirve de control. Las cinco compa-
raciones ICS del 95% del control contra las medias de los tratamientos se mues-
tran en la tabla 3.11. Las diferencias de las medias entre F y los otros £ = 5 filtros
aparecen en la tercera columna. El valor critico del estadistico de Dunnett para una
prueba de dos lados, con una tasa de error de a; = .05 es d 55,3 = 2.76. El error

estandar de la diferencia es Y 2CME/r = 2(0.08)/4 = 0.2. El criterio de Dunnett
es:

D(5, .05) = 2.76(0.2) = 0.55
Se ilustra un ejemplo de los calculos con el filtro A. El limite inferior es:
L=y, —y.— D(, .05 =829 —7.10 — 0.55 = 0.64
y el limite superior es:
U=y, ~—y.+ D(5,.05) =829 — 7.10 + 0.55 = 1.74

El filtro A es superior al de control, F, ya que el limite inferior del intervalo es
mayor que 0. Segun las estimaciones de los intervalos, los filtros A, D y E son
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superiores al F. Observe que el filtro E es el mas lejano al filtro F, pues su limite
inferior es mayor que el de A o de D. Los filtros B y C no difieren del control
porque sus intervalos incluyen el 0.

Cuadro 3.10 Método de Dunnett para comparar todos los tratamientos
con un control

100(1 — @)% intervalos de confianza simultineos para \, — [,

El criterio de Dunnett para comparar k tratamientos con el control es:

_ 252
D (k, ag) = doky \— (3.35)
r

Las estimaciones de los intervalos de confianza simultaneos bilaterales para
las diferencias entre las medias de los tratamientos individuales y la media
del control i, — u son:

Yi—Ye £ Dk, o) (3.36)

Los limites superiores del intervalo de un lado, si se manifiesta superioridad
de la media de tratamiento por ser mayor que la media del control, son:

Vi — ye — D(k, ag) (3.37)

Los limites superiores del intervalo de un lado, si se manifiesta superioridad
de la media de un tratamiento por ser menor que la media de control, son:

Yi = ye + Dik, op) (3.38)

Los valores de da’k,v para el método de Dunnett de uno o dos lados, se en-
cuentran en la tabla VI del apéndice para k tratamientos, un error tipo I de o
con respecto al experimento y v grados de libertad para la estimacion de la
varianza del error experimental.

Tabla 3.11 Resultado de la prueba de Dunnett al comparar la media del filtro
de control, F, con las de los demas

ICS de 95% (Diferente del
Filtro Media yi—yc (L, U) y,-». control?*
F ye.=17.10 — - - —
A 8.29 1.19 (0.64, 1.74) 1.19 Si
B 7.23 0.13 (—0.42, 0.68) 0.13 No
C 7.54 0.44 (—.011, 0.99) 0.44 No
D 8.10 1.00 (0.45, 1.55) 1.00 Si
E 8.59 1.49 (0.94, 2.04) 1.49 Si

*Si |}7,. - ;cl excede D(5, .05) = 0.55, entonces la media del filtro correspondiente es diferente
de la del filtro F (control).
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Prueba de hipotesis sobre y, — 11,

Si el investigador s6lo desea saber si la media del tratamiento es significativamen-
te diferente de la media de control con un nivel de significancia ¢, entonces se
pueden realizar las siguientes pruebas. Para la alternativa de dos lados con H ;. y;
= U, contra H : i, # [, se rechaza la hipotesis nula si:

i — ycl > Dk, o) (3.39)

Pgra la_alternativa de un lado con Hy: yu; = u_contra H: y, > i, se rechaza la
hipotesis nula si:

Oi = ¥yo) > Dk, ap) (3.40)

Pgra la.alternat@va de un lado con H;: i, = u, contra H: u <, se rechaza la
hipotesis nula si:

Oi = yo) <~ D(k, ap) (3.41)

En la tabla 3.11 se muestran los resultados de la prueba con la alternativa de
dos lados. Las diferencias para los filtros A, D y E exceden D(5, .05) = 0.55, y sus
tasas de flujo difieren significativamente de las del filtro F. Las pruebas de dos
lados ilustran una inferencia de desigualdades confiable. So6lo se asegura, con una
tasa de error de .05, que los filtros A, D y E difieren del filtro F, y que los filtros B
y C no. Solamente se puede deducir de manera indirecta, a partir del tamarfio y
signo, cuales diferencias son positivas o negativas y cuales son las mas grandes
comparadas con el ICS, que proporciona informacion directa del tamafio y la di-
reccion.

Réplicas desiguales y modelos complejos

Hsu (1996) indica que en un disefio totalmente aleatorizado los valores criticos se
deben calcular por separado para cada comparacidén con un numero de réplicas des-
igual. Algunos programas de computadora han incorporado rutinas para calcular los
intervalos de confianza restringidos simultdneos con un numero de réplicas desigual.
Se puede usar una aproximacion, basada en la desigualdad de Bonferroni, que sus-
tituye la t de Bonferroni para k£ comparaciones con v grados de libertad en el nivel
adecuado de o, en lugarded, , , yusa N 2s2[1/ri + 1/r_] para el error estindar de la
diferencia.

Si se emplea un agrupamiento o disefio de tratamiento mas complejo y todas
las diferencias, pi; — ji;, tienen la misma varianza, es decir, si el disefio tiene una
varianza balanceada, entonces se puede utilizar el procedimiento normal descrito
en esta seccion.

En disefios mas complejos si las varianzas de las diferencias, g, — 1, no son
las mismas, entonces Hsu (1996) presenta varias aproximaciones, que se basan en
desigualdades de probabilidad. La aproximacion basada en la desigualdad de
Bonferroni usa la ¢ para k comparaciones con v grados de libertad al nivel adecua-
do de o, en lugar de d,, . Debe usarse la estimacién de minimos cuadrados,
T ﬁj, y su error estdndar, que se pueden obtener con muchos programas de com-
putadora.
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Dunnett (1964) proporciona ajustes a los valores criticos en la tabla VI del apén-
dice para los nimeros de réplicas diferentes. Un conservador limite superior dado

por Feiss (1986) para los valores en la tabla VI del apéndice es md, ; ,, donde:
m=1+ 007 (1 - i) (3.42)
rC

Dunnett demostré que la razén 6ptima de los niimeros de réplicas es #/r,, don-
de r es el numero comun de réplicas para cada tratamiento y 7, es el numero de
réplicas para el tratamiento de control.

3.8 Comparaciones en pares de todos los tratamientos

Algunos investigadores comparan cada media de tratamiento con cada una de las
otras medias usando las comparaciones en pares. Los parametros de interés son
todas las diferencias por pares entre las medias de tratamiento, g, — H,, para toda
i # j, que resultan en #(¢ — 1)/2 comparaciones. A menudo, estos metodos se apli-
can con el objeto de detectar desigualdades significativas, u, # M, para todai +# j.

El uso indiscriminado de procedimientos de comparacion por pares para el
analisis de los resultados experimentales, puede conducir a la tendencia de dar
importancia solo a la significancia estadistica para el procedimiento de inferencia
en el andlisis de datos. Entonces, es posible perder de vista los objetivos de la
investigacion y el enfoque del investigador puede desviarse de la blisqueda de la
comprension bioldgica o fisica a la de la significancia estadistica.

En su forma ideal, los investigadores querran hacer comparaciones con una
tasa de error con respecto al experimento en el sentido fuerte, como se hizo en las
comparaciones multiples con el mejor (seccion 3.6) y en las comparaciones multi-
ples con el control (seccidn 3.7). A continuacion se presentan varios métodos de
comparacion por pares y se analizan algunas de sus propiedades.

Método de Tukey

Tukey (1949a) desarrollo un procedimiento que proporciona una tasa con respecto

al experimento en el sentido fuerte, para las comparaciones en pares de todas la

medias de tratamiento, que se usa para obtener intervalos de confianza simultaneos

de 100(1 — )%. La prueba se conoce por varios nombres, entre ellos “diferencia

honestamente significativa”. El método de Tukey se describe en el cuadro 3.11.
Este método se basa en el estadistico estandarizado:

_ y(mayor) — y(menor)
SZ

r

(3.43)

donde y(mayor) es la media mds grande de un grupo ordenado de medias en un
experimento y y(menor) es la mas pequefia. La diferencia o separacion se divide
entre ¢l error estandar de la media del tratamiento, de donde se deriva el nombre
de estadistico estandarizado (de Student).



108 CAPITULO3 COMPARACION DE TRATAMIENTOS

Cuadro 3.11 Meétodo de Tukey para todas las comparaciones por pares

Para un grupo de k& medias de tratamiento, se calcula la diferencia honesta-
mente significativa como:

2
DHS (k; 0) = oy \ = (3.44)

donde g, , es el estadistico estandarizado de Student para un grupo de &
medias de tratamiento en un arreglo ordenado. Los valores criticos de la tasa
de error con respecto al experimento, @, y los v grados de libertad, se pue-
den encontrar en la tabla VII del apéndice.

Intervalos de confianza simultaneos de 100(1 — ®)%

Las estimaciones de los intervalos simultineos de dos lados para el valor
absoluto de todas las diferencias por pares, g, — M, para toda i <j son:

vi — yj| = DHS(k, o) (3.45)
Prueba de desigualdades 100(1 — @)% confiables
Se establece que dos medias de tratamientos no son iguales, u, — B, # 0, si:

lvi — yj| > DHS(k, o) (3.46)

En el cuadro 3.11, se usa la diferencia absoluta |y, — y | para los intervalos de
confianza porque la locahzac10n de las dos medias en Ia diferencia calculada,
yi— y es arbitraria, y su signo depende de si se calcula y, — y] 0y, —y;Asi,la
diferencia absoluta es equivalente a restar siempre la media mads pequefia de la mas
grande. Si se necesita la direccion de una diferencia, entonces se calcula el interva-
lo considerando el signo de la diferencia; en algunas comparaciones las particula-
ridades del estudio indicaran si es mejor trabajar con diferencias absolutas.

" Ejemplo 3.3 Resistencia de soldaduras

Las pruebas de comparacién por pares se ilustran con un experimento realizado
para comparar la resistencia de soldaduras practicadas con cuatro técnicas distin-
tas. Se soldaron cinco pares de placas de metal con cada técnica, en un disefio
totalmente aleatorizado. La fuerza promedio para las cinco soldaduras de cada
técnica fueron:

Técnica: A B C D
Media: 69 83 75 71
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| f La estimacion de la varianza del error experimental fue CME = 15 con 16 grados
(] delibertad.

Si se aplica el método de Tukey a estos datos, el estadistico estandarizado de
Student con una tasa de error con respecto al experimento de o = .05, se encuen-
tra en la tabla VII del apéndice como ¢ o5 4 ¢ = 4.05, donde existen £ = 4 medias
de tratamiento en el arreglo ordenado y v'= 16 grados de libertad para CME = s?
El error estandar es VCME/r = V15/5 = 1.73. La DHS es DHS(4, .05) =
4.05(1.73) = 7.0. E1 ICS del 95% y los resultados de las pruebas de desigualdades
confiables se muestran en la tabla 3.12.

Tabla 3.12 Resultados del método de Tukey para las diferencias entre las medias
de resistencia para cuatro técnicas de soldadura

ICS del 95% ;Diferente
Comparacion 7 )_/JI (L, U de 07*
Avs. B 14 (7, 21) Si
Avs. C 6 (—1,13) No
Avs.D 2 (-5,9 No
“Buvs.C 8 (1, 15) Si
Bvs. D 12 (5, 19) Si
Cvs.D 4 (-3,11) No

*La diferencia absoluta excede DHS(.05) = 7.0.

Dos medias de tratamiento son distintas con un 95% de confianza, si €l ICS
del 95% no incluye al 0. La técnica B es muy diferente de las demas, éstas no
difieren entre si. La cantidad en que la técnica B difiere de los otros tres métodos
se puede evaluar mediante la magnitud del limite inferior. La técnica B difiere mas
de la técnica A y menos de la C.

La inferencia basada en las desigualdades de confianza establece dos medias
de tratamiento distintas si la diferencia [y, y |, excede DHS(4, .05) = 7.0. La
prueba DHS juzga que la fuerza de la soldadura’ de la técnica B es diferente a la de
los otros métodos, pero ninguna otra diferencia es significativa. Sin embargo, no
es posible hacer inferencias sobre la magnitud de la desigualdad.

Réplicas desiguales y modelos complejos con el método de Tukey

Para réplicas desiguales en el diseflo totalmente aleatorizado, en 1953 Tukey
(Tukey, 1994) y Kramer (1956) propusieron intervalos de confianza simultaneos
aproximados mediante la sustitucion de:

s (L + i) (3.47)

2 ri rj
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en vez de Vs2/r dentro de la ecuacién (3.43). Esta aproximacion se conoce como
la aproximacion de Tukey-Kramer, misma que Hayter (1984) demostrd que es con-
servadora.

Si las varianzas de las deferencias, u, - H;, 1o son iguales en los disefios mas
complejos entonces se usan las estimaciones de minimos cuadrados, I, - u y sus
varianzas, s% 7 > bara obtener una aproximacion a la forma exacta. Los inter-
valos simultinéos on:

. —~ 1
I, — .u'j| * 9akv _S%ﬁ\

3.48
5 (3.48)

1 'ﬂ\k)

Si se emplean bloques o disefios de tratamiento mas complejo y todas las dife-
rencias, U, — s tienen la misma varianza, es decir, el disefio tiene varianza balan-
ceada, entonces se puede usar el procedlmlento normal descrito en esta seccion,
con las estimaciones de minimos cuadrados, [, — uj y su varianza comun de las
diferencias, s? 7, €N la ecuacion (3.48). En este caso, la tasa de error con
respecto al experlme’nto en el sentido fuerte serd exacta.

Pruebas de homogeneidad, 1, = u, = -- = 1,

Muchas de las pruebas de comparacién multiple por pares se han aplicado con
tasas de error con respecto al experimento, evaluadas bajo la suposicion restringi-
da de que todas las medias de los tratamientos son iguales, o i, = u, = - =y, lo
que proporciona tasas de error con respecto al experimento en el sentido débil.
Algunas usan un solo criterio para establecer la significancia. Otras pruebas se
conocen como pruebas de intervalo multiple, ya que usan varios criterios para
establecer la significancia, donde el valor de un criterio para una comparacion
depende de cuanto estan separadas las medias en el arreglo ordenado de todas las
medias de tratamiento. La minima diferencia significativa MDS(a) (LSD por sus
siglas en inglés), es la prueba mas comun de homogeneidad que usa un solo crite-
rio. La prueba Student-Newman-Keuls, SNK(k, &), es un ejemplo de prueba de in-
tervalos multiples para la homogeneidad. A continuacién se ilustran ambas.

Minima diferencia significativa (MDS)

Cada hipotesis Hy: u, = H; contra H,u # K, se puede probar con el estadistico ¢
de Student:

ty = Y Vi paratodai # j (3.49)

]
r, r]

Cuando se establece la probabilidad de error tipo I en algin valor de o'y la varianza
s? tiene v grados de libertad, la hipétesis nula se rechaza para cualquier valor ob-
servado de |y, -¥ | tal que |75 > !, La minima diferencia significativa, MDS(a),
es un metodo abrev1ado para realizar todas la pruebas ¢ por pares, como se muestra
en el cuadro 3.12.
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Cuadro 3.12 Minima diferencia significativa para todas
las comparaciones por pares

Para cualquier par de medias de tratamiento observadas, y, y )7j., la minima
diferencia significativa es:

MDS(0) = tgn, \ 52 [_, + —] (3.50)

La hipotesis nula H: g, = H, se rechaza si:

i = yji> MDS(a)

Una modificacion de Fisher (1960) controla la tasa de error con respecto al
experimento en el sentido débil. La MDS se utiliza para probar las comparaciones
por pares sélo si la hipétesis nula se rechaza durante la prueba F del analisis de
varianza; de no ser asi se supone entonces que todas las medias de tratamiento son
iguales y no se realizan mas pruebas, el procedimiento suele llamarse MDS prote-
gida. Cramer y Swason (1973) demostraron empiricamente de que la tasa de error
con respecto a} experimento con la MDS protegida, tiene casi el mismo nivel de
significancia que la prueba F determinada cuando o se establece en el nivel
de significancia .05 para la MDS.

Las investigaciones realizadas por Finner (1990) y Hayter (1986) muestran
que la MDS era un método de desigualdades confiable si el nimero de tratamien-
tos era menor que 3, pero no para ¢ > 3.

La prueba de Ia MDS se ilustra con los datos del ejemplo 3.3. Los célculos
para la MDS requieren el valor critico de la prueba ¢ de Student, £ 5 ,c = 2.12,y

el error estandar de la diferencia entre dos medias de tratamiento, \V2CMEir =

\/2(15)/5 = 2.45. La MDS calculada es MDS(.05) = 2.12(2.45) = 5.2.
La hipétesis nula H: y; = K, se rechaza si

vi =yl > MDS(.05) = 5.2

Un método conveniente para realizar pruebas es construir una tabla de diferencias
con las medias en orden creciente, como se muestra en la tabla 3.13. Cada diferen-
cia en la tabla se calcula como la diferencia entre la media en el titulo de la colum-
na y una media de menor valor en la columna de la izquierda. Un asterisco indica
las diferencias que exceden MDS(.05) = 5.2.

El resultado de todas las comparaciones por pares que se muestran en la tabla
3.13 indica que la resistencia de la soldadura con la técnica B excede a las otras y
que la técnica C excede a la A.

Prueba Student-Newman-Keuls (SNK) de intervalos multiples

La prueba SNK es una de muchas pruebas de intervalos multiples. Se basa en el
estadistico de Student en la ecuacién (3.43), pero al contrario del método de Tukey,



112 CAPITULO3 COMPARACION DE TRATAMIENTOS

Tabla 3.13 Resultado de la prueba de MDS de las diferencias entre las medias
de resistencia para cuatro técnicas de soldadura

Técnica
A D C B
Técnica Media 69 71 75 83
A 69 - 2 6* 14*
D 71 - 4 12*
C 75 - 8*

B 83 -
*La diferencia excede MDS (.05) = 5.2.

el resultado es una prueba de homogeneidad con tasas de error con respecto al
experimento en el sentido débil (Hsu, 1996). El valor critico del intervalo de Student
con la prueba SNK se basa en la separacion de un par especifico de medias que se
prueban del conjunto completo de medias ordenadas. La prueba fue desarrollada
de manera independiente por Newman (1939) y Keuls (1952) y se clasifica como
una prueba de intervalos multiples, ya que se usan dos o mas intervalos entre me-
dias como criterio. La prueba SNK se describe en el cuadro 3.13.

Cuadro 3.13 Prueba de intervalos miiltiples Student-Newman-Keuls
El criterio SNK es:

2
SNK(k, @8) = oy \/S—r fork =2,3,..., (3.51)

donde g, , , s el intervalo estadistico de Student, k el niimero de medias en
el conjunto, v los grados de libertad para la estimacion de la varianza del
error experimental s2 y 0y es la tasa de error con respecto al experimento
para un conjunto de k£ medias.

Para las medias mayor y menor en un conjunto de k medias, digamos y, y )71,
la hipétesis nula H: i, = H; se rechaza si:

vi = yjl > SNK(k, o)

La prueba no se realiza si existe un conjunto de medias que contiene ay, y
y; con mayor tamafio que k, que no es significativa segin el criterio SNK.

La prueba SNK se presenta aqui para demostrar los métodos para las pruebas
de intervalos multiples y porque se dispone de tablas de valores criticos del esta-
distico de Student para una constante . Posteriormente se presenta una prueba de
intervalos multiples que proporciona una inferencia mas fuerte con desigualdades
confiables. Aunque esta otra prueba también usa el intervalo estadistico de Student,
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no se usa tanto; quiza porque no se tiene acceso sencillo a sus valores criticos,
como es ¢l caso en la prueba SNK.
Se ordenan las medias de los tratamientos de menor a mayor:

MENNE R

donde )7[ 1] €8 la media del tratamiento con el valor mas pequeiio y ;[t] es la media
del tratamiento con el valor mas grande. El valor critico para cada par de medias
depende del nimero de medias entre el par especifico que se examina.

La prueba SNK para las medias del ejemplo 3.3, con una tasa de error tipo I con
respecto al experimento de ; = .05 requiere tres valores criticos del intervalo es-
tadistico de Student (en la tabla VII del apéndice), con o = .05, v=16yk = 2,3
y 4. Con un error estindar VCME/r = V15/5 = 1.73, el estadistico SNK se
calcula a partir de:

SNK(k, .05) = q.OS,k,16(1‘73) para k= 2, 3, 4

Los tres valores criticos del intervalo estadistico de Student y SNK(k, .05)
para el ejemplo 3.3 son:

k: 2 3 4
q.05,k,16: 3.00 3.65 4.05
SNK(%, .05): 5.2 6.3 7.0

Los valores criticos de la prueba SNK aumentan con el nimero de medias en
el conjunto. Si la distancia entre las dos medias en €l arreglo ordenado aumenta, se
requiere una diferencia mayor entre las medias para establecer que las medias son
distintas. Para el conjunto minimo de £ = 2, SNK(2, .05) es igual a MDS(,05) =
5.2, y para el conjunto maximo de ¥ = 4, SNK(4, .05) es igual a DHS(4, .05) =
7.0. La prueba SNK es mas conservadora que la MDS, pero menos conservadora
que la DHS en cuanto a las diferencias necesarias para rechazar la hipétesis nula.
Los resultados de la prueba SNK(%, .05) para el ejemplo 3.3 se muestran en la
tabla 3.14.

Tabla 3.14 Resultados de la SNK(%, .05) con las diferencias entre las medias
de resistencia para cuatro técnicas de soldadura

Meétodo
A D C B
Método Media 69 71 75 83 k SNK(k,.05)
A 69 - 2. 6~ _ 14*——4--170
D 71 - T ~4, S 12%¥ - —-3—-—-6.3
C 75 - T~ 8*——2--52

B 83

*Las diferencias mostradas son de la mayor menos la menor. Las diferencias exceden SNK
(k, .05).
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Las diferencias entre las medias de tratamiento para el mismo intervalo £, se
encuentran en una diagonal que va de la parte superior izquierda a la inferior dere-
cha en la tabla 3.14. La prueba SNK comienza con una comparacion entre las
medias maxima y minima, k£ = 4. Si la diferencia maxima no excede el valor criti-
co, no se realizan mas pruebas. Si esa diferencia es significativa, se prueban las
diferencias entre las medias con un intervalo (k — 1).

Si cualquier par de medias con intervalo de (k — 1) no son significativas, no se
realizan mas pruebas para los otros pares entre ese par especifico. Por definicion,
ningun subgrupo de medias contenido en un grupo no significativo puede ser sig-
nificativo. Por ejemplo, si no existe una diferencia significativa entre y;;y 3,
entonces no deben realizarse pruebas entre y ) contra f[z] 0 )7[2] contra y ;. La
prueba procede hasta que no hay diferencias significativas.

La diferencia méaxima, k = 4, es 14 para B contra A, como excede SNK(4, .05)
= 7.0, la prueba sigue con comparaciones para un intervalo £ = 3, Bcontra Dy C
contra A. La diferencia entre C y A no excede SNK(3, .05) = 6.3. Entonces no se
hacen mas pruebas entre los pares de medias que se encuentren entre las de C y A;
que son D contra A y C. La diferencia para B contra D excede SNK(3, .05) = 6.3,
por lo que la prueba continua dentro del grupo de medias que estan entre By D. La
diferencia para B contra C excede SNK(2, .05) = 5.2 y es la unica prueba necesa-
ria en el intervalo de k£ = 2 medias. La prueba SNK juzga que el método B es
diferente de los otros y que no hay diferencia entre los demas.

Con numeros de réplicas desiguales para las pruebas DHS y SNK, con fre-
cuencia se usa la media armonica de los nimeros de réplicas de todos los grupos
de tratamiento, r,, para estimar el error estindar de todas las comparaciones, a fin
de simplificar los calculos. Sin embargo, Hsu (1996) demostr6 que su uso condu-
ce hacia una inferencia estadistica invalida en general, ya que reduce de manera
considerable los niveles de confianza. La media armoénica es:

-1

= % Z (%) (3.52)

=1
Pruebas de intervalos miiltiples para desigualdades de confianza

Se ha desarrollado varias pruebas de intervalos multiples que proporcionan una

inferencia de las desigualdades de confianza mas fuerte que la que suministra la

prueba SNK. Einot y Gabriel (1975) propusieron una eleccion de a, para probar

la diferencia entre dos medias con un intervalo &, en un conjunto de ¢ tratamientos.

Una modificacion sugerida por varios autores coincide en el uso de:
1= = apk sik=2,..,k—2

“k_{a sik=1—1,1 (3.53)

para la tasa de error con respecto al experimento deseada a;. Se usaria el estadis-
tico estandarizado de Student para k medias con el valor criticog ;.

La prueba proporciona la inferencia de desigualdades de confianza si los valo-
res criticos son no decrecientes para valores crecientes de k para el intervalo (Hsu,
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1996). La prueba se puede realizar con facilidad si se dispone de una computadora
para cuantificar el intervalo estadistico de Student.

A continuacion se muestran los valores de o, y los valores criticos del interva-
lo estadistico de Student calculados con un programa de computo para el ejemplo
de la soldadura y pueden compararse con los de la prueba SNK anterior. El esta-
distico para una decisién en cuanto a la significancia de una diferencia entre dos
medias es EG(k, o) = 9oy kv \/s?/r. Recuerde que habia ¢ = 4 tratamientos, » = 5

réplicas y un error estandar de 1.73 con v = 16 grados de libertad para el cuadrado
medio del error.

k: 2 3 4
o 025 .05 .05
qak’k,mi 3.49 3.65 4.05
EG(k, .05): 60 63 7.0

Observe que los valores del intervalo estadistico de Student para k = 3 y 4 son
iguales a los de la prueba SNK, pero el valor para £ = 2 es un poco mayor debido
a la eleccion de diferente ;. La prueba SNK usa o, = o para todos los valores de
k. Las comparaciones significativas con EG(k, ;) son las mismas que en la prue-
ba SNK; pero la fortaleza de la inferencia aumenta la de las desigualdades confiables
a diferencia de la homogeneidad estricta (de la prueba SNK). Las diferencias entre
las dos pruebas se acentuan al crecer el nimero de tratamientos.

39 Resumen de comentarios sobre las comparaciones multiples

Las hipotesis de investigacion y los disefios de tratamiento son los motores que
impulsan los métodos de analisis de los resultados observados en un estudio. Un
conjunto de tratamientos estructurado para examinar cierta hipotesis de investiga-
cion conduce de manera natural a las comparaciones planeadas, como un conjunto
de contrastes ortogonales (o0 no ortogonales), regresiones polinomiales y la com-
paracion de todos los tratamientos contra un control.

Procedimiento CMM para estudios de evaluacion

Un conjunto de tratamientos no estructurados constituyen un reto para que el inves-
tigador elija un protocolo adecuado para tomar decisiones. Estos estudios
incluyen experimentos para evaluar conjuntos de parcelas de cultivo, productos in-
dustriales, pesticidas, etc. El procedimiento CMM para seleccionar un subconjunto
de tratamientos con la respuesta deseada, es la eleccion 1ogica si el objetivo es bus-
car los mejores productos, pesticidas o cultivos. Los estudios subsecuentes pueden
abrir la posibilidad de hipotesis de investigacion mejor estructuradas y disefios de
tratamiento con oportunidades para probar las hipotesis.

Las comparaciones multiples requieren definir las tasas de error

Cuando se trata de comparaciones multiples, el investigador debe tomar algunas
decisiones relevantes para las tasas de error y la potencia de las pruebas. Las tasas
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de error con respecto al experimento son apropiadas si la unidad de interés con-
ceptual es una familia de comparaciones y el investigador quiere reducir la posibi-
lidad de tomar demasiadas decisiones incorrectas en la familia de comparaciones.

Se pueden determinar las probabilidades para los errores tipo II y la potencia
de las pruebas con respecto a un experimento, pero en general se expresan como
tasas con respecto a las comparaciones. Las tasas de error con respecto a las com-
paraciones mas liberales tendrdn como resultado un tasa de error tipo I mas baja
y una prueba mas poderosa si el resto de las condiciones permanecen constantes.
Para una familia de comparaciones, el investigador mas conservador utilizara las
tasas de error con respecto al experimento en el sentido fuerte. En estas circuns-
tancias la familia de comparaciones como unidad conceptual es importante para el
investigador. Una familia tipica es la comparacion de todos los tratamientos con
uno de control, mediante el procedimiento de Dunnett.

La mayor parte de los buenos experimentos se disefian de manera que sean
eficientes en el uso de los recursos y tiempo disponibles, y es mas eficiente dise-
fiar un experimento que responda a multiples preguntas relacionadas. En cualquier
experimento bien planeado existe una familia de comparaciones relacionadas y no
debe contemplarse una comparacion totalmente aislada de las demas; asi, las prue-
bas basadas en tasas de error con respecto al experimento son mas adecuadas.

Eleccion de un procedimiento de comparaciéon por pares congruente
con la filosofia del investigador

La seleccion de un método de comparacion por pares adecuado es dificil, pues
cada uno tiene ventajas y desventajas. La mejor alternativa es elegir una prueba
coherente con la filosofia que se siga y usarla en todas las pruebas de comparacion
por pares. Es preferible una prueba de un valor critico para cada experimento.
Algunos analisis informativos sobre muchos métodos de comparacion por pares se
pueden encontrar en Hsu (1996) y en las extensas notas sobre comparaciones mul-
tiples de J. W. Tukey escritas en 1953 (Tukey, 1994). Pueden ser utiles algunos
estudios de Jones (1984), Carmer y Walker (1985) y Saville (1990) sobre su utili-
zacion.

El método de Tukey proporciona la mejor proteccién contra errores de deci-
sion, junto con inferencias fuertes sobre la magnitud y direccion de las diferencias
con el ICS de 100(1 — a)%.

Hayter (1990) proporciona un método para los limites inferiores de confianza
simultaneos de un lado, u, - B> L para toda i > j, que es util para la inferencia
direccional necesaria en algunos tipos de estudios. Estos limites se calculan con:

-1, - qn 2“; para toda i > j (3.54)

Y seran mas exactos que los proporcionados mediante procedimientos de dos la-
dos, como el método de Tukey. Las tablas de valores criticos para el estadistico g%
se pueden encontrar en Hayter y Liu (1996).
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Recomendacién general

La recomendacion general para realizar comparaciones multiples entre tratamien-
tos, es usar la hipotesis de investigacién y el diseiio de tratamientos para elegir los
procedimientos adecuados, con la fuerza de inferencia deseada en el estudio.
Los intervalos de confianza proporcionan la inferencia mas poderosa, con la mag-
nitud y la direccion de las diferencias, seguidas por la fuerza de las direcciones
confiables y después las desigualdades confiables. Si las comparaciones por pares
son la unica alternativa que queda, se recomienda un procedimiento de intervalos
de confianza, que proporciona magnitud y direcciéon de la inferencia.

EJERCICIOS

1. Utilizando los datos sobre los retrasos en el transito del ejercicio 2.1:

a.

€.

Realice un andlisis de varianza de los datos y estime los siguientes contrastes y sus errores estandar:
(i) un contraste entre los semaforos programados y el promedio de los semiactivados y activados.
(ii) un contraste entre los semaforos semiactivados y activados.

Calcule la suma de cuadrados para cada contraste y muestre que su suma es igual a la suma de
cuadrados de los tratamientos en el analisis de varianza.

Pruebe la hipétesis nula para cada contraste, H;: C = 0, con la prueba ¢ de Student a un nivel de
significancia de 0.5.

Pruebe la hipétesis nula en el inciso ¢ con la prueba F a un nivel de significancia de .05.

(Cual es la relacion entre las pruebas de los incisos ¢ y d?

2. Utilizando los datos sobre las concentraciones de suero T3 en los experimentos con gallinas del ejercicio
2.3. Las comparaciones de interés eran las diferencias de concentracion de suero T3 en las etapas suce-

sivas: 1) premuda contra ayuno, 2) ayuno contra 60 g de salvado, 3) 60 contra 80 g de salvadoy 4) 80 g
de salvado contra mezcla de malta:

a.

b.
c.
d

Estime cada contraste y su error estandar.

Pruebe la hipétesis nula para uno de los contrastes con la prueba ¢ de Student.

Pruebe la hip6tesis nula para uno de los contrastes con la prueba F.

Suponga que debe probar los cuatro contrastes con una tasa de error con respecto a la comparacion

de .05. Calcule la tasa de error con respecto al experimento maxima, para esta familia de cuatro
comparaciones.

Utilizando los datos de cosecha de lechuga del ejercicio 2.2:

a.
b.

c.
d.

Calcule el analisis de varianza para los datos.

Determine la mejor funcién polinomial de respuesta que describe la relacion entre la cosecha de
lechuga y el fertilizante de nitrogeno a un nivel de significancia de .05.

Vea la tabla 3.7. Construya una tabla similar para los resultados de este problema.

Grafique las medias observadas junto con la ecuacion estimada.

Utilizando los datos del ejercicio 2.1:

a.

Calcule un ICS para comparaciones multiples del 95%, con ¢l mejor, donde ¢l “mejor” se define
como el semaforo con menor tiempo de retraso.
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b. Seleccione el tipo o tipos de semaforo con menor retraso, con una probabilidad de eleccion correcta
de .95.

El laboratorio clinico de un hospital mide con un espectrofotémetro la concentracion de colesterol en
muestras de suero. Un dia especifico, el laboratorio analizo muestras de ocho pacientes y se prepararon
dos muestras de cada uno. Los siguientes datos son las concentraciones de colesterol (mg/dl).

Paciente Colesterol (mg/dl)

167.3, 166.7
186.7, 184.2
100.0, 107.9
214.5,215.3
148.5, 149.5
171.5,167.3
161.5,159.4
243.6,245.5

00~ O\ L b W N~

a. Calcule el ICS para comparaciones multiples del 95% con el mejor, donde “mejor” se define como
el paciente con mayor nivel de colesterol.

b. Elijaun subconjunto de pacientes que contenga al paciente con nivel de colesterol mas alto, con una
probabilidad de eleccion correcta de .95.

Un conjunto de comparaciones de interés en el experimento con gallinas del ejercicio 2.3, era la compa-
racion de suero T3 para cada uno de los otros estados contra el de la etapa de premuda.

a. Calcule el ICS del 95% para las otras etapas contra la de premuda, mediante el método de Dunnett.
b. (Cuales son sus conclusiones?

En un experimento con cinco réplicas y cuatro tratamientos con un disefio totalmente aleatorizado, se
cultivaron secciones de tejido de planta de tomate con diferentes cantidades y tipos de azucares. El
crecimiento de tejidos en cada cultivo se da en la tabla siguiente como mm X 10.

Control 3% de glucosa 3% de fructosa 3% de sacarosa

45 25 28 31
39 28 31 37
40 30 24 35
45 29 28 33
42 33 27 34

a. Calcule el ICS del 95% de las comparaciones de todos los tratamientos contra el tratamiento de
control, mediante el método de Dunnett.
b. ¢Cuales son sus conclusiones?

10

11

12
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En la siguiente tabla se encuentran los coeficientes mostrados por un colega para un conjunto de contras-
tes entre medias de tratamiento. El le pide que los verifique.

Tratamiento A B C D E
Cl 1 3 -1 -1 —1
C2 1 -1 0 -1 1
C3 -1 1 -1 1 -1
C4 0 0 2 —1 -1

a. /Constituye un contraste cada conjunto de coeficientes propuesto? Justifique su respuesta.
b. ¢(Son ortogonales C1 y C2? Justifique su respuesta.
¢. Construya un contraste ortogonal para C4, diferente de lo que se muestra.

Utilice la prueba de Scheffé con un nivel de significancia de .05 para probar la hipétesis nula sobre los

contrastes del ejercicio 3.1.

Utilice 1a prueba ¢ de Bonferroni con un nivel de significancia de .05, para probar la hipotesis nula sobre

los contrastes del ejercicio 3.1.

Usando los datos del suero T3 del ejercicio 2.3:

a. Realice todas las comparaciones por pares, con el método de Tukey a un nivel de significancia de .05.

b. Realice todas las comparaciones por pares, con la diferencia menos significativa a un nivel de
significancia de .05.

¢. Realice todas las comparaciones por pares, con la prueba SNK de intervalos multiples a un nivel de
significancia de .05.

d. ¢(En qué difieren los resultados de las tres pruebas?

e. Explique por qué difieren los resultados.

f. Calcule el ICS del 95% para todas las comparaciones por pares, con el método de Tukey.

g. (Qué informacién adicional obtuvo con el calculo realizado en el inciso f?

La siguiente es la descripcion de un experimento sobre sistemas de trabajo humano. En un sistema de
este tipo, como una linea de ensamble, con frecuencia los trabajadores requieren mover objetos a un
lugar predeterminado con su mano.

El propésito especifico del estudio es determinar la exactitud con la que los individuos alcan-
zan ese lugar especifico en un plano horizontal (por ejemplo, encima de una mesa), si se limita su
campo de visién de manera que no incluye el objetivo.

Investigaciones previas condujeron a la hipdtesis de que los movimientos “distales” (movi-
mientos que se alejan del cuerpo) son mas exactos que los “proximales” (hacia el cuerpo). También
se planted la hipotesis de que los movimientos en direcciones cardinales (hacia enfrente, hacia el
cuerpo y laterales) no eran mas exactos que en otras direcciones.

Se establecieron los objetivos en una circunferencia con un radio de 10 pulgadas (figura 3.4).
El sujeto se senté de manera que un movimiento de la mano derecha a una posicién de 90° desde el
punto de partida era un movimiento distal; un movimiento de la mano derecha a la posicién de 270°
era proximal; los movimientos a las posiciones 0° y 180° eran laterales; los movimientos a las
posiciones de 45° y 135° no eran movimientos cardinales, como tampoco lo eran a las posiciones
de 225° y 315°. Los objetivos a 0°, 90°, 180° y 270° eran direcciones cardinales.
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Se capacito6 a 16 individuos para el estudio. En la prueba real el investigador decia en voz alta
al azar los 4ngulos de las posiciones y el sujeto marcaba su intento de alcanzar ¢l objetivo que no
podia ver. Se registro la distancia entre la marca del sujeto y el objetivo. Se calcul6 la distancia
promedio entre cada objetivo v las observaciones. Un valor mas pequefio del promedio representa
mayor exactitud.

Muestre en una tabla los coeficientes necesarios para una comparacion entre medias para las
siguientes comparaciones de exactitud entre las direcciones de los movimientos.

Cl: Distal contra proximal en general

C2: Cardinal contra no cardinal

C3: Lateral contra distal

C4: Lateral contra proximal

C5: Distal no cardinal contra proximal no cardinal
C6: Distal cardinal contra proximal cardinal

90°

Mov1.miento Mano derecha colocada
distal en el punto inicial como
referencia para cada prusba
0° ® 180°
Movimiento
proximal

270°
Sujeto sentado aqui

Figura 3.4 Objetivos establecidos en un circulo con radio de 10 pulgadas
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Apéndice 3A Funciones lineales de las variables aleatorias

Una funcidn lineal de las variables aleatorias y,, ,, ..., , se define como:

¢ =Y ki =k + ko + o F ko

1=1

Si el valor esperado o media de y; es E(y,) = u,, entonces el valor esperado o media

de ces:
e=E@) = E (Z km) =Y kEG) = D ki
p— e =1

= kg + kopip + -0+ knlly

La varianza de una funcién lineal ¢ = 2, kiyi es:

n n
2 _ 2.2
o, = zki0i+ 22](,,(]0'1]
=1

<y
Por ejemplo, sic = y, -y, conk; = 1y k, = -1, entonces:
2 _ 2.2 2 2 — 2 2
o, = k{01 + k305 + 2kikyo1 = 01 + 03 — 20y

Si las y, son independientes, entonces G, = Oy:

n
— 2.2
0% = Z kio;
=1

Por lo tanto, si y, y y, son independientes en ¢ = y; — y,, la varianza de ces
2 — 2 2
02 = 0] + 03

Media muestral

La media de una muestra con  observaciones independientes de una distribucién
normal con media  y varianza o2 es una funcion lineal:

- _ 1 1 1
= + = + - 4+ =
y ==ty ~Yr

donde k, = 1 El valor esperado de la media muestral es:
r

iy = BG) = LB+ + T EOp) = 0w = 4
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[
ql\)

Como las varianzas de las observaciones son todas iguales, 0'21 = 0'22 = ..
= 02, entonces la varianza de la media es:

1 o?
0%, = = (ro?) ==
¥ r

Funcion lineal de las medias muestrales

Si ¢ muestras son independientes y 7, es el nimero de observaciones en la i-ésima
muestra, entonces una funcion lineal de las medias muestrales:

¢ =kiyy +kyy + o+ kyy

tiene una media:

He = E(c) = KiEQ) + ka(r2) + - + KE())
= ki + kopy + o+ kgl

y una varianza:

2 2
Gzzkzl(_ﬁ>+kg<_cz>+...+k

-~ N
il
N LQN
v

ry ra
Si todas las varianzas de las muestras son iguales, O'% = 0'22 = .. = O'f = ¢
entonces
k2 2 k2
o'gzo-z __L+£2_+...+_t_
rl rn ¥y
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4.1

Diagnastico de la concordancia
entre los datos y el modelo

Si no se satisfacen ciertas suposiciones con respecto a los datos, el analisis de varianza
puede conducir a inferencias erréneas. En este capitulo se estudian los métodos de diag-
néstico para detectar suposiciones fallidas, junto con las transformaciones de datos que se
pueden usar para estudiar los problemas, se sugiere una generalizacién del modelo lineal
para el analisis como alternativa y, ademas, se introduce un método para evaluar el ajuste
de un modelo con los datos.

Un analisis valido depende de suposiciones validas

La validez de las estimaciones y pruebas de hipotesis para los analisis derivados
del modelo lineal, se apoya en los valores de varias suposiciones clave. Se supone
que los errores experimentales aleatorios son independientes, siguen una distribu-
cién normal con una media igual a cero y tienen una varianza comin (o?2) para
todos los grupos de tratamiento. Cualquier discrepancia entre los datos y una o
mas de estas suposiciones afecta las estimaciones de las medias de tratamiento y
las pruebas de significancia del anélisis de varianza.

En Eisenhart (1974) y Cochran (1947) se presenta un resumen de los estudios
sobre las suposiciones para el analisis de varianza y los efectos de la desviacion de
las mismas. Ito (1980) resumio la investigacion sobre la validez de los procedimientos
de prueba del analisis de varianza con discrepancias respecto a las suposiciones.

42 Efectos de la falta de cumplimiento de las suposiciones

Cochran (1947) demostrd que si los errores experimentales tienen una correlacion
positiva, la precision real de la media del tratamiento es menor que la estimada,
pues la estimacién usual del error estandar es demasiado pequena. Por el contra-
rio, la precision real es mayor que la estimada si las correlaciones de error son
negativas. En los experimentos, el mejor seguro contra una correlacion excesiva

123
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de las observaciones es la aleatorizacion de las unidades experimentales al formar
los grupos de tratamiento; y el muestreo aleatorio de las poblaciones en los estu-
dios por observacion.

Si ¢ difiere de un grupo de observaciones a otro, en general, los errores es-
tandar de las medias de tratamiento seran mayores que si es constante para todas
las observaciones. Los niveles de significancia establecidos para las pruebas F y ¢t
pueden ser mayores o menores que los niveles de significancia obtenidos en reali-
dad. Los estudios tedricos de Box (1954a) produjeron resultados acerca de los
niveles de significancia reales de la prueba F, llevada a cabo con un nivel de
significancia de .05 con varianzas de grupo diferentes, para igual o desigual nui-
mero de réplicas. Si se tiene una razén 1:3 para la menor:mayor varianza de grupo,
los niveles de significancia reales van de .056 a .074 para un igual numero de
réplicas, pero son de .013 a .14 con nimero de réplicas diferente. Con una razén
de varianza 1:7, el nivel de significancia real era .12 con igual nimero de réplicas.

Las pruebas F para ¢l analisis de varianza son bastante robustas contra las
discrepancias con la distribucion normal. Ito (1980) cit6 los resultados de estudios
tedricos y empiricos sobre los efectos de la no normalidad en la que los niveles
de significancia reales van de .03 a .06, para las pruebas realizadas con niveles de
significancia de .05.

Las condiciones ideales rara vez se cumplen en los estudios reales. Las discre-

. pancias menores de los datos con respecto a la independencia, la distribucién
normal supuesta y las varianzas homogéneas, generalmente no ocasionan
modificaciones sustanciales en la eficiencia de las estimaciones y en los niveles
de significancia de las pruebas. Es posible que las discrepancias mayores, en espe-
cial una heterogeneidad excesiva de la varianza o alguna heterogeneidad de la
varianza con numeros de réplicas desiguales, afecte en forma importante las infe-
rencias estadisticas. El resto de la presentacion se enfoca en estos casos.

4.3 Los residuales son la base de las herramientas de diagnéstico

Los residuales observados son la base de muchas de las principales herramientas
de diagnostico que se usan para verificar si las suposiciones del modelo lineal son
adecuadas. Los residuales son estimaciones de los errores experimentales, calcu-
lados como las diferencias entre las observaciones y las estimaciones de las me-
dias de los tratamientos, es decir:

/élj =Yy~ Zl'\l. =Yy~ )_’i. 4.1)

Se recomienda como primer paso en el diagndstico examinar la magnitud de los
residuales y su relacion con las otras variables.

Los residuales proporcionan evaluaciones visuales de las suposiciones del
analisis de varianza, para varianzas homogéneas y distribuciones normales de los
errores experimentales; la suposiciéon de varianza homogénea se evalua con una
grafica de los residuales contra las medias estimadas de los tratamientos. Y la

suposicion de distribucién normal mediante una grafica de probabilidad normal. ‘
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Las técnicas se demuestran con observaciones de un estudio que no cumple de
forma satisfactoria con las suposiciones del modelo lineal.

-~

Ejemplo 4.1 Numero de cangrejos ermitafios en habitats costeros

Un bidlogo marino estaba interesado en la relacion entre distintos ambientes
! costeros y las poblaciones de cangrejos ermitafios que habitan el lugar. El bi6lo-
I go contd los cangrejos en 25 secciones, ubicadas al azar en seis sitios diferentes
de la costa. En la tabla 4.1 se encuentra el resumen estadistico de los seis sitios,
con el cuadrado de la media del error. Los datos se encuentran en el apéndice 4A.

Deben calcularse 150 residuales para el conjunto de datos resumido en la
tabla 4.1. Como ilustracion, en ¢l cuadro 4.1 se muestran los primeros cinco para
1 las observaciones en el sitio 1,%¢ =Yy -

Tabla 4.1 Medias, desviaciones estandar y valores maximos y minimos
para la cuenta de cangrejos ermitafios, en seis lugares de la costa

Desviacion
Sitio Media Mediana estandar Minimo Madximo
1 33.80 17 50.39 0 233
2 68.72 10 125.35 0 466
3 50.64 5 107.44 0 407
4 9.24 2 17.39 0 82
5 10.00 2 19.84 0 94
6 12.64 4 23.01 0 95

CME = 5,170 con 144 grados de libertad

Fuente: Department of Ecology and Evolutionary Biology, University of Arizona.

Cuadro 4.1 Observaciones, medias y residuales para el sitio 1
del estudio de cangrejos ermitaiios

Sitio Seccion yy Y1, CY
1 1 0 33.8 —33.8
1 2 0 33.8 —33.8
1 3 22 33.8 —11.8
1 4 3 33.8 —30.8
1 5 17 33.8 —-16.8

Grafica de probabilidad de los residuales para evaluar la suposicién
de distribucién normal

La media es mucho mas grande que la mediana en los seis sitios de la tabla 4.1, lo
que indica una distribucion sesgada no normal de las observaciones. La grafica de
probabilidad normal de los residuales se usa para evaluar la suposicion de distri-
bucién normal, comparando de manera visual la distribucion acumulada de los
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residuales contra la distribucion normal estindar. Una grafica de probabilidad nor-
mal organiza los residuales en orden creciente y los grafica contra los cuantiles!
correspondientes de la distribucion normal estandar. El residual de orden i-ésimo
tiene una frecuencia acumulada de i/N en una muestra de tamafio N.

El cuantil de una variable normal estandar correspondiente se determina para
una proporcion acumulada? de f; = (i — 0.5)/N. Los valores de los cinco residuales
mas pequefios y los cinco mdas grandes y los cuantiles normal estandar correspon-
dientes para las muestras de cangrejo ermitafio se muestran en la tabla 4.2.

Tabla 4.2 Residuales ordenados, probabilidad acumulada (f;) y cuantiles normal
estandar correspondientes para las muestras de cangrejo ermitafio

Cuantiles

Orden Residual fi normales
1 —68.72 0.0033 -2.713
2 —68.72 0.0100 —2.326
3 —68.72 0.0167 —2.128
4 —68.72 0.0233 —1.989
5 —67.72 0.0300 —1.881
146 199.20 0.9700 1.881
147 263.36 0.9767 1.989
148 346.28 0.9833 2.128
149 356.36 0.9900 2.326
150 397.28 0.9967 2713

El cuantil de una variable normal se conoce por una probabilidad acumulada
dada, y el valor del cuantil de un residual se conoce por su frecuencia acumu-
lada en el conjunto de datos residuales. Se forman pares con los cuantiles corres-
pondientes de los residuales y la distribucion normal estindar y se grafican como
valores X y Y en una grafica bivariada llamada grafica cuantil-cuantil. Si los
cuantiles de los residuales son iguales a los de la variable normal para la misma
frecuencia acumulada, la grafica sera una linea recta.

En la figura 4.1 se muestra la grafica de la probabilidad normal de las mues-
tras de cangrejo ermitafio, en ella la recta pasa por los cuartiles inferior y superior
(percentiles 25 y 75) de los datos. Los cuantiles de los pares de residuales y sus
cuantiles normal estandar correspondientes no estin sobre la linea recta que indica

1 El cuantil de £, g(f), es un valor tal que una proporcién aproximada, , de los datos es menor o igual a g(f).

2 El valor de festa disefiado para evitar un valor de /=1, de no evitarse, habria un valor no finito de su desviacion
estandarizada. En general, cualquier pequefia modificacion de f; = /N para evitar f = 1 es adecuada para estas
graficas. El valor presentado es del programa S-PLUS, usado para las graficas de esta seccion.
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Cuantiles de la normal estandar

Figura 4.1 Grafica de la probabilidad normal de los residuales para el estudio de
cangrejos ermitafios

la grafica de probabilidad normal. Esto muestra la grafica de probabilidad para una
distribucion sesgada a la derecha con respecto a la distribucién normal estandar. Los
valores por encima de la recta que se encuentran en la esquina superior derecha, son
residuales con valores positivos mayores al esperado para la distribucién normal
estandar; mientras que la serie de valores por encima de la recta de la esquina infe-
rior izquierda, son residuales con valores negativos menores que el esperado.

Grifica de residuales para evaluar las suposicién
de homogeneidad de varianza

Al graficar los residuales contra los valores estimados de las medias de tratamien-
to, se obtiene una evaluacion visual sencilla de la suposicion de varianzas iguales
en los grupos de tratamiento. Si la variabilidad de las observaciones alrededor de
las medias de tratamientos difiere de un grupo a otro, el conjunto de residuales
correspondiente reflejara las diferencias en la variacion. En la figura 4.2 se mues-
tra una grafica de los residuales contra las medias estimadas de los sitios para las
muestras de cangrejos ermitafios.

La grafica refleja las diferencias de las desviaciones estandar entre los sitios
de la tabla 4.1, la dispersion de los residuales varia mucho entre los seis sitios,
pues la variabilidad de los residuales aumenta con el valor de las medias estima-
das. Si las varianzas son heterogéneas, la grafica de residuales contra los valores
estimados a menudo tiene la forma de embudo que se muestra en la figura 4.2. La
falta de simetria de los residuales alrededor de cero (linea punteada) indica una
distribucion asimétrica de las observaciones, con una cola larga a la derecha.
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Figura 4.2 Grafica de residuales contra las medias estimadas de los sitios para las
muestras de cangrejo ermitafio

La grafica de dispersion (spread-location) s-I, es otra grafica residual que
revela mas sobre las varianzas heterogéneas. Las tendencias en la grafica s-/ se
pueden usar para revelar las posibles relaciones entre las medias y las varianzas de
los grupos en tratamiento.

Las raices cuadradas de los valores absolutos de los residuales, v I??,-jl, se usan
para medir la dispersion de los residuales, ya que su magnitud reflejara la disper-
sion o variacion dentro de un grupo de tratamiento. La raiz cuadrada elimina parte
de la asimetria en los residuales, mientras las estimaciones de las medias de gru-
pos de tratamientos miden la localizacion. En la figura 4.3 se muestra la grafica
s-I para el estudio de cangrejos ermitafios.

Uniendo, mediante lineas rectas, las medianas de las Vv |aj| para cada sitio en
la grafica muestran el incremento en su magnitud con un incremento en las medias
de los sitios. Esta tendencia del incremento en la magnitud de los valores absolu-
tos de los residuales, representa el aumento en la varianza del sitio cuando crece la
media.

Pruebas estadisticas para varianzas homogéneas

Prueba Levene (Med)

Existen muchas pruebas estadisticas formales de homogeneidad de las varianzas
para disefios totalmente aleatorizados. Conover, Johnson y Johnson (1981) com-
pararon 56 pruebas y determinaron que la mejor era la prueba de Levene (Med).
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Figura 4.3 Grafica de separacion-localizacion para los residuales del estudio de
cangrejos ermitafios

Sea y,, la j-ésima observacion del i-ésimo grupo de tratamiento y y; su media-
na. Sea z;; = [y; — y;| el valor absoluto de la diferencia entre una observacioén y la
mediana del grupo de tratamiento i. Para probar la homogeneidad de las varianzas,
se calcula el analisis de varianza en un sentido para z;; y del estadistico Fy:

S rE = T - 1)
=1

Fo= gﬁ; = @.2)
53 (= z)MN - 0
=1 4=
La hipoétesis nula de varianzas homogéneas, Hy: o% = o‘i == of, se re-

chaza si Fo > Fg,(;—1),(v—r)- El estadistico de prueba en la ecuacion (4.2) es una
modificacién de la prueba original introducida por Levene (1960). La modifi-
cacion sugerida por Brown y Forsythe (1974) fue sustituir la mediana, y;, con
la media, y, en el calculo de z,,. Los célculos de la prueba se ilustran en la tabla
4.3 con cinco observaciones cada uno de los tres primeros sitios del estudio
con cangrejos ermitafios. Los valores requeridos por la prueba de Levene (Med)
y calculados para todo el conjunto de datos son CMT = 14,229; CME = 4,860,
y Fp = 14,229/4,860 = 2.93. Se concluye que las varianzas son diferentes entre
los sitios, ya que se rechaza la hipétesis nula con region critica Fo > F o5 5144 =
2.28.
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Tabla 4.3 Tlustracion de la prueba de Levene (Med) de homogeneidad
de las varianzas con cinco observaciones en tres sitios del estudio
con cangrejos ermitafnios

oy ~ ZU _~ =
Sitio Yy Vi vy = ¥l Zi.
1 0 3 3
0 3
22 19
3 0
17 14 7.8
2 415 14 401
466 452
6 8
14 0
12 2 172.6
3 0 4 4
0 4
4 0
13 9
5 1 3.6
z =613
ri=rp=r3=r=51=3N=15
SCT = Y riz; — 7.)% = 92,896
=1
t ry
SCE = Z z (zij — z;)* = 216,539
=1 =1
Fo = CMT _ 92,896 / 216,539 _ .57
CME 2 12
Prueba F Max

Varias pruebas estadisticas formales son pruebas validas de la homogeneidad
de varianzas en los disefios totaimente aleatorizados cuando los tamafios de las
muestras son iguales y las observaciones tienen una distribucién normal. Una de
las mas sencillas es con el estadistico de prueba F' Max (Hartley, 1950). La hipote-
sis nula probada con el estadistico F' Max es:

4.4
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Hy: 0'% = 0'% == crf 4.3)

con la hipotesis alterna de que algunas varianzas difieren.
El estadistico de prueba se calcula como la razon de la mayor varianza obser-
vada entre la menor, dentro de los grupos de tratamiento, es decir:

méx(s,z)

Fo Méx = (4.4)

min(sf‘)
donde méx(s%) y min(s%) son las varianzas mayor y menor respectivas dentro de los
grupos de tratamiento.

La hipétesis nula se rechaza al nivel de significancia « si Fg Max > F, Max,
donde Fy Max es el valor de la variable F' Mdx excedida, con una probablhdad o
para ¢ grupos de tratamientos y v = (r — 1) grados de libertad para cada s Los
valores criticos del estadistico F* Max se encuentran en la tabla VIII del apendlce

En general, la prueba F Mdx no se realizaria para el estudio de cangrejos ermi-
tafios, puesto que las muestras no tienen una distribucién normal; aqui se efectud
solo con propositos ilustrativos. De la tabla 4.1, las desviaciones estandar mayor y
menor se encuentran en los sitios 2 y 4 respectivamente; las varianzas de estos
grupos son s3 = 17.392 = 302y s3 = 125.352 = 15,712. El valor del estadistico de
prueba es:

Fo Max = 22712 — 55 03
302

El valor critico para @ = .05, t = 6 y v = 24, interpolado a partir de la tabla VIII
del apéndice, es F g5 Mdx = 3.24; por tanto, la hipdtesis nula de varianzas homo-
géneas se rechaza.

44 Busqueda de residuos inusitados con los residuales

Los valores positivos o negativos demasiado grandes de los residuales estaran muy
lejos de la linea recta indicadora de la grafica normal o de los otros valores en las
fronteras superior ¢ inferior de la grafica de residuales contra medias de trata-
miento. Un valor inusitado puede afectar la inferencia estadistica porque infla la
estimacion de la varianza del error experimental e influye en la estimaciéon de
la media del tratamiento. Quiza los valores inusitados se deban a errores al reunir
o registrar los datos, a errores en la técnica o a una combinacién especial de trata-
miento y entorno. Antes de descartarlos, debe investigarse qué los causa, para evi-
tar la pérdida de informacién valiosa.

Residuales estandarizados

Los residuales estandarizados se calculan mediante:

= AL 4.5)
JCME

@
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El residual estandarizado (wj;) es util para verificar rapidamente la presen-
cia de residuos inusitados. La w;; se aproxima a una distribuciéon normal estandar
si e;; tiene distribuciéon normal. Un residual se considera inusitado si el valor es-
tandarizado esta fuera de los limites +3 o 14, ya que la probabilidad de que un
valor normal estandar sea mayor que 3 o 4 desviaciones de la media 0 es muy
pequeia.

El residual estandarizado mas grande para las muestras de cangrejo ermitaio
corresponde al residual ordenado 150 en la tabla 4.2 es:

397.28

\/5,170

Los residuales estandarizados calculados con los residuales ordenados 148 y
149 de la tabla 4.2 son 4.82 = 346.28/ V5,170 y 4.96 = 356.36/ V5,170, respec-
tivamente. Los tres residuales mayores estan a mas de 4 desviaciones estdndar de
la media 0. La grafica de probabilidad normal y la grafica de residuales contra
valores esperados indican la posibilidad de que haya otros valores inusitados, de-
rivados de las muestras grandes de cangrejos ermitafios. En este caso, el bidlogo
desea indagar las condiciones de esas secciones especificas que producen nime-
ros excepcionalmente grandes.

Se usan residuales estandarizados porque los residuales ordinarios tienen al-
gunas desventajas para el diagndstico, puesto que los residuales estimados en el
mismo grupo de tratamiento no son independientes entre si, y sus varianzas son
heterogéneas de un grupo a otro con diferente nimero de réplicas. La varianza de
un residual estimado es O'%i = 62(1 — 1/r;) para el disefio totalmente aleatorizado
con r; réplicas para el i-ésimo tratamiento.

Las graficas de diagndstico con réplicas desiguales pueden verse influidas por
las varianzas heterogéneas de los residuales ordinarios, también las afectan las
correlaciones entre los residuales sin importar el numero de réplicas. Las correla-
ciones entre los residuales tienden a hacer que muestren un mejor ajuste con la
distri-bucion normal en la grafica de probabilidad. En Cook y Weisberg (1982)
puede verse una presentacion mas completa de los residuales, mas alla del alcance
de este libro.

Residuales de Student

Las varianzas heterogéneas de los residuales ordinarios se pueden corregir utili-
zando los residuales de Student, que en un disefio totalmente aleatorizado son el
residual ordinario dividido entre su desviacion estandar estimada:

~ ey
e = ij

V CME(1 — 1/r;)

Los residuales'de Student tienen una varianza constante 025

correlacionados. Se recomienda utilizarlas en lugar de los fesiduales ordinarios,
para las graficas de residuales en estudios con niimero de réplicas desiguales.

. =1, pero continuan '

!
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Las graficas de residuales y la prueba de Levene (Med) proporcionan una bue-
na evidencia de que las suposiciones de varianzas homogéneas y distribucion nor-
mal no son adecuadas para los datos del experimento con cangrejos ermitaiios.
Algunas de sus observaciones son buenos candidatos como residuos inusitados. Si
a juicio del investigador, las diferencias con las suposiciones no son demasiado
grandes, entonces las consecuencias de ignorarlas no son severas. Cuando existen
diferencias grandes con estas suposiciones, como en el caso del estudio con can-
grejos ermitaifios, deben tomarse algunas decisiones para el siguiente paso en el
analisis del estudio; los temas de la siguiente seccion tratan algunas de las posibles
soluciones.

45 Transformaciones estabilizadoras de la varianza
para datos con distribuciones conocidas

Las transformaciones se usan para cambiar la escala de las observaciones con el
objeto de que éstas cumplan mejor las suposiciones del modelo lineal y ofrezcan
inferencias mas validas del anélisis de varianza. Las probabilidades de inferencia
estadistica se aplican sélo a la nueva escala de medicion; los niveles de significancia
y promedios no se aplican a las medidas originales. Cuando las transformaciones
son necesarias, es comun realizar el analisis y hacer todas las inferencias en la
escala transformada, pero presentar los compendios de medias en la escala de me-
dida original.

Bartlett (1947) resumié muchos aspectos de las transformaciones del analisis
de varianza. En esta seccidn, se estudian varias transformaciones para datos que
no tienen distribucién normal, pero tienen una distribucién de probabilidad cono-
cida. En la seccion 4.6 se analiza una transformacién basada en una relaciéon empi-
rica entre las medias y las varianzas de las muestras, para datos con distribuciéon
no conocida.

Distribucion de Poisson

Las observaciones sobre muestras de plantas en cultivos, insectos en plantas, colo-
nias de bacterias en platos, defectos en una superficie y accidentes por unidad de
tiempo, pueden tener una distribucion Poisson; para la cual la media es igual a la
varianza, {1, = 0')2,. Se recomienda la transformaciodn raiz cuadrada para estabilizar
las varianzas de las observaciones, esta transformacion, x = \@endré una varianza
constante o5 = 0.25, para todos los valores de y,. Si la media es pequefia, digamos
I, < 3, entonces la transformacién x = \/y + ] es superior que \/y para estabilizar
las varianzas (Anscombe, 1948). Si las muestras son grandes no es necesaria la
correccion.

Distribuciéon binomial

Las observaciones sobre el niimero de éxitos en n pruebas independientes siguen
una distribucion binomial. Los ejemplos incluyen la proporcion de articulos de-
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fectuosos en lotes de manufactura, de semillas germinadas, de larvas sobrevivien-
tes en estudios de insectos y de plantas que florecen en una seccién. La probabili-
dad binomial estimada es 7 = y/n, donde y es el nimero de éxitos en n pruebas
independientes con una probabilidad de éxito ©. La media y la varianza de la dis-
tribucién binomial estimada son y = ©y 62 = (1 — m)/n, respectivamente, y
habra una relacion bien definida entre las proporciones observadas y la varianza
de los datos observados.

La transformacidén arco seno o angular es recomendable para estabilizar las
varianzas de las observaciones con distribucion binomial La transformacién arco

seno, x = sen 1W tiene una Varlanza constante, 0' = 1/4n, para toda x, si el
angulo se expresa en radianes y 0' = 821/n,siel angulo se expresa en grados. Sl
n es pequeio, digamos n < 50, entonces Anscombe (1948) recomienda sustituir 7 *

= (y +3)/(n + })enlugarde @ = y/n en la transformacion. Si todas las propor-
ciones observadas en el estudio estdn entre 7 = 0.3 y7T = 0.7, la varianza binomial
tiene una estabilidad relativa y tal vez no sea necesario transformarla.

Probits y logits

Otras dos transformaciones relacionadas con la distribucion binomial se usan con
mucha frecuencia en estudios biologicos. La transformacion probit es el valor de
la distribucién normal estandar que corresponde a la probabilidad acumulada 7 =
y/n. La transformacion logit es el logaritmo natural de la razén 7 /(1 — 7 ), usada
en estudios bioloégicos y en el andlisis de datos de supervivencia. Aunque ambas
transformaciones constituyen un procedimiento estadistico adecuado para sus pro-
positos, las varianzas no se estabilizan y deben usarse otros modelos para el anali-
sis. La seccidn 4.7 contiene una presentacion breve de uno de ellos, los detalles
para utilizar estas transformaciones se encuentran en Cox (1970), Finney (1978),
McCullagh y Nedler (1989) y Collet (1991).

Binomial negativa

Silos incrementos en el nimero de muestras individuales se pueden relacionar con
el nimero de individuos presentes, la distribucion Poisson no puede aplicarse al
problema, ya que los individuos contados tienden a presentarse en grupos con una
distribucion contagiosa. Animales infectados con el mismo organismo, plantas o
insectos de la misma especie, con frecuencia forman grupos a causa de mecanis-
mos bioldgicos de reproduccion o transmision de enfermedades. Una distribucion
de la probabilidad que se usa con frecuen01a para datos de esta clase, es la binomial
negativa con media f, y varianza 0' =, + ?»2/4 donde la varianza aumenta con
la media a una tasa mayor que en la distribucion Poisson. Una transformacwn
sugerida para estabilizar la varianza es el seno hiperbélico i 1nverso x = A" lsenh™

\V/y; entonces la varianza de las observaciones transformadas es 0' = (.25, Latrans-
formacion requiere cierto conocimiento de A. Una transformacmn x =log(y + 1),

tiene una relacion lineal aproximada con la transformacién senh ™! (Bartlett,
1947).
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46 Transformaciones con exponentes
para estabilizar varianzas

En ocasiones no se puede determinar la distribucion de las observaciones con base
en las propiedades de la muestra de la variable aleatoria. En estas circunstancias,
es posible determinar la transformacion segin una relaciéon empirica entre la des-
viacion estandar y la media.

Transformacion de datos empiricos

Una transformacion del exponente altera la simetria o asimetria de la distribucidén
de frecuencia de las observaciones. Las transformaciones se basan en el trabajo de
Box y Cox (1964), en el cual se supone que las desviaciones estandar de y son
proporcionales a alguna potencia de la media, o sea:

o, < uP (4.6)
Una transformacion del exponente de las observaciones:
x=yP 4.7

tiene como resultado una relacidon proporcional de la desviacion estandar con
la media:

T A (4.8)

Sip = 1 — B, entonces la desviacién estandar de la variable transformada x serd
‘ constante, yaquep + B — 1 = 0y o, < u® en la ecuacion (4.8).

A menudo, las transformaciones se representan como una escalera de expo-
nentes, frase que se origind en el analisis exploratorio de datos (Tukey, 1977;
Velleman & Hoaglin, 1981). El cuadro 4.2 muestra el orden de la escalera para
algunas transformaciones utiles.

Cuadro 4.2 Transformaciones en la escalera de exponentes, x = y?
P yP Nombre Observaciones
2 ¥ Cuadrada La més usada
1 P Datos originales No hay transformacion
! Jy Raiz cuadrada Distribucién de Poisson
0 log(y) Logaritmo “0” en la escalera
-3 1/ {y Raiz El signo menos preserva el orden
cuadrada reciproca  de las observaciones
-1 1/y Reciproco Reexpresa el tiempo como tasa
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Los valores de p inferiores a 1 acortaran la cola superior de las observaciones
y alargaran la cola izquierda de las observaciones apiladas en una distribu-
cion sesgada a la derecha. De manera inversa, si p es mayor que 1, una distribucién
sesgada a la izquierda cambia a una mas simétrica al mover las observaciones que
estan en el lado izquierdo. La transformacion logaritmo se coloca en la posicién
“0” de la escalera porque su efecto sobre las observaciones cae de manera natural
en esa posicion.

La transformacion reciproca con p = —1 puede ser util en los estudios que
necesitan medir el tiempo de ocurrencia de un evento. El reciproco del tiempo
se interpreta en términos generales como la tasa a la que un sujeto de investiga-
cion llega al evento. Aunque es tentador asignar un valor de 0 a un sujeto para el
que nunca ocurre el evento, debe tenerse cuidado, puesto que el evento nunca se
observa. La observacion puede tratarse mejor como miembro de un conjunto de
observaciones truncado, o bien como observaciones faltantes, segun las circuns-
tancias.

Estimacién empirica para la transformacion de exponentes

Es posible determinar una estimacion empirica de p si se dispone de estimaciones
para la media y la desviacion estandar de los grupos de tratamiento. Se expresa la
relacion entre la desviacion estandar y la media del i-ésimo grupo como o; = a,u'?,
donde « es una constante de proporcionalidad. Se toma el logaritmo de la expre-
sién para obtener:

log(a;) = log(e) + B log(u;) (4.9)

Una grafica de log(o;) contra log(y;) es una linea recta con ordenada log(a) y
pendiente f. Las estimaciones de las medias y desviaciones estandar se sustituyen
por G; v U, y la estimacion de B se obtiene de un analisis de regresién lineal sim-
ple. El valor de p para una transformacion estabilizadora de la varianza puede ser
p=1- ﬁ donde ﬂ es la pendiente estimada para la ecuacion (4.9). La determi-
nacion de una transformacién de exponentes empirica y sus efectos se ilustran con
los datos para cangrejos ermitafios del ejemplo 4.1.

En la figura 4.4 se muestra una grafica de las desviaciones estandar de los
seis sitios contra los logaritmos de las seis medias, dados en la tabla 4.1. La esti-
macion de 8 a partir de los resultados de la regresién mostrada en la grafica es
B = 0.99; el valor empirico estimadode pesp =1 — 0.99 = 0.01. Este valor
es muy cercano a la posicidn cero de la escalera de exponentes, 1o que implica
una transformacion tipo logaritmo para los datos del estudio con cangrejos ermi-
tafios.

Cuando hay algunas muestras de cero entre las observaciones, se agrega una
pequefia constante ¢, tal que 0 < ¢ < 1 a la observacién y para evitar la evaluacion
de un logaritmo de 0. Con frecuencia se usan 1 y } para c, pero Mosteller y Tukey
(1977) sugieren un valorde ¢ =}
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Figura 4.4 Gréafica y estimaciones de regresién de log(s;) contra log(y;) para los
seis sitios de datos de los cangrejos ermitafios

Los datos de cangrejos ermitafios se transformaron a x = log(y + }) porque

habia observaciones de cero cangrejos en algunas secciones. El resumen estadisti-
co para los datos transformados se muestra en la tabla 4.4; la grafica de probabili-
dad normal de los residuales aparece en la figura 4.5; la grafica de residuales
contra las medias de tratamiento estimadas se muestra en la figura 4.6, y la de

dispersion s-1 en la figura 4.7.

Tabla 4.4 Medias, medianas, desviaciones estindar, valores minimos y maximos,

y valores residuales estandarizados méximos, w;, para cada sitio, después
de la transformacion x = log(y + 1), para los datos de cangrejos ermitafios
6

Desviacion

Sitio Media Mediana estandar Minimo Maximo wij

1 0.94 1.24 0.99 -0.78 2.37 2.51
2 1.00 1.01 1.06 -0.78 2.67 2.83
3 0.76 0.71 1.05 -0.78 2.61 2.77
4 0.39 0.34 0.81 —-0.78 1.92 2.03
5 0.44 0.34 0.76 -0.78 1.97 2.09
6 0.36 0.62 0.96 —-0.78 1.98 2.10

CME = 0.8888
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Figura 4.5 Grafica de probabilidad normal de los residuales para los datos de los

cangrejos ermitaiios, luego de la transformacién x = log(y + ;)
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Figura 4.6 Grafica de los residuales contra las medias de tratamiento estimadas para
los datos de los cangrejos ermitafios, después de la transformacion x = log (y + 1)
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Como todos los valores maximos de los residuales estandarizados son meno-
res a 3 desviaciones estandar de la media (tabla 4.4), no hay evidencia de residuos
inusitados luego de la transformacion.

La dispersion de los residuales presentada en la figura 4.6 es muy similar para
cada uno de los sitios, y la grafica de dispersion-localizacion de la figura 4.7
muestra un incremento o decremento no mondtono de \/|?,7|, indicando con ello
varianzas relativamente homogéneas. Las varianzas minima y maxima para los
sitios 2 y 5 son s% =1.062=1.1236y s% =0.76% = 0.5776, respectivamente (tabla
4.4). El estadistico calculado para la prueba de Levene fue CMT = 1.44 y CME =
1.91 con Fg=0.75; la hipotesis nula de varianzas homogéneas con un valor critico
de F 55144 = 2.28 es aceptada. Las suposiciones necesarias para el analisis me-
diante el modelo lineal aparentemente concuerdan bastante bien con las observa-
ciones después de la transformacion.

12 1.4

de los residuales
1.0

02 04 06 08

Valor absoluto de la raiz cuadrada

1 1 T 1 1 1 T

04 05 06 07 08 08 10

Media estimada

Figura 4.7 Grafica dispersion s-1 de los residuales para los datos de los cangrejos
ermitafos, luego de la transformacion x = log(y + { )

Transformacion de exponentes de Box-Cox para otros disefios

El método de regresion usado en esta seccion para estimar p en la transformacion
de exponentes x = yP es eficaz solamente en el disefio totalmente aleatorizado, en
el que es posible estimar las medias y desviaciones estandar de los grupos. La
estimacion de p en los disefios de experimentos mas complejos con bloques, estu-
diados en capitulos posteriores, requiere de un enfoque mas riguroso.
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La transformacién original de Box-Cox es x = (3 — 1)/p parap # 1 y x = log.y
para p =0 (Box y Cox, 1964). La estimacién de p se puede calcular al maximizar:

Lp) = - —éloge[CME(p)]

donde CME(p) es el cuadrado medio del error calculado para el analisis de varianza,
usando la transformacion x = (3 — 1)/p para la eleccion dada de p.

Se puede obtener una solucidn si se determina CME(p) para un conjunto de
valores elegidos de p, a partir de la grafica de CME(p) contra p, leyendo el valor
correspondiente al minimo de CME(p). Con este método es poco probable que se
use el valor exacto de p, es mas comin que se use la transformacion estandar
mostrada en el cuadro 4.2, que aproxima los valores estimados de p.

4.7 Generalizacion del modelo lineal

El modelo lineal usado en este libro supone que los errores experimentales tienen
varianza homogénea o constante y que la distribucion normal es una buena aproxi-
macion a su distribucion. Muchas veces, en los estudios se encuentra que un feno-
meno natural se comporta de manera lineal dentro del intervalo de interés y tiene
errores homogéneos con distribucién normal. Si no, es posible que alguna trans-
formacion adecuada de la variable de respuesta proporcione la linearidad y la
estructura de error necesarias. La posibilidad de usar con tanta frecuencia el mo-
delo lineal y el analisis de varianza los ha hecho populares en las investigaciones
cientificas. Sin embargo, las transformaciones pueden conducir a escalas no satis-
factorias para la interpretacion (por ejemplo, el arco seno o sen~! de la raiz cua-
drada).

El modelo lineal generalizado es una clase genérica de modelos lineales, in-
troducida por Nelder y Wedderburn (1971), que amplia la variedad disponible de
modelos probabilisticos para errores experimentales y formas no lineales en el
modelo. El modelo lineal usado en este libro, con errores homogéneos y distribu-
cion normal, es un subconjunto de la forma generalizada.

El modelo lineal generalizado introduce funciones separadas para permitir
varianzas heterogéneas y no linearidad. En lugar de transformar la variable de
respuesta, este modelo puede describirse mejor como que reexpresa el modelo.
Dobson (1990) proporciona una introduccion breve al uso y aplicacion de este
modelo, y McCullagh y Nelder presentan una cobertura completa de los modelos.

Teniendo en cuenta el modelo lineal, introducido en la seccién 2.4, para la
respuesta observada y que es una conversion de la variable aleatoria Y con esperan-
za E(Y) =y, donde = By + Byx1 + --- + Byx, es lineal con respecto a los pardmetros
B. Las x representan variables controladas en el estudio o medidas como covariadas
de la respuesta y. Las suposiciones necesarias son una ¢2 constante para Yy la
relacidn lineal entre p y x;. Sin embargo, para muchos tipos de datos, un cambio en
la media de Y introduce un cambio en la varianza. Los ejemplos incluyen la res-
puesta binaria (0 o 1) con probabilidad de éxito 7 para la distribucion binomial,
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donde E(Y) = n'y 6%(Y) = m(1 — m)/n, y los datos para la distribucion Poisson,
en donde la media es igual a la varianza.

El modelo lineal generalizado maneja estos aspectos de manera natural intro-
duciendo una reparametrizacion que acepta una varianza heterogénea mediante
una funci6n de enlace n = g(u), tal que n=g(u) = o+ Bix1 + == + Byx, es lineal
respecto a los parametros 8 en lugar de respecto a u. Por ejemplo, la funcion de
enlace para las respuestas binarias con y = 7 es el enlace logit:

n =gy = log (—“%)
l—pu

de manera que:
el
1+ e

/’t=

El dominio de y = & aun se encuentra dentro del intervalo [0, 1], pero n = g(u)
'puede tomar cualquier valor real. La funcién de enlace logit es la funcidn lineal
respecto a los pardmetros fynoa y= .

La funci6n de enlace natural para la distribucion Poisson es el enlace Jog, con
n = log(1t) de manera que log(y) tiene una relacion lineal con x;. Probit €s otro
enlace para datos binarios, ampliamente utilizado en estudios biolégicos. El enla-
ce identidad 1 = 1 no es una reexpresion y tiene como resultado el modelo lineal
usual, con varianzas homogéneas y errores con distribucién normal.

La disponibilidad actual de software ha popularizado el uso de enlaces especi-
ficos, asociados con el modelo lineal generalizado, como la regresion logistica
con el enlace logit y los modelos lineales log o la regresion Poisson con el enlace
log. Collett (1991) presenta en forma exhaustiva el uso y aplicacién de enlaces
para datos binarios.

La estimacion y el andlisis con modelos generalizados binarios se basa en mé-
todos de estimacién de la maxima posibilidad. El estudio de los modelos de esti-
macién y otros aspectos asociados con los modelos generalizados estd fuera del
alcance y la intencion de este libro. No importa qué modelo se use para la inferen-
cia estadistica, un buen disefio estadistico es fundamental para que sea valida.

48 Evaluacion de modelos por medio de graficas
de residuales vs. valores ajustados

Un método grafico, la grafica de dispersion de residuales vs. valores ajustados o
grafica r-f (residual-fitted), ayuda a evaluar si los modelos lineales planteados en
la hipétesis se ajustan bien a los datos. Este método se ha incluido aqui como una
adicion al estudio de la evaluacion de homogeneidad y normalidad del error expe-
rimental a través de residuales de suposiciones. Cleveland (1993) presenta otros
métodos graficos utiles para explorar y confirmar el analisis de datos.

La grafica r-f proporciona una descripcion grafica de la variacion relativa o
dispersién en los errores experimentales y en los valores ajustados® del modelo
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lineal. En el caso de un disefio totalmente aleatorizado, los valores ajustados son
las medias estimadas de los grupos de tratamiento. La grafica de dispersién r-f es
un complemento visual de la razén (SCE, — SCEy)/SCEy, presentada en la seccion
2.10 como preludio a la prueba F para las diferencias entre las medias de grupos
de tratamiento. Esta razon proporciona un medio para evaluar la mejora relativa
del modelo completo sobre el modelo reducido de los datos, donde (SCE, — SCEy)
refleja la variacion atribuible a las componentes estimadas o ajustadas en el mode-
lo, y SCEyla variacion en el error experimental, o variacion residual, después de
ajustar el modelo a los datos.

La grafica de dispersion r-f incluye una grafica de residuales ordenados con-
tra su frecuencia acumulada y otra de los valores ajustados ordenados menos su
media contra su frecuencia acumulada. La frecuencia acumulada, o valor f, es la
misma, f; = (i — 0.5)/N, i =1, 2, ..., N, usada para obtener los cuantiles normales
para las graficas de probabilidad normal contempladas en la seccién 4.3.

Larazdn calculada para el experimento de almacenamiento de carne del capitu-
lo 2, con SCE, =33.7996 y SCEf= 0.9268 es (33.7996 - 0.9268)/0.9268 = 35.47, lo
cual indica que la suma de cuadrados para los valores ajustados de las medias de gru-
pos de tratamiento fue 35.47 veces mayor que la suma de cuadrados de los residuales.
La grafica de dispersion r-f para ese experimento se muestra en la figura 4.8.

La mayor dispersion de los valores ajustados con respecto a la dispersion de
los residuales (figura 4.8) refleja un valor mas grande de la razén de sus respecti-
vas sumas de cuadrados. Es comun que la significancia estadistica no indique
verdaderamente si los tratamientos producen diferencias fisicas o bioldgicas
significativas. La grafica de dispersion r-f ayuda en la evaluacién visual de las
diferencias fisicas entre los grupos de tratamiento respecto a la variabilidad resi-
dual restante, que se puede usar como complemento a la prueba F formal en el
andlisis de varianza. Dada la dispersion diferencial de los valores ajustados y
residuales en el experimento de carnes, se puede concluir que, en cuanto a los
errores experimentales, algunos tratamientos produjeron diferencias bioldgicas sig-
nificativas entre sus respectivas medias.

Al usar la grafica de dispersion r-f, los datos transformados de los cangrejos
ermitafos tienen diferencias notables con el experimento de carne. En la tabla 4.5
aparece el andlisis de varianza para los datos transformados. Una prueba F rechaza
la hipotesis de medias iguales para los sitios con Fig = 2.06/0.89 =2.31 y un valor P
de .046. La razon (SCE, — SCEp)/SCEr=10.32/127.99 = 0.08 indica una pequefia
variacion entre las medias de tratamiento ajustadas con respecto a los residuales.
Esta conclusion se confirma de manera visual con la grafica de dispersion »-f'en la
figura 4.9. Aunque la prueba F juzgue que las medias de los sitios son diferentes, es
bastante evidente que la variacién residual dentro de cada sitio es considerable con
respecto a las diferencias entre los promedios de las muestras transformadas de los
sitios. Asi, la significancia de las diferencias bioldgicas entre los sitios puede ser
despreciable.

3 valor ajustz/u\io viene del concepto de “ajustar” un modelo a los datos y descomponer la observacién y,, en dos
partes, y, = i, + e , en el disefio totalmente aleatorizado, donde el valor ajustado es /2, y el residual e
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Figura 4.8 Grafica de dispersion ajustada por residuales para comparar la disper-
sion de los residuales y los valores ajustados menos sus medias, en el experimento de
almacenamiento de carne del capitulo 2

Tabla 4.5 Analisis de varianza para los datos de los cangrejos ermitaiios,
trasnformados con x = log(y +; )

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados
variacion libertad cuadrados medios
Total 149 138.31
Sitios 5 10.32 2.06
Error 144 127.99 0.89
J
2 — i y
;
< - d_‘_
-
00 02 04 06 os 10 00 02 04 oe os 1.0
Valor-f Valor-f

Figura 4.9 Grafica de dispersion r-f para comparar la dispersion de los residuales y
los valores ajustados menos sus medias después de la transformacién, x = log (y = ),

a los datos de los cangrejos ermitafios
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EJERCICIOS

1. Se realizo una prueba de la vida util, a temperatura acelerada, de un tipo de calentador tubular. Se proba-
ron seis calentadores, cada uno a cuatro temperaturas distintas: 1,520°F, 1,620°F, 1,660°F y 1,708°F. Se
registrd el nimero de horas transcurridas hasta que se present6 falla en los 24 calentadores utilizados en

el estudio.

Temperatura de prueba

Horas hasta la falla

1,520°
1,620°
1,660°
1,708°

1,953, 2,135, 2,471, 4,727, 6,134, 6,314
1,190, 1,286, 1,550, 2,125, 2,557, 2,845
651, 837, 848, 1,038, 1,361, 1,543

511, 651, 651, 652, 688, 729

Fuente: W. Nelson (1972), A short life test for comparing a sample with previous accelerated test
results, Technometrics 14, 175-185.

a. Investigue las suposiciones necesarias para un analisis de varianza de los datos. Incluya una grafica
de probabilidad normal de los residuales y una de dispersion-localizacion (s-1).

b. Determine una transformacion razonable de la escalera de exponentes, utilizando la pendiente de la
regresion basada en los logaritmos de las desviaciones estandar y las medias de los grupos.

c. Determine si la transformacion elegida tiene como resultado datos que concuerdan en forma razo-
nable con las suposiciones necesarias para el analisis de varianza.

d. Realice un analisis de varianza de los datos transformados, y haga una particion de la suma de los
cuadrados de la temperatura en contrastes polinomiales ortogonales, para determinar la mejor rela-
cion entre la temperatura y su variable de respuesta. Como las temperaturas de prueba tenian
espaciamientos desiguales, use los siguientes coeficientes de contraste:

Temperatura 1,520 1,620 1,660 1,708

Lineal —0.773 —0.051 0.238 0.585
Cuadratica 0.382 —0.637 —0.328 0.583
Cubica —0.078 0.584 —0.765 0.259

2. Un entomdlogo contd el numero de huevos que pone cada una de las 15 hembras de polillas en dias
sucesivos, en tres variedades de gusano de tabaco (USDA, campo y resistente). Los siguientes datos son
el nimero de huevos puestos en el tercer dia después del apareamiento de cada hembra en cada variedad.

Variedad Numero de huevos por polilla

USDA 448, 906, 28, 227, 634, 48, 369, 137, 29, 522, 319, 242, 261, 566, 734
Campo 211, 276,415,787, 18, 118, 1, 151, 0, 253, 61, 0, 275, 0, 153
Resistente 0,9,143,1, 26, 127, 161, 294, 0, 348, 0, 14,21, 0, 218

Fuente. Dr. T Watson y S. Kelly, Department of Entomology, University of Arizona.
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El entomoélogo desea realizar un analisis de varianza del numero de huevos. ;Qué distribucién de
probabilidad es adecuada para los datos?

(Cual es la transformacion sugerida para la distribucion de probabilidad seleccionada en el inciso
anterior?

Determine una transformacion razonable de la escalera de exponentes, utilizando la pendiente de la
recta de regresion basada en los logaritmos de las desviaciones estandar y las medias de los grupos.
(Concuerda esta transformacion con la sugerencia del inciso b?

Transforme los datos con la transformacion elegida y determine si los datos transformados concuer-
dan con las suposiciones del analisis de varianza.

3. Un criador de plantas evalud la capacidad de enraizar de nueve clones de pasto bermuda en un experi-
mento de laboratorio. Cultivo dos réplicas de cada clon en una solucion oxigenada en un disefio total-
mente aleatorizado. La tabla presenta el numero de nodos enraizados en los cultivos de cada clon.

Réplica 1 Réplica 2
Clon " Enraizado No enraizado Enraizado No enraizado
1 15 49 11 53
2 13 51 11 53
3 13 51 6 58
4 6 42 4 60
5 16 48 12 52
6 14 50 9 55
7 8 56 18 46
8 9 55 10 54
9 8 40 16 48

Fuente: Dr. W Kneebone, Department of Plant and Sciences, University of Arizona

El cultivador quiere analizar la proporcion de cultivos enraizados o la proporcion de nodos enraizados.
(Qué distribucion de probabilidad es adecuada para los datos?

(Cual es la transformacion sugerida para la distribucion de probabilidad seleccionada en el inciso
a?

Transforme los datos de la proporcién de cultivos (o0 nodos) enraizados con la transformacién ade-
cuada y realice un andlisis de varianza con los datos transformados.

Utilice el mejor procedimiento de comparaciones multiples para seleccionar un subconjunto de
clones con las medias mas grandes y P(EC) = 0.95.

4. Elestudio de Ames sobre la salmonela/microsoma se usa para investigar el potencial de sustancias con-
taminantes, segin su capacidad para efectuar cambios en material genético. Se probé el compuesto 4-
nitroorto-penilenidiamina (4NoP) con la variedad salmonela TA98. Se contd el numero de colonias
visibles en placas dosificadas con 4NoP. Se usaron cinco niveles de dosis de 4NoP en el estudio. Se
muestran las colonias contadas en siete placas de cada nivel.
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Dosis (ug/placa) Colonias encontradas
0.0 11, 14,15, 17, 18, 21, 25
0.3 39, 43, 46, 50, 52, 61, 67
1.0 88,92, 104,113, 119, 120, 130
3.0 222,251, 259, 283, 299, 312, 337
10.0 562, 604, 689, 702, 710, 739, 786

Fuente: B. H. Margolin, B S. Kim y K. J. Risko (1989), The Ames Salmonella/microsome
mutagenicity assay: Issues of inference and validation. Journal of American Statistical
Association 84, 651-661.

a. Como los datos incluyen cuentas de colonias de bacterias, ;puede suponerse con seguridad que los
datos tienen una distribucion Poisson? Explique su respuesta.

b. Los autores del articulo citado sugieren la distribucién binomial negativa como una distribucion
factible. ;Esta de acuerdo con esta conclusion? Explique su respuesta.

c. Determine una transformacion de los datos tal que al transformarlos satisfagan de manera suficien-
te las suposiciones del analisis de varianza. Realice un analisis de varianza para los datos transfor-
mados.

5. Dada la siguiente muestra aleatoria de N = 15 observaciones, ordenadas de menor a mayor:
14.3,16.0, 17.3, 17.5, 17.8, 18.7, 18.8, 18.9, 20.0, 20.8, 21.4, 22.7, 23.2, 25.6, 27.8

a. Determine los valores /'y sus cuantiles normal estandar.

b. Grafique las observaciones contra los cuantiles normal estandar.

c. Interprete la grafica respecto a la forma de la distriucion a partir de la cual se muestrearon las
observaciones.

6. Dada la siguiente muestra aleatoria de N = 16 observaciones, ordenadas de menor a mayor:
2,3,4,5,10, 28, 34, 35, 39, 63, 87,97, 112, 156, 188, 253

Determine los valores f'y sus cuantiles normal estandar.

Grafique las observaciones contra los cuantiles normal estandar.

¢. Interprete la grafica respecto a la forma de la distribucion a partir de la cual se muestrearon las
observaciones. ‘

o e

" |
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Apéndice 4A:

APENDICE 147

Datos para el ejemplo 4.1

Muestras de cangrejo ermitafio en sitios costeros. Un bidlogo marino conté los
cangrejos ermitafios en 25 secciones de seis sitios costeros diferentes. Se propor-
ciona el nimero de cangrejos contados en cada seccion.

Sitio

Conteo

N L B LD B e—

3,17,0,0,7, 11, 11, 73, 33, 0, 65, 13, 44, 20, 27, 48, 104, 233, 81, 22,9, 2
,6,14,12,0,3,1, 16, 55, 142, 10, 2, 145, 6,4, 5, 124, 24, 204, 0, 0, 56, 0, 8
3,5,1,1,4,4,36,407,0, 0, 18, 4, 14, 0, 24, 52, 314, 245, 107, 5, 6, 2
4,2,1,0,12,1,30,0,3,28,2,21,8,82,12,10,2,0
29,2,2,0,13,0,19,1, 3, 26,30, 5,4,94,1,9,3,0
,4,0,5,4,22,0,64, 4, 4,43, 3,16, 19,95, 6,22,0,0
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En este capitulo se presenta el modelo estadistico para los estudios de investigacion
sobre las varianzas de poblaciones. El conocimiento sobre las causas asignables de
variacion es Util para mejorar los procesos de manufactura, mejorar la genética de cul-
tivos o ganado, mejorar el control de calidad en estudios de salud y disefar estudios de
investigacién. El objetivo es descomponer la varianza total en componentes identi-
ficables.

Modelos con efectos aleatorios para las varianzas

El experimento de almacenamiento de carne mencionado en los capitulos 2 y 3
incluye cuatro tratamientos especificos y no tiene un interés declarado en otros
empaques. Asi, toda la poblacion de tratamientos consiste de cuatro métodos
de empaque.

Es posible duplicar cada uno de ellos si se repite el experimento. En estas
circunstancias, los modelos estadisticos usados para los estudios se conocen como
modelos de efectos fijos, y las inferencias se restringen al conjunto particular de
tratamientos estudiados.

Existen otros tipos de estudios de investigacion en los que se desea identificar
las fuentes primordiales de variacion en un sistema y estimar sus varianzas. Por la
naturaleza de 1) los objetivos de investigacion, 2) la estructura del tratamiento,
3) los protocolos experimentales y 4) el tipo de inferencias hechas a partir de los
resultados observados, los efectos en el modelo se consideran efectos aleatorios y
los modelos estadisticos se conocen como modelos de efectos aleatorios. El si-
guiente ejemplo ilustra un sistema cuyo conocimiento de la variabilidad en com-
ponentes identificables de un proceso industrial se puede usar para mejorar un
proceso.
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Ejemplo 5.1 Moldeo de aleaciones a alta temperatura

Una aleacién de metal se manufactura en un proceso de moldeado a alta tempera-
tura; cada molde se descompone en barras individuales mas pequeiias que se usan
en aplicaciones que requieren menores cantidades de la aleacién. La fuerza de
tension de la aleacion es critica para su uso futuro, por lo que el proceso de mol-
deo esta disefiado para producir barras con una fuerza de tension superior en
| promedio a las especificaciones minimas. Es aceptable alguna variacion en esta
fuerza s6lo cuando un pequeiio nimero de las barras no cumple con dichas espe-
! cificaciones (figura 5.1a). Sin embargo, una variacion excesiva tendra como re-
sultado que una cantidad inaceptable de la barras no las cumplan (figura 5.1b).

minimo minimo

a) variacion aceptable b) variacién inaceptable

Figura 5.1 Variacién a) aceptable y b) inaceptable en la fuerza de tension

Dos componentes contribuyen a la variacion total de la fuerza de tension de
las barras fabricadas: la variabilidad entre los moldes de fabricacion y las altera-
ciones en el proceso de moldeo que afectan a las barras del mismo molde. Para
mantener el control sobre la variacidn se requiere conocer las contribuciones a la
variabilidad de cada parte del proceso.

Se planed un experimento para aislar la variacion en la fuerza de tension debi-
da a los efectos de los distintos moldes de la atribuible a las alteraciones dentro del
mismo molde.

Se tomaron los moldes a alta temperatura de la aleacion de tres corridas de
produccion elegidas al azar en la misma fabrica; cada molde se descompuso en
barras individuales y se obtuvieron las mediciones destructivas de la fuerza de
tension en una muestra aleatoria de 10 barras de cada uno de los tres moldes. En la
tabla 5.1 aparecen, en libras por pulgada cuadrada (psi), los datos de la fuerza de
tensién para las 30 barras.

Los tres moldes usados en el estudio representan una muestra de la poblacion
potencial de moldes que pueden producirse en esa fabrica; los investigadores esta-
ban interesados en la variacion de la fuerza de tension entre los moldes producidos
en ella; la preocupacién no esta en los tres moldes especificos del experimento.
Por ello, consideraron los moldes s6lo como una muestra aleatoria de los produci-
dos en la instalacion. Los efectos de los moldes seran efectos aleatorios ya que se
eligieron al azar de una poblacidén potencialmente infinita. Las inferencias se
extenderan a la poblacién de moldes que pudieran producirse en esa fabrica. De la
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Tabla 5.1 Fuerza de tension (psi) de las barras de tres moldes distintos
de una aleacion a alta temperatura

Molde
7/ 2 3
88.0 85.9 94.2
88.0 88.6 91.5
94.8 90.0 92.0
90.0 87.1 96.5
93.0 85.6 95.6
89.0 86.0 93.8
86.0 91.0 92.5
92.9 89.6 93.2
89.0 93.0 96.2
93.0 87.5 92.5

Fuente. G.J. Hahny T. E. Raghunathan (1988), “Combining information from various sources' A prediction

problem and other industrial applications”, Technometrics 30, 41-52.

misma manera, cada barra es una muestra aleatoria de las posibles barras obteni-
das de un solo molde, y sus efectos sobre la fuerza de tension son efectos aleatorios.

La fuerza de tension observada de una barra en particular (y) difiere de la
media del proceso (u) en un error global § = y — u. Las componentes del error
global se ilustran en la figura 5.2. El error global es la suma de dos componentes,
6 = 6, + 6, donde &, es la componente del error para moldes y 8 es la compo-

nente del error de las barras en un molde.

l— dc—>

Variacion de prueba

/ Nﬁacién de bar

\

«— dp —

Media del molde

m$——— g——*Y

Figura 5.2 Dos componentes del error en el proceso de moldeo de metales
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Otros ejemplos: otro estudio tipico con efectos aleatorios involucra la herencia de
caracteristicas cuantitativas, como la cantidad de grano cosechada en diversas es-
pecies de plantas. En los programas de cultivo de plantas se desarrollan muchas
familias genéticas distintas, que representan una muestra aleatoria de las familias
que puede desarrollar un agricultor. Los descendientes de cada familia represen-
tan una muestra aleatoria de los posibles descendientes de la familia completa. El
agricultor quiere descomponer la variacion total en contribuciones separadas de
las familias y los descendientes.

Los laboratorios clinicos participan por rutina en estudios de intercambio so-
bre la variabilidad de los resultados que requieren modelos de efectos aleatorios
para el analisis estadistico. Regularmente, envian grandes muestras homogéneas de
suero a un gran namero de laboratorios para su analisis. Los laboratorios partici-
pantes y las muestras que reciben representan una muestra aleatoria de las
potenciales poblaciones de laboratorios y muestras de suero. Los investigadores de-
sean saber si existe una variacion significativa en los resultados entre laboratorios.

52 Un modelo estadistico para las componentes de la varianza

Un modelo adecuado para identificar las fuentes de variacion de los efectos alea-
torios del experimento de moldeo con aleaciones a alta temperatura es:

}’UZ.U+ a,~+ eij (5.1)
i= 1,20t j=1,2,,r

donde u es la media del proceso, las g, son los efectos aleatorios del moldeo y las
ey son los efectos del error aleatorio para las barras dentro de cada molde. Se
supone que los efectos e;; y a; son independientes entre si.

También se supone que los efectos del error e;; son una muestra aleatoria de
una poblacién con media 0 y varianza ¢2. Y que los efectos aleatorios de los gru-
pos (a,) son una muestra aleatoria de una poblacion con media 0 y varianza ¢2. Si
0% = 0, entonces todos los efectos de los grupos son iguales, pero si 62> 0, existe
una variabilidad entre los efectos de los grupos. Como los efectos de grupo en este
experimento son s6lo una muestra de una poblacidn, las diferencias entre las me-
dias de grupo especificas, 4 + a;, no son de particular interés. La varianza de la
distribucién de efectos de grupo, 62, es el centro de atencion en cuanto a los efec-
tos aleatorios.

La varianza de una observacion, 0'5, se puede expresar como la suma de las
dos varianzas, es decir, 62 = 0% + 02, en donde 62y 62 se denominan componen-
tes, y el modelo de la ecuacion (5.1) recibe el nombre de modelo de componentes
de la varianza. En el estudio de cultivo de plantas, la componente de la varianza
entre grupos (02) representa la variacion genética entre familias, y quiza el agri-
cultor esté interesado en la relacion de esta variacion genética con la variacién
total (0')2,). Un ingeniero puede usar la estimacién de o:% para calcular los valores
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percentiles de la distribucion de las fuerzas de traccion de las barras cuando se
usen en una aplicacion critica.

En la tabla 5.2 se muestra una descripcion del analisis de varianza para las
observaciones, con los valores esperados de los cuadrados medios dentro y entre
grupos. Para distinguir el modelo de efectos aleatorios del modelo de efectos fi-
jos, se usaran los términos dentro de grupos y entre grupos en lugar de tratamien-
tos y error de las fuentes de variacion . Los calculos de las sumas de cuadrados
para dentro y entre grupos, son iguales que los de las sumas de cuadrados de trata-
mientos y error estudiados en el capitulo 2 para el modelo de efectos fijos.

Tabla 5.2 Analisis de varianza para la clasificacion en un sentido, con los valores
esperados de los cuadrados medios para el modelo de efectos aleatorios

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados  Esperado del
variacion libertad cuadrados medios cuadrado medio
Total N-1 SC total

Entre grupos t—1 SCA CMA og + roﬁ
Dentro de grupos N-—1t SCw CMW O‘ﬁ

5.3 Estimaciones puntuales de las componentes de varianza

El método de analisis de varianza se usa para estimar las componentes de la mis-
ma. El analisis de varianza se calcula como si se tratara de un modelo de efectos
fijos, y los cuadrados medios esperados se obtienen con la suposicion del modelo
de efectos aleatorios (tabla 5.2). Los cuadrados medios observados son estimacio-
nes de los cuadrados medios esperados, es decir:

_ =2 ~2
CMA = o, + roy,
y (5.2)
CMW = G*

Los estimadores del anlisis de varianza de las componentes de esta ultima se
determinan resolviendo la ecuacién (5.2) con dos incognitas. Las soluciones son:

G2 =CMW
y (5.3)
52— (CMA — CMW)

a

1%

Los estimadores en la ecuacion (5.3) son no sesgados y tienen la menor varianza -
de todos los estimadores, que son funciones cuadraticas de las observaciones y '
estimadores no sesgados de 02y o2
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Se supone que los efectos aleatorios del modelo tienen una distribucién nor-
mal, y dada esta suposicion se puede probar la significancia de las componentes
de varianza entre grupos. Las hipotesis nula y alterna son Hy: 62 = 0y H,: 62> 0,
respectivamente. El estadistico de prueba es Fg = CMA/CMW, y 1a hipotesis nula
se rechaza al nivel de sinificancia o si Fo> Fg ;- 1)V — 1)

En la tabla 5.2 se muestra el anélisis de varianza de los datos de fuerza de ten-
sion de la tabla 5.1. La estimacion de las componentes de varianza para las barras
dentro de los moldes es el cuadrado de la media dentro de grupos, o sea:

Gi=CMW=5.82
La estimacion de la componente de varianza entre grupos es:

52 = (CMA — CMW) _ (73.94 — 5.82) _

6.81
a r 10

La varianza total estimada de una observacion de la fuerza de traccion es /O'\%, =02

+02=46.81+582=12.63.

La razén F para probar la hipétesis nula Hy: 62 = 0 es Fy = CMA/CMW =
73.94/5.82 = 12.71. La hipoétesis nula se rechaza con una probabilidad de exceder
Fy = 12.71 igual a .000 (tabla 5.3). La variacion de los moldes contribuye de

manera significativa a la variacion en la fuerza de tension de las aleaciones.

Tabla 5.3 Analisis de varianza para las fuerzas de tension de las barras de tres
moldes para aleacion a alta temperatura

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados

variacion libertad cuadrados medios F Pr>F
Total 29 304.99

Entre grupos 2 147.88 73.94 12.71 .000
Dentro de grupos 27 157.10 5.82

54 Estimaciones de intervalos para las componentes
de la varianza ‘

Las estimaciones de los intervalos de confianza se pueden calcular para ambas
componentes de la varianza. El estimador exacto del intervalo de confianza
100(1 — @)% para o2 es:

SCW <O“?;< SCW
A B

(5.9)

donde 4 = Z%(/Z,(N -nyB= x%l — a2),(N — 1)- A y B son valores de la variable ji-
cuadrada excedida con probabilidades /2 y (1 — a/2), respectivamente. Los valo-
res de la ji-cuadrada se encuentran en la tabla I1I del apéndice.
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Un intervalo con al menos 100(1 — 2c)% de confianza para o3 es:

SCA(1 — Fu/Fo) _ 2 SCA(l — FilFo)
a

5.5
rC rD (53)

donde C = y%n¢-1» D = xh - a1y Fo = CMA/CMW es el estadistico
Fy observado (Williams, 1962). Las cantidades F, = Fopn ¢ - y)w-ny F1 =
Fa - a2),t - 1) - rson Valores de la variable F excedida con probabilidades
a/2 'y (1 — a/2), respectivamente!.

Dados SCW = 157.10, )(20527 =40.1y ;(9527 = 16.2, la estimacion de un
intervalo de confianza del 90% de 0% a partir de la ecuacion (5.4) es:

157.10 << 157.10

40.1 ¢ 162
3.92<02<9.70

Con SCA = 147.88, 7 = 10, s, = 7-38, X752 = 0.05, Fg = 12.71, F 035227 =
4.24 y F 9752 27 = 0.025, la estimacion del intervalo de confianza del 90% de 03,
a partir de la ecuacion (5.5)es:

| 42 | 0025
147.88 [i] <02 <147.88 [—”l]
10(7.38) 10(0.05)

1.34 < 62 <295.18

Las estimaciones de intervalos para las componentes de varianza serdn bastante

amplias cuando los cuadrados medios tengan pocos grados de libertad. Mas grupos
de moldeo proporcionarian una estimacién mas precisa de intervalo o2.
Interpretacion de las componentes de la varianza

La media de las fuerzas de tensidn para el experimento era y = 90.9, con una
estimacion del error estandar:

[ Ms4 \/73.94 :
Sy, = = = 1.57 psi
N 30 P

La varianza estimada de una observacion de la fuerza de tensién en las barras es
A% = 0'2 + 0'2 = 12.63, con una desviacién estandar de & c,=V 12.63 = 3.5§

psi. Las estimaciones de las componentes de varianza aislaron las distintas fuentes

de variacion en el proceso de moldeo para barras de aleacion: la varianza de los

L El valor de F\ (1 — ¢ 10 se puede leer directamente en la tabla IV del apéndice, pero es posible determinar su valor
a partir de la relacion Fy vl - o) = VEy v 00

5.€
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moldes es responsable del 54% de la variacidn, y la de las barras es responsable
del 46% restante. El ingeniero puede reducir la desviacion estindar &), = 3.55 psi
al identificar y ajustar los factores que aumentan la variacion en el proceso de
moldeo. Es posible que la variacion entre los moldes sea ocasionada por modifica-
ciones en las mezclas de aleacion o por variaciones en la temperatura de un molde
a otro, mientras que la variacioén entre las barras dentro de un molde pucde darse
por diferencias en las condiciones de enfriamiento o por variaciones en el procedi-
miento de medicion de la fuerza de tension.

5.5 Cursos de accion con estimaciones de varianzas negativas

Por definicion, una componente de varianza es positiva; sin embargo, las estima-
ciones de o2 mediante la ecuacion (5.3) pueden ser negativas. Existen varios
cursos de accidn sugeridos en caso de estimaciones negativas (Searle, 1971; Searle,
Casella y McCulloch, 1992).

1. Aceptar la estimacidén como evidencia de un valor verdadero de cero y usar ¢l cero
como la estimacidn, reconociendo que el estimador serd sesgado.

2. Conservar la estimacion negativa, tomando en cuenta que es posible que los calcu-
los subsecuentes con los resultados no tengan mucho sentido.

3. Interpretar la estimacién de la componente negativa como una indicacién de un
modelo estadistico incorrecto.

4. Utilizar un método diferente de analisis de varianza para estimar sus componentes.

5. Reunir mas datos y analizarlos por separado o junto con los existentes y esperar que
el aumento de informacion conduzca a estimaciones positivas.

Searle (1971, capitulo 9) y Searle et al. (1992, capitulo 4) presentan varios méto-
dos sobre la estimacién de las componentes de varianza, al igual que otras accio-
nes, con mayor amplitud.

56 La correlacidon intraclases indica similitud
dentro de los grupos

El coeficiente de correlacion intraclases es una medida de la similitud de las ob-
servaciones dentro de grupos con las de entre grupos. Cuando la similitud de las
observaciones dentro de grupos es muy alta, 02 sera muy pequefia. En consecuen-
cia, 02 serd una proporcion mayor de la variacién total (0'% = 0% + 02). La corre-
lacion intraclases, definida como la razon:
o7

B __ (5.6)
o2 + o2

pr=
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se usa en varias disciplinas. Se le aplica en estudios de genética con distintas me-
didas de la herencia de las caracteristicas cuantitativas, en estudios de confiabilidad
para medir la similitud de productos de la misma maquina o proceso, en estudios
médicos para medir la repetibilidad de medidas sucesivas en pacientes y en inves-
tigaciones de muestreo para medir la similitud de respuesta entre personas entre-
vistadas por el mismo individuo (Koch, 1983).

R. A. Fisher introdujo el analisis de varianza en la década de los 20, con un
modelo de correlacion intraclases (Fisher, 1960). Este modelo supone que todas las
observaciones (y;;) tienen la misma media (i) y varianza (62), y que cualesquiera
dos miembros del mismo grupo tienen una correlaciéon comun (p;). Con este mode-
lo los cuadrados medios esperados para el analisis de varianza de la tabla 5.2 son:

E(CMA) = o {1 + (r — Dpy}
y (5.7)
E(CMW) = 61 — p))

Los estimadores de p; y 62 se encuentran igualando los cuadrados de las medias
observadas con las expectativas de la ecuacién (5.7) y despejando las incognitas.
Las soluciones son:

52 _{CMA + (r = YCMW)
r
y (5.8)

5 = __(CMA— CuW)
" ieMA + r — HYyeuw)

La estimacion de la correlacion intraclases puede tener un valor minimo de —1/
(r — 1) y un valor maximo de 1 (Fisher, 1960), porque el valor esperado de CMA
debe ser igual o mayor que cero.

E!l estimador del intervalo de confianza 100(1 — «)% para pyes:

B =fu cpeTo=0 59)
Fo+ (r — D)Fy Fo+ (r — DF,

donde Fu = Fajz’ (t— 1),(N=1)» F] = F(l - o/2),(t— DN —1)»Y FO = CMA/CMW . El
intervalo se puede usar para probar la hipotesis nula Hy: p; = 0, donde la hipotesis
no se rechaza si el intervalo incluye al cero (Koch, 1983).

La estimacidn de la correlacion intraclases para los moldes de aleacion a alta
temperatura es:

. _ (73.94 — 5.82)
(73.94 + 9(5.82)}
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Con Fy = 12.71, F 952,27 = 3.35y F 955 27 = 0.051, la estimacion de un intervalo
de confianza del 90% es:

(1271-335 _, (12710051
(12.71 + 9(3.35)} (12.71 + 9(0.051)}

0.22 < p; < 0.96

El intervalo no incluye el cero y la hipétesis nula de una correlacion intraclases
igual a cero entre las barras dentro del molde se rechaza.

Se puede interpretar la correlacion intraclases con base en la razon en la ecua-
cion (5.6). El numerador (03) refleja la variacién peculiar con las diferencias entre
grupos, mientras que la varianza del denominador (62 + 02) pertenece a los indi-
viduos de la muestra aleatoria del universo de todos los grupos, sin importar las
fronteras entre ellos.

Si la correlacion intraclases es grande, el efecto aleatorio (a,) comun a un
grupo afecta de manera similar a todos los individuos que pertenecen a €. Asi, la
similitud entre los individuos dentro de los grupos sera mayor que entre indivi-
duos de grupos distintos y o2 ser pequefia comparada con o%.

"~ Por otro lado, una correlacion pequeiia intraclases indica disimilitud entre los
individuos de un grupo, por ejemplo, los recursos nutritivos pueden provocar
disparidades de crecimiento dentro de un grupo. Esto puede ocurrir si los indivi-
duos mas vigorosos y agresivos toman una parte mayor del recurso nutritivo.

57 Diferentes nimeros de observaciones en los grupos

Fl modelo de efectos aleatorios para una clasificacién en un sentido con diferentes
nimeros de observaciones por grupo es:

vij= U +a; + ejj (5.10)
i: 1’2’...,t J= 1,2,...,?‘1'

con las mismas suposiciones e interpretaciones dadas para el modelo aleatorio en
la ecuacién (5.1). Los calculos del analisis de varianza son los mismos que para el
modelo de efectos fijos con réplicas desiguales. Los cuadrados de la media espe-
rada para entre grupos y dentro de grupos son, respectivamente:

E(CMA) = 62 + ryo?
y (5.11)
E(CME) = 0%
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donde:

ro =

t—1 i=17

)
[N— Yy L ] (5.12)

Los estimadores del analisis de varianza para determinar las componentes 63 y ok
de la misma, son:

02=CMW
y (5.13)

_., _ (CMA — CMW)
Og =
ro

Cuando las r, son diferentes, no se puede usar el estimador del intervalo de con-
fianza para 62 en la ecuacién (5.5). El estimador del intervalo para 62 en la ecua-
cién (5.4) con (N — ) grados de libertad es valido.

5.8 ¢Cuantas observaciones para estudiar las varianzas?

La hipétesis nula de interés en el modelo de efectos aleatorios, Hy: 04 = 0, se
prueba con F = CMA/CMW, y la potencia de la prueba es:

1 = B = P(F > Fopyi,2 |Ho falso) = P(F > Fg 1, 12|05 > 0)

Cuando 6% > 0, la distribucién de F es la distribucion central F,,

multiplicada
por una constante 1/A2, donde:

12
ro:

A=1+
%

(5.14)

La potencia de la prueba se puede determinar a partir de la distribucioén F central
como sigue:

; 1
1—ﬁ=PV>3;wwuﬂ

Dado el nimero de grupos (¢), un nivel de significancia (), una potencia de-
seada (1 — B) y A, el numero de réplicas necesario se determina con graficas de
las curvas de potencia similares a las del modelo de efectos fijos.

El valor de A se puede obtener con base en una razén deseada para las compo-
nentes de la varianza, 62/62, o segin la desviacién estandar de una observacion
individual, 0,. Considerando el ejemplo 5.1, en el que el ingeniero fabrica varias
barras de una aleacion a alta temperatura en cada uno de varios moldes, si no
hubiera variacién en la resistencia de las barras debida al moldeo, entonces la
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desviacion estandar de una barra elegida al azar seria 0, = 0,. Tal vez el ingeniero
quiera detectar un aumento en la variabilidad entre moldes (02) que ocasione cier-
to porcentaje de aumento en 0,. Supongamos que P es el porcentaje fijo de aumen-
to en oy aceptable, y que con uno mayor la hipétesis nula se rechaza. La razén de
Oy entre O, expresada en términos de P cuando la hipotesis nula se rechaza es:

or VOt _yig01p
O-e O-e

El valor necesario para la razén 62/62 en la ecuacion (5.14) es:
p a/O¢

o2
4 =(1+0.01P)? -1 (5.15)
o2
e
En la tabla X del apéndice se encuentran las curvas de potencia para o = .05, .01
y una seleccion de valores para vy y vp, con distribucion F; muestran la potencia
de la prueba, 1 — BB, contra A, donde A% esta dada en la ecuacién (5.14).

Ejemplo 5.2 Moldeo de aleaciones a alta temperatura de nuevo

En el ejemplo 5.1 las estimaciones de las componentes de la varianza fueron G 2

= 5.82y G2 = 6.81. Las desviaciones estandar estimadas son 6, = 2.41 y G, =

j ‘' 3.55. Supongamos que el ingeniero produce ¢ = 5 moldes y quiere detectar un

. incremento en la desviacion estandar o, mayor que o, de P = 35, con una poten-

cia de al menos .80 a un nivel de significancia de .05. El valor requerido para la
razén en la ecuacion (5.1) es:

o3

o

=1+ 0.01(35)]2 — 1 = 0.8225

de maneraque A = V1 + 10.8225). Sise elige un valor de r = 10, entonces A = 3.

! Alleer latabla X del apéndice para v; = 4 y localizar la posicion aproximada de la
" lineapara v, = 45, con o = .05, el valor 1 — fse encuentra entre 0.8 y 0.9. Por lo
.| tanto, el ingeniero puede medir 10 barras en cada uno de los cinco moldes para de-
' tectar un incremento del 35% o mayor en la desviacion estandar debido al moldeo.

59 Submuestras aleatorias para reunir datos
para el experimento

En ocasiones, para reunir los datos que requiere el estudio, es necesario o conve-
niente obtener muestras aleatorias de subunidades de las unidades del experimen-
to; de esta manera, la unidad observada es nna submuestra. Por ejemplo, al tomar
una muestra de varias plantas en un cultivo para medir la plaga de insectos, otras
veces se divide una muestra de suero en dos submuestras antes del analisis
espectropométrico, o se extraen varias muestras de pintura de los lotes de cada
formulacidén para probar durabilidad.
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Las submuestras introducen otra fuente de variabilidad en las observaciones,
ademas de la que hay entre las unidades experimentales. Es importante distinguir
entre la contribucidn a la variacion de las submuestras y la de las unidades experi-
mentales; esta distincion es primordial para la estimacion de los errores estandar
de las medias de tratamientos y para las pruebas de hipdtesis sobre éstos. En el
capitulo 1 se presentd una introduccion a esta distincion en los ejemplos 1.1y 1.2
sobre las réplicas.

Las estimaciones de las componentes de la varianza para unidades experimen-
tales y submuestras identifican la cantidad de variacion a la que contribuyen las
dos fuentes. Esta informacion se usa en la seccion 5.10 para determinar el niumero
relativo de unidades experimentales que minimiza el error estindar de las medias
de tratamiento o el costo del experimento.

Ejemplo 5.3 Residuos de pesticida en plantas de algodén

! La aplicacion de pesticida a menudo es parte de programas de manejo de insectos
i usados en agronomia u horticultura. Una de las preocupaciones que sigue a la apli-
cacionde pesticidaseslaconcentracionde susresiduos que permanecen en las plantas
después de cierto periodo. Los residuos de pesticida se evalian con andlisis quimi-
cos de laboratorio en una muestra de plantas de los cultivos tratados con pesticida.
Hipotesis de investigacion: para un problema en particular, los investigadores
plantearon la hipétesis de que la capacidad para recuperar residuos de pesticida
en las hojas de la planta de algodon difiere entre dos métodos quimicos normales
que se usaban de manera regular para las pruebas residuales.

Diserio del tratamiento: 1os tratamientos consisten en dos métodos quimicos nor-
males, A y B, que se usaban regularmente.

.1 Diserio del experimento: se obtuvieron muestras en campo de seis lotes de plan-
tas, cada uno de un cultivo distinto y se prepararon para el analisis de residuos; se
asignaron tres lotes al azar a cada método en un disefio totalmente aleatorizado.

La cantidad de material de las plantas en cada lote de la muestra de campo
excedia la cantidad necesaria para las pruebas de laboratorio, entonces se toma-
i . ronde cada lote de tejido de planta preparado dos submuestras del tamaiio nece-
sario y se analizaron con el método adecuado. En consecuencia, se tenian dos
métodos quimicos, tres lotes (réplicas) por método y dos submuestras de cada
lote. En la tabla 5.4 se presentan los residuos de pesticida determinados para
cada submuestra, en microgramos.

Modelo estadistico con submuestras

Cuando se tienen n submuestras de cada una de r unidades experimentales para ¢
tratamientos, el modelo estadistico es:

yijk=.u+ T; + eij+ dijk (5.16)
i=1,2,..,¢t j=12,...,r k=1,2,..,n

donde i es la media general, 7; es el efecto fijo del i-€simo tratamiento, e;; es el efec-
to de error experimental aleatorio para la unidad experimental j del tratamiento i,
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Tabla 5.4 Residuos de pesticida (ug) encontrados en muestras
de plantas de algodon

Meétodo A Método B
Lote Muestra  yyi i Vi Lote Muestra yyjr  yy Vi
1 1 120 4 7 71
2 110 115.0 8 71 71.0
2 3 120 5 9 70
4 100 110.0 10 76 73.0
3 5 140 6 11 63
6 130 135.0 120.0 12 68 65.5 69.8
y =949

Fuente G. Ware y B. Estesen, Department of Entomology, University of Arizona.

y djyi es el efecto aleatorio para la k-ésima submuestra de la unidad experimental j
del tratamiento i. Se supone que e;; y dj; tienen efectos aleatorios independientes
con una distribucién normal, con medias 0 y varianzas 62 y 63, respectivamente.
Si los tratamientos son aleatorios, entonces los efectos fijos de los tratamientos
(1;) en la ecuacion (5.16) se reemplazan por los efectos aleatorios de grupo (a;),

que tienen distribucién normal con media 0 y varianza o2.

Analisis de varianza con submuestras

Las observaciones, expresadas como desviaciones de la gran media, se pueden
describir como la suma de tres desviaciones separadas que representan las fuentes
de variacion en el experimento:

Gk —v.)=0i.—y. )+ Oy — i)+ Ok — yij) (5.17)

La desviacion de cualquier observacién con respecto a la gran media mostrada en
el lado izquierdo de la ecuacion (5.17) es la suma de tres términos, que son:

o desviacién del tratamiento (y; — y_)[p.€j. (1. — ¥ ) =120.0 — 94.9 = 25.1]
o error experimental (v — y ) [p. ¢j. (711, — y1.) = 115.0 — 120.0 = — 5.0]
o error de muestreo (yyx — ;) [p- €. (111 — y11.) = 120.0 — 115.0 = 5.0]

Al elevar al cuadrado y sumar ambos lados de la ecuacién (5.17) se obtiene la
suma de cuadrados total en el lado izquierdo, expresada como una suma de las
sumas de cuadrados respectivas para tratamientos, error experimental y muestreo.
La particion fundamental de la suma de cuadrados total es:

SC total = SC tratamiento + SC error + SC muestreo (5.18)

Las particiones de sumas de cuadrados se resumen en el andlisis de varianza de la
tabla 5.5, con los cuadrados medios esperados para el modelo con efectos de trata-
miento fijos.
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Tabla 5.5 Analisis de varianza para el disefio totalmente aleatorizado
con submuestras?

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados Cuadrados
variacion libertad cuadrados medios  medios esperados
Total trn — 1 SC total

Tratamientos t—1 SCT CMT 0'5 + nog + rnO,2
Error (r—1) SCE CME o5+ no?
Muestra r(n — 1) SCM CMM o

! r n
SC total = ZUZMZ] Gk — ¥..)?
=== t
SCT = SC tratamiento = rn > (i, = ¥..)?

t r
SCE = SC error = n : 21@’7' - y.)?
THTE a
SCM = SC muestra = Y. 2 X (yijk — yy.)?
1=1y=1k=1

Son dos las fuentes que contribuyen a la variacién en las observaciones que
constituyen la estimacién de una media de tratamiento: la variacion entre las répli-
cas de unidades experimentales que se manejan igual (62) y la variacién entre las
unidades de muestreo dentro de la misma unidad experimental (63). En conse-
cuencia, la varianza de una media de tratamiento es:

v e

rn r

L &

Yi.

(5.19)

donde existen n submuestras de cada una de las r réplicas de las unidades experi-
mentales. El error de una media de tratamiento se estima por medio de:

S5, =  CME (5.20)
L. rn

En la tabla 5.6 se muestra el analisis de varianza de los datos en la tabla 5.4. La
hipédtesis nula de que no hay deferencias entre los efectos de los tratamientos, Hy:
7; = 0, se rechaza si Fo = CMT/CME excede a Fy(; — 1) — 1) El estadistico’ Fy
de la tabla 5.6 para probar la hipoétesis nula de que no hay diferencia entre las
medias de los métodos A y B, Fy = 7,550.08/190.8 = 39.72, se excede con una

2La suma de cuadrados del “error” representa la suma de cuadrados de las umdades expenmentales anidadas
dentro de los grupos de tratamiento. Un programa de computadora requiere un término en su sintaxis que designe
a las unidades experimentales dentro de los tratamientos

3Con frecuencia, es necesario especificar el denominador correcto para el estadistico £y en las instrucciones del
programa de computadora. Muchos programas tienen prederminado el uso de la suma de cuadrados de la ultima
partic16n en el denominador de £ en todas las lineas de la tabla de andlisis de varianza.

5.1
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probabilidad .003. Como la media del método A, y1_ = 120, excede a la del méto-

do B, y; = 69.8, se puede concluir que el método A recupera mas residuos de
pesticida que el método B.

Tabla 5.6 Analisis de varianza para residuos de pesticida en las submuestras

de plantas de algodon

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados

variacion libertad cuadrados medios F Pr>F
Total 11 8,640.91

Meétodos 1 7,550.08 7,550.08 39.72 .003
Error 4 760.33 190.08

Muestra 6 330.50 55.08

La estimacion del error estdndar para la media de un método, ecuacion (5.20),

€s:
5 = [190.08 _ , .
i.. 6

y la estimacion del error estandar de la diferencia entre las medias de los dos mé-

todos es:
— 2(190.08
$Gr. ~ 7)) = \/(—6) = 7.96

510 Uso de las estimaciones de la varianza para asignar muestras

La distribucién de recursos en la etapa de planeacion de un experimento que inclu-
ye submuestras, requiere decisiones respecto al nimero de unidades experimenta-
les y el numero de submuestras a tomar de cada unidad experimental. El objetivo
es lograr un disefio que tenga como resultado una mayor precisién —una varianza
mads pequeiia para la estimacion de la media de un tratamiento (O'%i“), por un costo
fijo.— Cuando se dispone de estimaciones de las componentes de la varianza y de
los costos relativos de las unidades experimentales y del muestreo, es posible una
asignacion Optima del producto entre las unidades experimentales y las unidades
de muestra en el experimento.

Cochran (1965) desarroll6 una solucidn 6ptima de la asignacion, basada en la
funcién de costo C = c¢yr + cprn. El valor de C es el costo de un solo tratamiento
en un experimento compuesto de » unidades experimentales, cada una con costo ¢
y rn unidades muestrales, cada una con costo c¢;. El objetivo puede expresarse
como el logro del costo minimo (C) para una varianza fija en la ecuacion (5.19), o
el logro de una varianza minima para un costo fijo. De cualquier manera, la solu-
ci6én para ¢l nimero de unidades muestrales (n) es:
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n= \/_—EIZ% (5.21)
20¢

El valor de r se encuentra despejando r de la ecuacidn de costo, si el costo es fijo;
o la varianza de la ecuacion (5.19), si aquélla es fija.

Ejemplo 5.4 Residuos de pesticida otra vez

Para realizar los analisis de residuos se requiere de una asignacién 6ptima para
los cultivos de plantas de algodon y las submuestras por cultivo. Las estimaciones
de las componentes de la varianza obtenidas de la tabla 5.6 son:

%= CMM = 55.08

2 _ (CME — CMM) _ (190.08 — 55.08)
n 2

= 67.50

Suponiendo que el costo de un cultivoes¢; = 1.0, mientras que el de preparar y ana-

5 n = | 1(55.08) _
§ 0.1(67.50)
Siel 1nvest1gador desea un error estandar de la media del tratamiento de 63, =3

|
|
o0 una varianza de 9, el nimero de cultivos r requeridos se puede encontrar susti “
tuyendo estas cantidades en la ecuacion (5.19): |

8%,-.. 9,62 =67.50%=5508,yn=3

de manera que:

5508, 67:5 g, _ g5.86. r = 9.54 i

9= ‘
r-3 r ‘

El investigador debera usar diez cultivos y tres submuestras de cada uno pan
tener un error estandar de las medias de tratamiento igual a 3, con costos relativos
de 1.0 y 0.1 para los cultivos y las submuestras, respectivamente.

5.11 Numeros diferentes de réplicas y submuestras

Es posible que se realicen numeros desiguales de submuestras y réplicas en un
estudio, en realidad las tres distintas posibilidades son: 1) numeros diferentes d¢

lizar una submuestra, ¢, = 0.1. El niimero estimado de submuestras por cultivoes: .
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unidades experimentales por tratamiento con niimeros diferentes de submuestras
por unidad experimental, 2) igual nimero de unidades experimentales por trata-
miento con nimeros diferentes de submuestras por unidad experimental y 3) nu-
meros diferentes de unidades experimentales por tratamiento con igual numero de
submuestras por unidad experimental. Cualquier desbalance en el numero de ob-
servaciones en la unidad experimental o en la etapa de submuestras, afecta los
calculos del analisis de varianza y los cuadrados medios esperados.

Ejemplo 5.5 Biologia del gusano de tabaco

-
Las poblaciones de insectos suelen desarrollar resistencia a los efectos toxicos de
I+ un insecticida después de una exposicion prolongada; cuando esto ocurre el in-
secticida pierde su efectividad para mantener la poblacién por debajo de los nive-
i1 les daiiinos.

‘ Las poblaciones de gusano de tabaco, una plaga nociva para la planta de
I+ algodon, ha desarrollado resistencia a varios insecticidas comunes que son parte
I del programa global para el control de insectos en los cultivos. Otros componen-
3 . tes del programa de control también dependen de la biologia de los insectos en
| términos de su ciclo de vida reproductivo y sus patrones de desarrollo.

' Hipotesis de investigacion: los entomologos plantearon la hipotesis de que el
.. desarrollo de la resistencia al insecticida también puede afectar otros aspectos de
la biologia de los gusanos. Si esto es cierto, entonces los cambios en la biologia
del insecto tendran efectos en los programas de control de los mismos.

Diserio del tratamiento: los tratamientos usados para estudiar la hipotesis de in-
vestigacion incluyen tres variedades de gusano de tabaco: 1) USDA, una variedad
muy susceptible a un insecticida de piretroide; 2) Resistente, una variedad bas-
| tante resistente al insecticida, y 3) Campo, un variedad de aparicion natural en los
i cultivos de algodon locales. Las variedades Resistente y USDA fueron poblacio-
. nes mantenidas en ambientes artificiales para mantener sus caracteristicas de re-
i sistencia. Cualesquiera diferencias en la biologia de las variedades se consideraron
? un reflejo de cambios asociados con el desarrollo de resistencia al insecticida,
mientras que la biologia de la variedad Campo sirvié como tratamiento de control
. para esta suposicion. Una de las caracteristicas medidas para evaluar la biologia
i1 fue el peso de la larva macho.

¢ Disefio del experimento: se realizaron seis apareamientos aleatorios entre hem-

| bras y machos de cada variedad, y las descendencias se criaron en secciones sepa-
-1 radas en el laboratorio. Las 18 secciones se colocaron al azar en la instalacion. El
“1 resultado fue un nimero de descendientes diferente en los 18 apareamientos, como
se muestra en los datos de la tabla 5.7.

Modelo estadistico y analisis

Suponiendo que el experimento tiene r; unidades experimentales para el i-ésimo
grupo de tratamiento y n;; submuestras para la j-ésima unidad experimental. El
modelo estadistico para muestras diferentes es:



166 CAPITULOS5 EXPERIMENTOS PARA ESTUDIAR LAS VARIANZAS
Yik = U+ T+ €jj + dljk (5.22)
i=1,2,..,t j=L2,..,rn k=12,.,n

Tabla 5.7 Peso de las larvas macho resultado de seis apareamientos
en cada una de tres variedades de gusano de tabaco

Variedad Apareamiento Peso nj n; Vi, Vi
USDA 1 305, 300 2 302.5

2 376, 363, 389 3 376.0

3 282 1 282.0

4 309, 321 2 315.0

5 354, 308, 327 3 329.7

6 330 1 12 330.0 3303
Campo 7 280 1 280.0

8 311, 349,291,286 4 309.3

9 377,342 2 359.5

10 346, 340, 347 3 3443

11 360 1 360.0

12 359,299 2 13 329.0 329.8
Resistente 13 273,276 2 274.5

14 272,253 2 262.5

15 315,262,297 3 291.3

16 323 1 323.0

17 252 1 252.0

18 319, 298 2 11 308.5 285.5

y. =3l64

Fuente. Dr. T. Watson y S. Kelly, Department of Enthomology, University of Arizona.

donde p es la media general, 7; es el efecto fijo del tratamiento i, ¢,; es el efecto del
error experimental aleatorio para la unidad experimental j de tratamiento 7, y djy
es el efecto aleatorio de la submuestra & de la unidad experimental j del tratamien-
to i. Se supone que e;; y d;j; son efectos aleatorios independientes que siguen dis-
tribuciones normales, con media 0 y varianzas respectivas 62 y 03. Si los trata-
mientos son aleatorios, entonces los efectos fijos del tratamiento (7,) en la ecuacién
(5.22) se sustituyen por los efectos aleatorios de grupo (a;), que tienen una distri-
bucién normal con media 0 y varianza c3.

En la tabla 5.8 pueden verse las particiones de las sumas de cuadrados para el
analisis de varianza y los cuadrados medios esperados para los efectos de tratamiento
aleatorios. Si los efectos del tratamiento son frios se usa 2, ni (U, — L)t — 1)
en vez de ¢, 0%.




5.11 NUMEROS DIFERENTES DE REPLICAS Y SUBMUESTRAS 167

Observe que las sumas de las desviaciones de 1la media del tratamiento en SCT
se ponderan segun el numero de observaciones en los tratamientos #;, y los cua-
drados de las desviaciones del error experimental en SCE se ponderan por el ni-
mero de submuestras, n;;. Los coeficientes de las componentes de la varianza en
los cuadrados medios esperados con efectos de tratamiento aleatorio son:

Tabla 5.8 Analisis varianza para ¢! diseio totalmente aleatorizado con niimeros
diferentes de réplicas y submuestras

Fuente de Grados de Suma de Cuadrado de Cuadrado de
variacion libertad cuadrados la media  la media esperada
Total N-1 SC total
Tratamientos r—1 SCT CMT 0'5 + clcg + czo'i
t
Error Sri—t SCE CME o3+ c30°
=1
{
Muestra N-2r SCM CMM 0‘2

4] n

H
Zl; an ny, :]; By
SC total = Z Z f ik —-y.)?
SCT = ;ni.@i.. -y

t ry _ _
SCE = Z Z My~ y.)?

SCM = i (yl_/k yl_] )

donde: (5.23)
A_zz( LA Y3y - zn
i=1,=1" M. i=1y=1

Si el numero de submuestras es igual para cada unidad experimental, entonces
n,; = n paratoda iy j; los coeficientes son:

cr=c3=ny c= 11[N—2] (5.24)
t__
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Cuando ¢; = ¢3 = n, los cuadrados medios esperados para tratamientos y
error seran idénticos bajo la hipotesis nula Hy: 7; = 0 y se usa el estadistico Fy =
CMT/CME para probar la hipotesis.

El analisis de varianza de estos datos se muestra en la tabla 5.9, también se
muestra el cuadrado medio esperado del mismo analisis para los efectos aleatorios.
Los calculos de los coeficientes para las componentes de la varianza se dan en el
apéndice SA.

Tabla 5.9 Analisis de varianza para los pesos de larvas macho resultantes de seis
apareamientos en cada una de tres variedades de gusano de tabaco

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados Cuadrados
variacion libertad cuadrados medios medios esperados
Total 35 46,516.75

Tratamientos 2 15,187.05 7,593.52 0'3 + 2.36026 + 11.970'(21
Error 15 23,082.45 1,538.83 o% + 1.930’?

Muestra 18 8,247.25 458.18 o7

Las pruebas de hipétesis requieren pruebas F aproximadas

Si el nimero de submuestras no es igual, ¢; y c3 pueden tener valores distintos. No
existe una prueba exacta de la hipdtesis nula para los efectos del tratamiento, por-
que no hay dos medias cuadraticas que tengan el mismo cuadrado medio esperado
bajo la hipdtesis nula si ¢ y ¢3 tienen valores distintos. Es posible calcular un
estadistico Fj aproximado para probar la hipotesis nula de que no hay efectos de
tratamiento cuando ¢| # c¢3; es decir. es necesaria una prueba aproximada para el
experimento con gusanos de tabaco, puesto que ¢; = 2.36 y ¢c3 = 1.93 en la tabla
5.9.

Se desarrolla un cuadrado medio para el error con un valor esperado igual a la
del cuadrado medio de los tratamientos, dada una hipétesis nula con E(CMT) =
0% + ¢10%; esto se hace con una funcién lineal de CMM y CME:

M = aiCME + a,CMM (5.25)

Sia; = ci/esy ay = 1 — cy/c3, el valor esperado de M sera 63 + ¢;6% como lo
requiere la prueba de Fy aproximada.

Aproximacion de Satterthwaite para los grados de libertad

Satterthwaite (1946) obtuvo el siguiente resultado para una funcion lineal de
medias cuadraticas. Dada una funcidn lineal M, donde:

M=a  CM| + aCM, + ... + a;,CM; (5.26)
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y CMy, CM,, ..., CM} son los cuadrados medios con vy, vy, ..., Vi, grados de
libertad, respectivamente; los grados de libertad de M se aproximan por medio de:

2
y = —Lz— (5.27)
2"‘ (a:CMy)
=1 Vi

La funcidn lineal de los cuadrados medios necesarios para probar la hipotesis
de que no hay diferencia en los pesos medios de las larvas entre las distintas varie-
dades de gusanos requiere:

c3 1.93 c3
CME = 1,53883 con15g.1. 'y CMM = 458.18 con 18 g.1.
De la ecuacioén (5.25):
M = a|CME + a;CMM = 1.22(1,538.83) — 0.22(458.18) = 1,776.57

Los grados de libertad de M de la ecuacién (5.27) son:

_ 1,776.572 _
y = =134
[1.22(1,538.83)]% N [~0.22(458.18))?
15 18

Se utiliza el valor truncado a v = 13 como los grados de libertad de M, el valor
del estadistico de prueba es Fyp = CMT/M = 7,593.53/1,776.57 = 4.27, el
valor critico al nivel de significancia de & = .05 es F g5 5 13 = 3.81 y la hipétesis
nula se rechaza. Existen algunas diferencias entre los pesos medios de larvas de
las tres variedades. La prueba es s6lo aproximada y debe observarse que la aproxi-
macion se degrada un poco si algunos coeficientes (a;) en la ecuacién (5.26) son
negativos.

HERCICIOS

1. Un estudio de genética con reses consistid en varios machos apareados con grupos separados de hembras.
Cuando nacian terneros, se usaban en un estudio de pesos hereditarios. En la siguiente tabla se presentan
los pesos al nacer de ocho terneros de cada uno de los cinco grupos de apareamiento.
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c.
d.

Macho Peso al nacer
177 61, 100, 56, 113,99, 103, 75, 62
200 75,102, 95,103, 98, 115, 98, 94
201 58, 60, 60, 57, 57, 59, 54, 100
202 57,56, 67,59, 58,121, 101, 101
203 59, 46, 120, 115, 115, 93, 105, 75
Fuente. Dr. S. DeNise, Department of Animal Sciences, Universtiy
of Arizona.

Suponga un modelo aleatorio para este estudio. Escriba el modelo lineal, explique cada término,
calcule el andlisis de varianza y muestre los cuadrados medios esperados.

Estime las componentes de la varianza para machos y progenie dentro de los machos y determine los
intervalos de confianza estimados de 90%.

Pruebe la hipétesis nula Hy: 62 = 0 para los machos.

Estime los coeficientes de correlacion intraclases y obtenga el intervalo de confianza estimado de 90%.

Los datos del ejercicio 3.5 corresponden a las concentraciones de colesterol en analisis de laboratorio a 2
muestras de cada uno de 8 pacientes.

a.

b.

d.

Suponga un modelo aleatorio para el estudio. Escriba el modelo lineal, explique cada término, calcule
el analisis de varianza y muestre los cuadrados medios esperados.

Estime las componentes de la varianza para pacientes y muestras y determine intervalos de confianza
medios al 90%.

Estime los coeficientes de correlacion intraclases y obtenga el intervalo de confianza estimado de
90%.

(Cudl es la interpretacion del coeficiente de correlacion intraclases en este estudio?

Piense en problemas de investigacion en su area de interés donde pueda realizar un muestreo aleatorio de
los tratamientos en el estudio de una poblacion grande de tratamientos.

a.
b.
c.

Describa un estudio en particular que pueda realizar.

Describa como realizaria el estudio.

Escriba el modelo lineal para su estudio; identifique los términos, y elabore la tabla de analisis de
varianza mostrando fuentes de variacién, grados de libertad y cuadrados medios esperados.
Explique por qué seria importante conocer la magnitud de las componentes de la varianza entre gru-
pos y dentro de los grupos.

Describa cémo usaria las estimaciones de las componentes de la varianza.

(Qué suposiciones tendra que hacer sobre su estudio para tener inferencias validas a partir de sus
estimaciones de las componentes de la varianza?

. Un patoélogo de plantas tomé cuatro muestras, de 3 libras cada una, de lotes de 50 toneladas de semilla de

algodén acumulada en varias cosechas durante la temporada de limpia. Las muestras se analizaron en el
laboratorio para buscar aflatoxin, que es una toxina producida por organismos asociados con las semillas,
A continuacidn se proporcionan las concentraciones de aflatoxin en partes por billén (mil millones) para
las muestras de ocho lotes.




Numero de lote Aflatoxin (ppb)
3,469 — 72 39, 57, 63, 66
3,849 — 52 56, 13, 25, 31
3,721 — 24 64, 83, 88, 71
3,477 — 80 29, 55,21, 51
3,669 — 72 38, 66, 53, 81
3,873 - 76 11,49, 34,10
3,777 — 80 23,0,5,20
3,461 — 64 10, 11, 23, 37

Fuente: Dr. T. Russell, Department of Plant Pathology,
Umversity of Arizona.

a. Suponga que los lotes y sus muestras son efectos aleatorios. Escriba el modelo lineal para el estudio,
explique los términos, calcule el analisis de varianza completo y muestre los cuadrados medios espe-
rados.

b. Estime las componentes de la varianza para los lotes y para las muestras.

c. ¢Cudl es la varianza total estimada (/O'\f) para una observacion individual?

d. (Cudl es la proporcion de la variacion total (0'5) de aflatoxin que se puede atribuir a la variacion entre
lotes y entre muestras respectivamente?

e. (Cual es la estimacion de la desviacion estindar (G para una observacion individual?

f. Explique cémo se pueden usar las estimaciones de las componentes de la varianza para planear futuros
muestreos de contaminacion de aflotoxin.

. Piense en problemas de investigacion en su area de interés que requieran muestras (u observaciones) de la

unidad experimental debido a que no sea posible medir la unidad en su totalidad.

a. Describa un estudio especifico que pueda realizar.

b. Describa cdmo realizaria el estudio.

¢. Escriba un modelo lineal para su estudio; identifique los términos y bosqueje el analisis de varianza,
muestre las fuentes de variacion, los grados de libertad y los cuadrados medios esperados.

d. ;Cuales serian los costos relativos de las unidades experimentales (c¢}) y las unidades de muestreo (c;)?

. Se realizd en conjunto un estudio sobre cartuchos para filtrado de particulas de alta energia, usados en

respiradores comerciales para proteccion contra particulas de materia. Una prueba especifica incluyo tres
filtros elegidos al azar de cada uno de dos fabricantes, se hicieron tres réplicas de prueba independientes de
cada filtro, las medidas fueron el porcentaje de penetracion por medio de una prueba estandar de aerosol.

Fabricante ] Fabricante 2

Filtro 1 2 3 4 5 6
1.12 0.16 0.15 091 066 217
1.10 0.11 0.12 083 083 1.52
1.12  0.26 0.12 095 061 1.58

Fuente' R. J. Beckman y C. J. Nachtsheim (1987), Diagnostics
for mixed-model analisis of variance, Technometrics 29, 413-426.
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a.

b.

C.

d.

Escriba un modelo lineal para este estudio, explique los términos, calcule el analisis de varianza y
muestre los cuadrados medios esperados.

Pruebe la hipétesis de que no existen diferencias entre la penetracion pocentual promedio de los filtros
de los dos fabricantes.

Calcule las medias, sus errores estandar y las estimaciones del intervalo de confianza de 95% para las
medias de cada fabricante.

Suponga que los costos relativos, ¢;:ca, para el estudio son 200:1, donde ¢ es el costo de un filtro y c;
es el costo de una prueba independiente de un filtro. Los ingenieros quieren lograr un error estindar
para una media de 0.20. ;Cuantos filtros y cuantas pruebas por filtro se requieren?

7. Un cientifico de suelos estudio el crecimiento de plantas de cebada en tres niveles diferentes de salinidad
en un medio controlado. Tenia dos contenedores réplica de cada tratamiento, en un disefio totalmente
aleatorizado y midié tres plantas de cada réplica. Los pesos en seco de las plantas, en gramos, son los
siguientes:

Salinidad Contenedor Peso (g)
Control 1 11.29,11.08, 11.10
2 7.37, 6.55, 8.50
6 barras 3 5.64, 5.98, 5.69
4 4.20,3.34,4.21
12 barras 5 4.83,4.77, 5.66
6 3.28,2.61,2.69

Fuente: Dr. T. C. Tucker, Department of Soil and Water Resources,
University of Arizona.

Escriba un modelo lineal para un analisis de datos, explique los términos, calcule el analisis de varianza
y muestre los cuadrados medios esperados.

Pruebe la hipétesis de que no hay diferencia entre las medias de los niveles salinos.

Calcule el error estandar de una media de nivel salino.

Haga una particion de las sumas de cuadrados para la salinidad en dos sumas de cuadrados polinomiales
ortogonales (lineal y cuadratica), cada una con 1 grado de libertad y pruebe la hipétesis nula de que no
hay regresion lineal o cuadratica.

Suponga que los costos relativos, c¢;:cy, son 10:0.1, donde ¢ es el costo de preparar y mantener un
contenedor réplica y ¢; es el costo de medir los pesos en un contenedor. ;Cudntos contenedores
réplica y plantas por contenedor seran necesarios para lograr un error estandar de 0.75 para la media
de un tratamiento?

El indice de porosidad es una medida usada por los cientificos de suelos para ayudar en la prediccion del
movimiento, almacenamiento, disponibilidad del agua y las condiciones de oxigenacion del subsuelo. Un
cientifico de suelos usé un disefio de muestreo especial para tomar muestras del suelo de una de las
granjas experimentales de la universidad para medir el indice de porosidad del suelo. Se hizo una particién
de la granja en campos de aproximadamente 4 hectareas, cada una con 8 secciones. El plan de muestreo
incluyé una seleccion aleatoria de los campos dentro de las secciones. Se usé para el estudio un disefio de
muestreo escalonado de Goldsmith y Gaylor (1970). A continuacion se presenta el indice de porosidad
de cada submuestra:



EJERCICIOS 173

Campo  Seccion Porosidad Campo Seccion Porosidad
1 1 3.846,3.712 9 17 5.942
2 5.629,2.021 18 5.014
2 3 5.087 10 19 5.143
4 4.621 20 4.061
3 5 4411 11 21 3.835,2.964
6 3.357 22 4.584, 4.398
4 7 3.991 12 23 4.193
8 5.766 24 4.125
5 9 5.677 13 25 3.074
10 3.333 26 3.483
6 11 4.355, 6.292 14 27 3.867
12 4.940, 4.810 28 4212
7 13 2.983 15 29 6.247
14 4.396 30 4.730
8 15 5.603
16 3.683

Fuente: Dr A. Warrick y M. Coelho, Department of Soil and Water Resources, University of Arizona.

a. Suponga que todos los efectos son aleatorios. Escriba un modelo lineal para el estudio, explique cada
término, calcule el analisis de varianza para los datos y muestre los cuadrados medios esperados.

b. Estime las componentes de la varianza para campos, secciones y muestras.

c. Pruebe la hipétesis nula Hy: 62 = 0, para la componente de la varianza de los campos.

d. Pruebe la hipétesis nula Hy: g2 = 0 para la componente de la varianza de las secciones.

. Use los datos del ejercicio 5.3 para determinar cuantas muestras tendra que tomar el patdlogo de plantas
de cada uno de los cinco lotes de semilla de algodon para detectar una razon 02/0% = 2,a 0.1 de nivel de
significancia, con una potencia de .90.
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Apéndice 5A: Calculo de los coeficientes para los cuadrados
medios esperados de la tabla 5.9
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=2 507)
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0 Disefios factoriales

Los disefios factoriales que se introdujeron en el capitulo 1 como una manera de investigar
las relaciones entre varios tipos de tratamientos, en este capitulo se introducen para un
disefio de experimento totalmente aleatorizado y su analisis. Se aplican las comparaciones
planeadas y la estimacion de las curvas de respuesta, estudiadas en el capitulo 3, al disefio
de tratamientos de este tipo, también se estudian algunos métodos para determinar el nu-
mero necesario de réplicas y para analizar el disefio factorial de tratamientos con una répli-
ca o con un numero desigual de réplicas.

61 Experimentos eficientes con diseios factoriales

Es posible que las comparaciones entre los tratamientos se vean afecta-
das de manera sustancial por las condiciones en las que ocurren. Con frecuencia,
las interpretaciones claras de los efectos para un factor de tratamiento deben
tomar en cuenta los efectos de los otros factores. Para investigar mas de un
factor a la vez, se desarrolld un tipo especial de disefio de tratamientos, el disefio
factorial.

Los disefios factoriales producen experimentos mas eficientes, pues ca-
da observacion proporciona informacion sobre todos los factores, y es factible ver
las respuestas de un factor en diferentes niveles de otro factor en el mismo
experimento. La respuesta a cualquier factor observado en diferentes condiciones
indica si los factores actian en las unidades experimentales de manera indepen-
diente. La interaccion entre factores ocurre cuando su actuacién no es inde-
pendiente.

Ejemplo 6.1 Efectos de la compactacion en la durabilidad del concreto asfaltico

Los pavimentos de asfalto sufren deterioros asociados con el agua como grietas,
agujeros y desgaste de la superficie; el pavimento se debilita cuando hay una

175
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ruptura en el adhesivo que une el cemento mezclado y el asfaltico que lo confor-
man. La investigacion se dirige a encontrar un pavimento mejorado mas resisten-
te al deterioro.

Para desarrollar una mezcla superior de asfalto se requiere de un método
confiable para probar la resistencia adhesiva de la mezcla experimental, por lo
que se han desarrollado varios métodos para preparar las pruebas de resistencia
en especimenes de pavimento asfaltico.

Se sabe que dos factores tienen efecto sobre la resistencia del espécimen: 1)
los métodos de compactacion de los especimenes durante la construccion y 2) el
tipo de mezclado usado al unir el asfalto. Si en las pruebas de resistencia dos
métodos de compactacién producen los mismos resultados relativos con dos ti-
pos de mezclado diferentes, entonces se puede usar cualquier método para eva-
luar las mezclas experimentales para cualquier tipo de mezclado. Si los resultados
dependen del tipo de mezclado, entonces uno o ambos métodos, pueden ser in-
adecuados para discriminar entre las mezclas experimentales de asfalto.

El disefio factorial se puede usar para evaluar si la actuacion de los dos facto-
res es independiente para la resistencia de los especimenes de prueba. En la tabla
6.1 se ilustra el arreglo factorial para los especimenes de prueba preparados con
dos métodos de compactacion (estatico y amasado) usando dos tipos de mezcla
(roca silicea y basalto) en cada uno. Los valores del coeficiente de ruptura de los
especimenes de adhesivo se ilustran en la tabla 6.1 para los cuatro tratamientos,
en términos de presion (psi) al momento de la falla.

Los factores son los tipos de tratamiento tales como el método de compactacion
y el tipo de mezcla, y las distintas categorias de un factor son sus niveles, es decir,
para el método de compactacion son estatico y amasado y para el tipo de mezcla son
rocasiliceay basalto. Enlatabla6.1,los factores se identifican con las letras mayuscu-
las A y B, los niveles de los factores se denotan por 4,, 4,, ...; B}, B,, ...; y asi sucesi-
vamente. El arreglo factorial de la tabla 6.1 con dos factores 4 y B cada uno con dos
niveles tiene 2 X 2 = 4 combinaciones de tratamiento, 4,B,, 4,B,, 4,8,y A,B,.

Tabla 6.1 Coeficiente de ruptura de los especimenes de asfalto, en psi

Meétodo de compactacion (B)

Tipo (B) (B,) Media de
de mezcla (A) Estatico Amasado la mezcla
Silicea (4,) 68 60 64.0
Basalto (4,) 65 97 81.0
Medias de compactacion 66.5 78.5

Fuente: A. M. Al-Marshed (1981), Compaction effects on asphaltic concrete durability. M. S.
Thesis, Civil Enginering, University of Arizona.

|
|
|
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El disefio factorial consiste en realizar todas las combinaciones posibles de los
niveles de varios factores. Con frecuencia, los experimentos con disefios factoriales
se conocen como factoriales o experimentos factoriales.

Los niveles de un factor cuantitativo toman valores métricos, mientras que los
niveles de un factor cualitativo son las categorias del factor. Los dos factores del ejem-
plo 6.1 son cualitativos y los dos niveles de cada factor son categorias. La tempera-
tura ilustra un factor cuantitativo con niveles de 10°C, 20°C y 30°C, por ejemplo.

6.2 Tres efectos de los factores

El efecto de un factor es un cambio en la respuesta medida ocasionado por un cam-
bio en el nivel de ese factor, los tres efectos de interés en un experimento factorial
son los simples, los principales y los de interaccion; Estos efectos se ilustran con
las medias de poblacion para los tratamientos factoriales del ejemplo 6.1.

Las medias de poblacién para un experimento factorial con dos factores, 4 y
B, se pueden representar con las medias de las celdas y,,. El término media de la
celda se deriva de un arreglo tabulado de las medias para cada combinacidn de
tratamientos como se ilustra en la tabla 6.2 para un factorial de 2 X 2.

Las medias de las combinaciones de tratamientos, [;;, U, Uy ¥ Haas S€ locali-
zan en las celdas de tabla, de ahi el nombre de medias de las celdas. Las medias en
los margenes de la tabla son los promedios de las medias de las celdas y se cono-
cen como medias marginales. La gran media o media global es el promedio de las

medias de las celdas, I = (), + Uy + py) + Uy).

Tabla 6.2 Tabla de medias para un experimento factorial de 2 X 2

B
A 1 2 Medias del factor 4
1 Jon Hin My = My + )
2 U U Hy = 3(tyy + )
Medias del factor B U T

= Yy + Hary = MW + Ha)

Los efectos simples son contrastes

Los efectos simples de un factor son las comparaciones entre los niveles de un
factor a un solo nivel de otro. El efecto simple (/,) del tipo de mezclado (4) sobre
el coeficiente de ruptura con compactacion estatica (B,), calculado a partir de las
medias de las celdas de la tabla 6.1 es:

L= My — 4y =65 —68=-3

y mide la diferencia en el coeficiente de ruptura entre los especimenes de basalto y
de roca silicea cuando se usa el método de compactacidn estatico para formar los
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especimenes. La fuerza de tensién promedio de los especimenes de roca silicea fue
mayor que la de los especimenes de basalto. De manera similar, el efecto simple:

L= Wy — py, =97 — 60 = 37

mide la diferencia del coeficiente de ruptura entre los especimenes de basalto y roca
silicea cuando se usa el método de amasado. En este caso, el coeficiente de ruptura pro-
medio de los especimenes de basalto fue mayor que el de los especimenes de roca silicea.

Los efectos principales son los efectos promedio de un factor

Los efectos principales de un factor son comparaciones entre los niveles de un
factor promediados para todos los niveles de otro factor. El efecto principal del
tipo de mezclado sobre el coeficiente de ruptura es la diferencia entre las medias
marginales para el tipo de mezcla en la tabla 6.2:

L=H, — i =81 — 64=17 (6.1)

Cuando se promedian sobre ambos métodos de compactacion la diferencia del
coeficiente de ruptura entre los especimenes de basalto y roca silicea es de 17 psi
en favor del basalto.

Después de una inspeccion cuidadosa, el efecto principal para el tipo de mezclado se
puede expresar como el promedio de los dos efectos. Asi, de la ecuacion (6.1) se tiene:

_ _ 1 1
L=, —puy = E(.uZI + ly) — 5(#11 + Uy)

1
(U2 — Hpp) T E(ﬂZl = Uy)

(I + 1)

NI N

o 17 = }(—=3 + 37). El contraste de efecto principal, /; = 17, implica que los

especimenes de basalto son mas fuertes que los de roca silicea, lo que se corrobora
con comparacion del efecto simple para la compactacion por amasado, /, = 37; sin
embargo, el contraste del efecto simple para la compactacion estatica, I; = —3,
sugiere la conclusion opuesta. La diferencia entre los dos efectos simples indica
que el tipo de mezclado y el método de compactacion no actiian en forma indepen-
diente en cuanto a su influencia sobre la fuerza del espécimen.

Los efectos de interaccion son las diferencias entre los efectos simples

Los efectos de interaccion miden las diferencias entre los efectos simples de un
factor a diferentes niveles de otro. Consideremos los dos efectos simples del tipo
de mezclado sobre el coeficiente de ruptura mostrado en el cuadro 6.1.

La diferenciaentre los dos efectos simples, I, = [, — [;, mide la interaccion entre los
factores del tipo de mezclado y del método de compactacion segin afectan el coeficiente
deruptura delosespecimenes. Ladiferenciaentre los especimenes debasalto yrocasilicea
fue de 40 unidades mas con el fraguado amasado que con el estatico.
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Cuadro 6.1 Efecto de la interaccion entre el método de
compactacion y el tipo de mezclado

Método de compactacion Efecto simple del tipo de mezclado
Estatico [, =65—-68= -3

Amasado L =97 —60=37

Diferencia 1,=37—-(-3)=40

Asi, el efecto del tipo de mezclado sobre las medidas de resistencia del asfalto
depende del método empleado para compactar el espécimen de prueba.

El ejemplo ilustra la precaucion que debe tenerse al interpretar los efectos
principales, puesto que en esta situacion no debe basarse en ellos. El efecto del
tipo de mezcla sobre la resistencia de los especimenes difiere considerablemen-
te entre los métodos de compactacidn estatico y por amasado, aunque la medida
del efecto principal sugiere que los especimenes de basalto son mas fuertes, esto
solo es cierto para el fraguado estatico.

El contraste de la interaccion factorial de 2 X 2 se deriva de la diferencia entre
los dos efectos simples del factor 4.

AB = (U — Hyp) — (Hay — Hyy) (6.2)
= (M — My — Hyp T Hyy)

Es posible obtener la misma expresion para los efectos simples del factor B.

En las figuras 6.1 y 6.2 se ilustra de manera grafica la presencia o ausencia de
interaccion para un arreglo con dos factores, 4 y B, cada uno con dos niveles; en la
figura 6.1 se muestra la medicion gréfica de un solo efecto de cada uno de los
factores. La respuesta causada por A se grafica por separado para cada nivel de B,
pero cuendo no hay interaccion las lineas son paralelas, mostrando que existe una
respuesta idéntica al factor 4 en ambos niveles de B. En este caso, los factores son
independientes y los efectos principales pueden usarse para interpretar por separa-
do los efectos de ambos factores.

En la figura 6.2 se muestra la presencia de la interaccidn, entre los 2 factores,
aqui las lineas de respuesta no son paralelas. Las diferencias en la magnitud (figu-
ra 6.2a) o en la direccion (figura 6.2b) de las repuestas representan la interaccion
entre los factores, €stos no actuan de forma independiente y las interpretaciones
deben basarse en los contrastes de efectos simples.

Ejemplo 6.2 Nuevos efectos del fraguado sobre el concreto asfaltico

Objetivos de investigacion: Se sabe que la variacidn en la resistencia de los
especimenes de prueba, segun el ejemplo 6.1, esta asociada con el método de
fraguado y de mezcla usados para construirlos. Un ingeniero civil realizé un ex-
perimento para calificar las diferencias entre un conjunto de métodos de fraguado
conforme sus efectos sobre la resistencia de los especimenes de prueba y para
determinar hasta qué grado el tipo de mezcla afecta las comparaciones entre los
métodos de fraguado.
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Respuesta
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Efecto simple B,
de Ben 4 Efecto simple
v de Aen 5
A Az

Figura 6.1 Ilustracion de no interaccion en un arreglo factorial

Respuesta Respuesta

/.81 5,

A A Aq A2
a) La Interaccién como una diferencia b) La Interaccién como una diferencia
en la magnitud de la respuesta en la direccion de la respuesta

Figura 6.2 Ilustracién de interaccion en un arreglo factorial

Disefio de tratamientos: Se usé un arreglo factorial con los factores “método de
fraguado” y “tipo de mezclado”. Existen dos niveles de tipo de mezcla —4,
(basalto) y 4, (roca silicea)— y cuatro niveles de método de fraguado —C, (pre-
sion estatica), C, (amasado normal), C; (amasado lento) y C, (amasado
muy lento).

Diserio del experimento: Se construyeron tres réplicas de especimenes y se pro-
baron las ocho combinaciones. Los 24 especimenes se prepararon y probaron en
orden aleatorio para un disefio totalmente aleatorizado.

Los datos para las medidas del coeficiente de ruptura (psi) de los 24
especimenes se muestran en la tabla 6.3.
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Tabla 6.3 Coeficiente de ruptura (psi) de los especimenes de concreto asfaltico,
para dos tipos de mezcla con cada uno de los cuatro métodos de fraguado

Método de fraguado

Tipo Amasado
de mezcla Estatico Normal Lento Muy lento
Basalto 68 126 93 56

63 128 101 59

65 133 98 57
Silicea 71 107 63 40

66 110 60 41

66 116 59 44

Fuente: A. M. Al Marshed (1981), Compaction effects on asphaltic concrete durability. M. S.
Thesis, Civil Engineering, University of Arizona.

6.3 Modelo estadistico para dos factores

Modelo de medias de las celdas
Las observaciones de un experimento factorial con dos factores, 4 con a niveles y
B con b niveles, se pueden representar con el modelo de medias de celdas. Este
modelo para el factor de a X b con r réplicas, en un disefio totalmente aleatorizado
es:

yljk = IIJ'I_] + ex_]k (6.3)

i=12,..,a j=1,2,..,b k=1,2,..,r

donde p,, es la media de la combinacién de los tratamientos 4,8, y e, son los
errores experimentales aleatorios con media 0 y varianza o2.
Estimaciones de las medias de celdas con el método de minimos cuadrados

Las medias de las celdas se pueden estimar por el método de minimos cuadrados
descrito en el capitulo 2. La suma de cuadrados para el error experimental es

a b r a b r
SSError =3, 3 Y el =2 X 2 Op — By (6-4)
=1 =1 k=1 =1 =1 k=1

Los estimadores de minimos cuadrados para y,, son las medias de celdas observa-
das del las combinaciones del tratamiento.
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uy ===y, (6.5

i=1,2..,a j=12,..b

Las medias marginales observadas son estimaciones no sesgadas de las me-
dias marginales del factor, dq manera que_ﬁ, =3y vy ,E ; =,; la media global
U se estima con la gran media observada y , las medias de celdas y marginales
observadas para los especimenes de concreto asfaltico se muestran en la tabla 6.4.

Tabla 6.4 Medias de celdas y marginales estimadas para la resistencia de los
especimenes de concreto asfaltico

Meétodo de fraguado
Tipo de Amasado Medias del tipo
mezcla Estatico Normal Lento Muy lento de mezcla (y,)
Basalto 65.3 129.0 97.3 57.3 87.3
Silicea 67.7 111.0 60.7 41.7 70.3
Medias del fraguado (y,)  66.5 120.0 79.0 49.5 y. =788

Aditividad y efectos de los factores

Las medias de celdas p, representan la verdadera respuesta para la combinacién
del nivel i de 4 y el nivel j de B. Cuando no hay interaccion, las medidas de celdas
pueden expresarse como la suma de una media general, g, mas un efecto que es
contribucién de 4, digamos ¢, y un efecto contribucién de B, digamos 3, de ma-
nera que i, = i + o, + f3,.

El efecto para el nivel i-ésimo del factor 4 se puede definir como o, = [
~ I . El efecto de A4 es la desviacion que tiene la media marginal de la gran media.
El efecto para el nivel j-ésimo de B se puede definir como 8, = u, — . Los
efectos seran efectos fijos si los niveles de los factores son reproducibles. En au-
sencia de interaccidn, la media de celda es la suma de la gran media y los efectos
de los factores en esa celda:

i, = .l_t + (/‘_11 - /'—l) + (ﬁj - .E) (6'6)

El efecto de la ij-ésima combinacién, 7, = (4, — i ), es la suma de los efectos de
ambos factores:

(y =)=, —E)+ (L~ i) (6.7)

y los efectos de los factores son aditivos en ausencia de interaccion.
En presencia de interaccion, el efecto del tratamiento no serd igual a la suma
de los efectos individuales de los factores, como se muestra en la ecuacion (6.7).

Un efecto de interaccién, denotado como (af),, puede definirse como la diferen-
cia entre los dos lados de la ecuacion (6.7), es decir:
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(aﬂ)y = (I“l'lj - .L_l') - (.Ez - /'_l ) - (:aj - ﬁ) (6.8)
= :utj - .Et - .Ej + ﬁ

El nuevo conjunto de parametros, a,, B,y (f),, puede usarse para escribir el
modelo lineal del factorial como un modelo de efectos:

Yu=H+ o+ B+ (aff), + ey (6.9)
i=1,2,..,a j=1,2,..,b k=1,2,...,r

donde u es la gran media 11, o, es el efecto del i-ésimo nivel de 4, f3, es el efecto
del j-ésimo nivel de B, y (aff), es el efecto de interaccion entre el i-ésimo nivel de
Ay el j-ésimo de B. Por la naturaleza de sus definiciones, las sumas de los efectos
son iguales a cero, esto es,

a b a
2,0=0, 3B=0 23 (ap),=2 (af),= (6.10)
=1 =1 -

Analisis para dos factores

Particion de la suma de cuadrados

La particién de la suma de cuadrados total se puede deducir de la ecuacion:

(yljk—)_}):(.;l]_;)-i_(yljk_;y) (6'11)

La desviacién que una observacion tiene respecto a la gran media (y,; — y )esla
suma de dos partes:

° el efecto del tratamiento (y,, — )

° el error experimental (y,, — ;)

Por ejemplo, si se usan las observaciones de la tabla 6.3 y las medias de la tabla
6.4, la desviacion total para la primera observacion en la tabla 6.3 es:

i~y )=68—788=~—10.8.
La desviacion del tratamiento es:
i~y )=1(653—788)=—135
y el error experimental es:

i —yn) = (68 —653) =27
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- 10.8=—-135+ 27

La ultima desviacion (y,, — ,) es una medida del error experimental para la
observacion en un experimento con réplicas adecuadas. Si ambos lados de la ecua-
cion (6.11) se elevan al cuadrado y sumados para todas las observaciones, el resul-

tado es
a b r _ a b _
XXX 0u—y. ) =rxX0, -y (6.12)
1=1j=1k=1 =1 =1
a b _r
+ZEZ(M yu
i=1y=1k=1
0:

SC total = SC tratamiento + SC error

La suma de cualquier producto cruzado formado al elevar al cuadrado el lado
derecho de la ecuacion (6.11) es cero. Existe un total de rab observaciones, de
manera que la SC total tiene (rab — 1) grados de libertad; con r = ab, la SC trata-
miento tiene (ab — 1) grados de libertad y los ab(r — 1) grados de libertad restan-
tes se asocian con SC error.

Suma de cuadrados para los efectos de los factores

El efecto de la ecuacion (6.11) se puede expresar como la identidad:
Gy. =¥ )=0, ¥y )+t0, -y )+0,—y.—y,ty ) (613
donde el efecto del tratamiento es una suma de tres efectos:

* el efecto principal del factor 4, (v, —y. )
* el efecto principal del factor B, (y, —y )
¢ lainteraccion v, —y, =y, +y.)

Por ejemplo, el efecto del tratamiento para el basalto con amasado lento de la tabla
6.4 es:

(i3 —y )=973—-788 =185
Los efectos principal y de interaccién son:
* efecto principal del basalto:
(, —y )=873-788=85
* efecto principal del amasado lento:

Gs—7 )=79.0—-788=02
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e interaccion

G~y —ys+ty )=973—-873-79.0+ 788 =938

185=85+02+98

Si ambos lados de la ecuacion (6.13) se elevan al cuadrado y sumados para
todas las observaciones, el lado izquierdo es el la tratamiento SC, ya que se hace
una particion de la suma de cuadrados del tratamiento en las 3 componentes repre-
sentadas por los efectos en el lado derecho de la ecuacion (6.13). La suma de
cualquier producto cruzado formado por el cuadrado del lado derecho es cero.

La suma de cuadrados de la primera componente sera la suma de cuadrados
entre las medias marginales de 4:

SCA=rbY G, -7 ) (6.14)

=1

y la segunda, sera la suma de cuadrados entre las medias marginales de B

SCB = ra i o, -y ) (6.15)

J=1

La suma de cuadrados de la tercera componente

a b _ _ _
SCAB) =r. 3 (v, =y, =¥, *¥. ) (6.16)
i=1y=1
es la suma de cuadrados de la interaccién. Como esa parte de la suma de cuadrados
del tratamiento no se explica mediante la suma de cuadrados atribuida a los
dos factores SCA y SCB, la particién aditiva de SC tratamiento es:

SC tratamiento = SC4 + SCB + SC(AB)

Los (ab — 1) grados de libertad de la suma de cuadrados del tratamiento se asig—
nan a las tres particiones del tratamiento SC. Los factores A y B tienen a y b niveles,
respectivamente; los grados de libertad restantes asignados a la suma de cuadrados
de la interaccion son los grados de libertad de los tratamientos (ab — 1), menos los
grados de libertad de las sumas de cuadrados de los factores separados
(a— 1y —1),esdecir,(ab—1)—(a—1)—(b—1)=(a— 1)(b— 1). Los
grados de libertad para las sumas de cuadrados de la interaccion en los factoriales
es el producto de los grados de libertad de los factores, incluida la interaccion.

Para un arreglo factorial con dos factores, la particion completa de la suma de
cuadrados total se resume en el analisis de varianza que se muestra en la tabla 6.5.

La obtencion de las particiones de la suma de cuadrados a partir de las solu-
ciones de las ecuaciones normales de minimos cuadrados del modelo se muestra
en el apéndice 6A.
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Tabla 6.5 Analisis de varianza para un disefio de tratamientos con dos factores

Fuente Grados Suma Cuadrados Cuadrados
de variacion de libertad de cuadrados medios medios esperados
Total rab — 1 SC total
Factor A4 a—1 SCA CMA ol + rb@
Factor B b—1 SCB CMB o’ + rat}
Interaccion AB (a — 1)(b — 1) SC(AB) CM(AB) o+ ré,
Error ab(r —1) SCE CMFE o?

& =3 @ — )¥a- 1) 6= (1, — 1 Rb— 1)

=1 =1

a b
O =22 Wy = f, — [, + L) a—1)b-1)

1y=1

Tabla 6.6 Analisis de varianza del coeficiente de ruptura para los especimenes de
asfalto, en un arreglo factorial de 4 X 2

Fuente Grados Suma Cuadrados

de variacion de libertad de cuadrados medios F Pr>F
Total 23 19 274.50

Fraguado (C) 3 16 243.50 5414.50 569.95 .000
Mezcla (A4) 1 1 734.00 1 734.00 182.53 .000
Interaccién (4C) 3 1 145.00 381.67 40.18 .000
Error 16 152.00 9.50

el analisis de varianza para los datos de la tabla 6.3 acerca de los especimenes de
concreto asfaltico se muestra en la tabla 6.6.
Pruebas de hipdtesis sobre el efecto de los factores

Las inferencias sobre los efectos de factores individuales depende de la presencia o
ausencia de interaccion. Primero se determina la significancia de la interaccion antes
de establecer cualquier significancia para los efectos principales de los factores.
Si no existe interaccién la ecuacion (6.8) proporciona (aff), = 4, — i, — 4,
+ 10 =0y &, = 0 es el cuadrado medio esperado para la interaccion 4B. La
hipétesis nula para la interaccion:
Hy (af), =p, — p, — 4, + u = 0 paratodai,;

contra la alternativa:

H; (of), =, — i, — U, + @ # 0 paratodai,;

se prueban contra:
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CM(AB)

F, =
CME

6.17)

con valor critico Fo , — 1y - 1y,ab( - 1)-

Si no hay diferencias entre las medias marginales para A, entonces @, = U, —
i =0y 6 =0 es el cuadrado medio para 4. La hipdtesis nula de igualdad entre
las medias:

Hylhy, =l = ... = U
contra la hipotesis alternativa:
H,: U1, # 4, = 0 paraalguna i, k
se prueba contra la razon:

CMA
CME

Fy= (6.18)

con valor critico Fo , — 1y 4p¢ - 1y-

Si no hay diferencias entre las medias marginales para B, entonces 3, = i, —
U =0y 8 = 0esel cuadrado medio esperado para B. La hipotesis nula de igual-
dad entre medias:

Hy by = Uy = ... = U,
contra la alternativa;
H, pu,# u,paraalguna j, m
se prueba con la razén:

CMB
CME

Fy= (6.19)

con valor critico Fo p, - 1) up(r — 1)

Pruebas F para los efectos del tipo de mezcla y del método de fraguado

La prueba F para la interaccién, Fy = CM(AC)/CME = 381.67/9.50 = 40.18
en la tabla 6.6, indica una interaccion significativa entre el tipo de mezcla y el
método de fraguado, ya que F excede F o536 = 3.24. Las medias marginales para
el tipo de mezcla son significativamente diferentes, puesto que Fy = CMA/CME
= 1734.00/9.50 = 182. 53 excede F 5 6 = 4.49. Las medias marginales para el
método de fraguado también son diferentes, pues F, = CMC/CME = 5414.50/
9.50 = 569.95 excede F (5 3 14 = 3.24. El nivel de significancia para cada prueba se
da como Pr > F = .000 en la columna derecha de la tabla 6.6.

Una interaccion significativa puede modificar cualquier inferencia basada en
las diferencias significativas entre las medias marginales de la mezcla y el fragua-
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do, por lo que el compendio de las medias marginales y de celdas que se encuentra
en la tabla 6.4 sera util para interpretar los resultados.

Errores estandar e intervalos estimados para las medias

Los errores estandar para las medias estimadas de celdas y marginales del experi-
mento factorial son:

Mezcla: s = \/ CME _ 9.5 _
rb (3)4)
Fraguado: 55, = \/ CME _ (39).(52) — 126 (6.20
. ra

Medias de celdas: S?, = \[CME = \/ 93'.5 =1.78
b r

Se requiere la t de Student con ab(r — 1) grados de libertad para las estimacio-
nes de los intervalos de las medias marginales y de celdas, un intervalo de con-
fianza estimado del 95% requiere f s 14 = 2.12 y la estimacion del intervalo para
una media de celda es:

yy x t.ozs,m(syy.) (6.21)

por ejemplo, un intervalo de confianza estimado del 95% para la media de una
mezcla de basalto con fraguado estitico es:

65.3 = 2.12(1.78)
(61.5, 69.1)

Los intervalos estimados se calculan de manera similar para las otras medias después
de sustitur en la ecuacion (6.20) la media y la estimacion del error estandar adecuados.

Las comparaciones miiltiples ayudan a interpretar los efectos significativos
de la interaccion

La interaccion significativa entre el tipo de mezcla y el método de fraguado indica
que los efectos simples de un factor difieren entre los niveles del otro factor. En
consecuencia, las pruebas de hipotesis sobre los factores deben basarse inicial-
mente en los contrastes de los efectos simples con las medias de celdas.

Las hipétesis de investigacion especificas para el estudio determinan los con-
trastes entre las medias de celdas necesarias para investigar los efectos simples;
una pregunta general de investigacion para este estudio podria inquirir qué tipo de
mezcla tiene como resultado los especimenes mas resistentes para cada método de
fraguado. Quiza otra hipotesis se refiera al efecto de los métodos de fraguado por
amasado en comparacién con el fraguado estatico.

Se pueden usar las comparaciones entre las medias de celdas de la tabla 6.4,
para probar los efectos simples del tipo de mezcla (basalto contra silicea) en cada
nivel de fraguado, para encontrar cual produce los especimenes mas resistentes
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con cada método de fraguado. Las cuatro comparaciones y sus intervalos del 95%
de confianza simultaneos se muestran en el cuadro 6.2. La tasa de error con res-
pecto al experimento para la familia de cuatro pruebas se puede controlar con el
estadistico ¢ de Bonferroni, ;5416 = 2.81 de la tabla V del apéndice.

Cuadro 6.2 Contrastes estimados para los efectos simples de la mezcla

Meétodo 1CS 95%
de fraguado Contraste (basalto-siliceo) (L, U
Estatico CL=3 — Y. =653—-677=-24 (—9.5,4.7)
Regular =Y - Yy =1290~-111.0=18.0 (10.9,25.1)
Lento 3 =yi3 — Yy =97.3 —60.7 = 36.6 (29.5,43.7)
Muy lento Ct=Vis — Y =573 —-41.7=156 (8.5,22.7)

Error estandar s, = 4 /Crﬂ [12+ (- 1)} %(2) =252

Exposicion resumida de los efectos de los factores

Con el fraguado estatico, no existe diferencia del coeficiente de ruptura en-
tre los especimenes de los dos tipos de mezcla, ya que el intervalo incluye el 0.
Para los métodos de fraguado con amasado, los especimenes construidos con ba-
salto tienen mayor resistencia que los construidos con roca silicea, puesto que los
limites inferiores de los 3 intervalos son mayores que 0 y la diferencia mas grande
entre los tipos de mezcla se encontrd con la fraguado por amasado lento.

Las comparaciones a considerar dependen de la naturaleza del problema y de
la informacion requerida por el estudio, por ello las presentadas en los parrafos
anteriores se hicieron para ilustrar la interpretacidn de la interaccion. Explotan el
concepto de que las inferencias relativas a comparaciones entre los tipos de mez-
cla o entre los métodos de fraguado dependen de otros factores.

Una comparacion entre las medias marginales para un factor pueden propor-
cionar informacion cuando todos sus efectos simples tienen direccion y magnitud
similares, al resultado de las comparaciones entre medias marginales es una infe-
rencia mas general sobre el factor y son mds precisas con errores estindar mas
pequefios; vea la ecuacion (6.20). En presencia de interaccion, debe tenerse cuida-
do al generalizar. La diferencia entre las medias marginales para los tipos de
mezcla de basalto y roca silicea, ¢ = (87.3 — 70.3) = 17.0, con error estandar s, =
V2CME/rb = V2(9.5)/12 = 1.26, seré significativa. La estimacion del efecto
principal es una diferencia promediada de todos los métodos de fraguado. Los
efectos simples mostrados en el resumen 6.2 para los tipos de mezcla van de ¢, =
—-2.4 a ¢; = 36.6, segun el método de fraguado. Las generalizaciones sobre los

tipos de mezcla, basadas en las estimaciones de los efectos principales, estarian
equivocadas.
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Andlisis residual para evaluar las suposiciones

Las suposiciones para el modelo en cuanto a 1a homogeneidad de las varianzas
y la distribucion normal, se pueden evaluar con los residuales estudiados en el
capitulo 4. Los residuales para el factorial con dos factores se calculan como la
desviacion de los valores observados de las medias estimadas para cada celda enel
arreglo; el residual de cualquier celda es e, = y,, —¥,x — », Por ejemplo,
el residual de la primera observacidn en la tabla 6.3 es

/e\lll =y]11 '_;11. = 68 - 653 = 27

Las graficas de la raiz cuadrada de los residuales absolutos contra los valores
estimados y la grafica de la probabilidad normal de los residuales se muestran en
las figuras 6.3 a y b, no muestran una evidencia fuerte de varianza heterogénea o
no normalidad. La prueba Levene (Med) para la homogeneidad de la varianza se
deja como ejercicio para el lector con referencia a los métodos del capitulo 4 para
evaluar las suposiciones.
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Figura 6.3 Graficas residuales del analisis de varianza para los datos de resistencia del ejem-
plo 6.2: a) raiz cuadrada de los residuales absolutos contra valores estimados y b) grafica dela
probabilidad normal de los residuales

6.5 Uso de curvas de respuesta para los factores de tratamiento
cuantitativos

Las curvas de tendencia de respuesta para los factores cuantitativos se estimaron
en la seccion 6.6 con polinomiales ortogonales. Recuerde que la curva de respues-
ta estimada tiene la ventaja de describir la relacion entre la variable de respuestay
el factor de tratamiento en el intervalo numérico del factor usado en el estudio. La
evaluacion de las curvas de tendencia de respuesta se extiende al experimento con
dos factores en esta seccion; en principio, se analiza el experimento con un factor
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cuantitativo, después se analizan las respuestas para experimentos con dos facto-
res cuantitativos.

Un factor cuantitativo y un factor cualitativo

Asegurar si existe o no interaccion entre un factor cuantitativo y uno cualitativo es
el primer objetivo del analisis. Cuando dos factores interactuan la respuesta al
factor cuantitativo sera diferente para los distintos niveles del factor cualitativo,
en ese caso, las curvas de respuesta para el factor cuantitativo se puede estimar por
separado para cada nivel del factor cualitativo. Cuando no existe interaccidn, la
tendencia de la respuesta al factor cuantitativo sera similar en todos los niveles del
factor cualitativo y sera suficiente una curva de respuesta simple para describir
el proceso respecto al factor cuantitativo.

Ejemplo 6.3 Metales pesados en lodos de desagiie

.~ El lodo de desagiie es el residuo seco que resulta de procesar las aguas negras;
como contiene nutrientes benéficos para el crecimiento de plantas, se puede usar
como fertilizante en la agricultura, siempre que no contenga niveles téxicos de
ciertos elementos como metales pesados. Por regla general, los niveles de metales
en los lodos se prueban segun el crecimiento de plantas en ambientes que contie-
, . nen distintas dosis de lodo.

Hipdtesis de investigacion: un cientifico de suelos planteo la hipotesis de que la
concentracion de ciertos metales en los lodos difiere segtin las areas metropolita-
nas de las que se obtuvo el lodo, variacion que puede ser el resultado de una gran
cantidad de causas, como las distintas bases industriales que rodean el area. Si
esto fuera cierto, entonces las recomendaciones de aplicacidén en cultivos ten-
drian que ser precedidas por la ubicacion de la fuente de material. Se plane6 una
prueba para determinar si habia una variacion significativa en las concentracio-
nes de metales pesados entre las diversas areas metropolitanas.

Diserio del tratamiento: el investigador obtuvo lodos de las plantas de tratamien-
to localizadas en tres areas metropolitanas diferentes. Se cultivaron plantas de
cebada en un medio de arena al que se agregé el lodo como fertilizante, en tres
cantidades diferentes: 0.5,1.0 y 1.5 toneladas métricas/acre. El arreglo factorial
para el disefio del tratamiento consistio en un factor cualitativo, “ciudad”, con
"1 tres niveles y un factor cuantitativo, “cantidad”, con tres niveles.

Diserio del experimento: cada una de las nueve combinaciones de tratamientos
se asigno a cuatro contenedores en un diserio totalmente aleatorizado. Los conte-
nedores se colocaron al azar en una cdmara de cultivo; en cierta etapa del creci-
miento se determind el contenido de Zinc, en partes por millon, para las plantas
de cebada cultivadas en cada contenedor. Los datos se muestran en la tabla 6.7 y
o el analisis de varianza en la 6.8; los calculos manuales para las sumas de cuadra-
. dos lineales y cuadraticas se muestran en la tabla 6.9.
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Tabla 6.7 Contenido de zinc (ppm) en los cultivos de plantas de cebada
en ambientes que contienen tres cantidades diferentes de lodo proveniente de tres
areas metropolitanas

Ciudad y cantidad (Ton/hectdrea)

A B C
0.5 1.0 1.5 0.5 1.0 1.5 0.5 1.0 1.5
264 252 260 30,1 477 738 194 232 189
235 392 446 31.0 391 711 193 213 198
254 255 355 308 553 684 18.7 232 196
229 319 386 328 507 771 19.0 199 219

Fuente: J. Budzinsky, Department of Soil and Water Science, University of Arizona.

Tabla 6.8 Analisis de varianza para el contenido de zinc en cultivos de plantas

de cebada en ambientes que contienen tres cantidades diferentes de lodos de drenaje
provenientes de tres areas metropolitanas

Fuente Grados de Suma de Cuadrados

de variacion libertad cuadrados medios F Pr>F

Total 35 9993.38

Cantidad (R) 2 1945.45 972.72 50.71 .000
Cantidad lineal 1 1944.00 1944.00 101.35 .000
Cantidad cuadratica 1 1.45 1.45 0.08 786

Ciudad (C) 2 5720.67 2860.34 149.13 .000

Cantidad X ciudad (RC) 4 1809.40 452.35 23.58 .000
Cantidad lineal X ciudad (RC) 2 1760.15 880.07 45.88 .000
Cantidad cuadratica X ciudad 2 49.25 24.63 1.28 293

Error 27 517.86 19.18

El analisis de varianza presentado en la tabla 6.8 indica una interaccion significa-
tiva entre “cantidad” y “ciudad”, y los efectos principales significativos para ambos
factores (Pr > F = .000). Los dos grados de libertad para la suma de cuadrados de la
cantidad se dividen en 1 grado de libertad para cada una de las cantidades lineal y
cuadratica, la prueba F indica significancia para la particion de regresion lineal (F =
101.35) y no significancia (F, = 0.08) para la particién cuadratica para cantidad.

Los 2 grados de libertad para cada suma de cuadrados de interaccion “canti-
dad por ciudad” indican la variabilidad entre ciudades en cuanto a los coeficientes
de regresion lineal y cuadratica para la cantidad. La interaccion entre la regresion
lineal de la cantidad y la ciudad es signficiativa (F, = 45.88), pero la interaccidn
entre la regresién cuadratica de cantidad y ciudad no lo es (F;, = 1.28).

Interpretacion de los efectos de factores con contrastes de regresién

La interaccion significativa entre ciudad y la regresion lineal de la cantidad de
lodo aplicado sugieren que la interpretacion debe basarse en distintas lineas
de regresién para cada ciudad. Estas lineas estimadas por ciudad se grafican
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Tabla 6.9 Calculo de la particién de las sumas de cuadrados de contraste lineal
y cuadratico para la interaccion entre cantidad y cantidad X ciudad

Cantidad (Ton/hectdrea) Lineal Cuadratica
Ciudad 0.5 1.0 1.5 Py, XZPy,
A 24.55 30.45 36.18 11.63  -0.17
B 31.18 48.20 72.60 41.42 7.38
C 19.10 21.90 20.05 095 —4.65
Medias (y,) 24.94 33.52 42.94 18.00 0.84
Lineal (P,)—1 0 1
Cuadratica (P,) 1 -2 1

SCIR lineal] = ra[Z P, y,]%/Z P}, = 12[18]%2 = 1944
SC[R cuadritica] = ra[Z P,y ,]*/Z P%{ = 12[0.84]%/6 = 1.41
SC[R lineal X C] = r21[§ Pl}yg]z/z Py, : SCI[R lzineal]
_ _4[11.63* +41.42° + 0.95°] _ SCIR lineal]
)
1760
rle[%‘, Py, J/Z P5, — SC[R cuad]

SC[R cuad X (]

4[( — 0.17)* + 7.38 + ( — 4.65)]
(6)

— SC[R cuad]
= 49

en la figura 6.4 junto con las medias de celdas. La grafica ilustra la cantidad(lineal)
por interaccién de ciudad. La respuesta a la cantidad es lineal para cada ciudad, la
significancia de la interaccion entre la ciudad y la particion lineal para la cantidad
se muestra en la grafica como una respuesta lineal del zinc diferente para la canti-
dad correspondiente a cada ciudad.

Los contrastes de regresion lineal para la cantidad son los efectos simples para
las cantidades calculadas de cada ciudad. Se pueden calcular lineas de regresion
lineal para cada ciudad a partir de los efectos estimados en la tabla 6.9, o con un
programa de computadora para calcularla. La linea de regresion se puede calcular,
de acuerdo con el procedimiento mostrado en la seccién 3.3, usando las medias de

celdas en la tabla 6.9. La estimacion del coeficiente polinomial ortogonal para la
ciudad A es:

a =ZPy,/E P,
— 1(24.55) + 0(30.45) + 1(36.18) _ 11.63
[(— 12+ 0%+ 12] 2

=538

La media de la ciudad A es y; = 30.39.ConA, =1,R = 1.0 y d = 0.5 (cuadro
3.5), la transformacidn a una ecuacion en términos de la cantidad (R) es:
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Figura 6.4 Contenido medio de zinc contra cantidad de lodo aplicada para tres ciudades

o~

Yy =y +aP
=3039 +5.8 % = 18.79 + 11.6(R)

El contraste lineal para la ciudad C (0.95 en la tabla 6.9), es mucho mas pe-
quefia que las de las otras dos ciudades, 11.63 y 41.42 para A y B, respectivamen-
te. El error estandar del contraste lineal de la cantidad, basado en las medias de
celdas de la tabla 6.9, para una ciudad en particular es:

=3.1

. = JCME(— P+ 0*+i% \/(19.148)[2]
r

Los intervalos de confianza simultaneos del 95% para los tres contrastes li-
neales requieren una ¢ de Bonferroni, s ;5,7 = 2.55, de donde los respectivos ICS
del 95% para las ciudades A, B y C son (3.73, 19.54), (33.5, 49.33) y (—6.96,
8,86). Las respuestas lineales para las ciudades A y B son significativamente posi-
tivas, donde la ciudad B tiene el contraste lineal positivo mayor, en tanto que el
intervalo para la ciudad C incluye al 0, por lo que se puede concluir que el zinc se
acumulara en mayor grado en los cultivos de cebada fertilizados con cantidades
crecientes de lodos de la ciudad B y en menor grado con lodos de A, pero no habra
acumulacion significativa con lodos de C.

Dos factores cuantitativos

La respuesta a dos factores cuantitativos se puede representar mediante una ecua-
cién polinomial con dos variables independientes, en la que el grado del polinomio
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dependeré del numero de niveles de cada factor. Las ecuaciones de primer grado
pueden representar un factor con dos niveles, las de segundo grado, uno con tres
niveles, etcétera. La representacion geométrica de una ecuacion polinomial con
dos variables independientes, es una superficie de respuesta en tres dimensiones,
por ejemplo, si los niveles de los factores A y B se representan con dos variables
métricas x; y x, en un polinomio cuadratico, para efectos de los estudios experi-
mentales la ecuacion polinomial de segundo grado

Yy = .Bo + Bix; + .Bzle + Byx, + ﬂ4x% + Bsx1x; (6.22)

serd una funcidon empirica de uso comun en la aproximacion de una superficie de
respuesta. La superficie cuadratica se puede explorar para los niveles del factor
que se¢ obtienen en la respuesta 6ptima o en distintas combinaciones de los niveles
con respuestas equivalentes.

El analisis del experimento factorial con dos factores cuantitativos consiste
de particiones polinomiales ortogonales de las sumas de cuadrados del efecto prin-
cipal del factor y la interaccion; la naturaleza de la funcidn de respuesta polinomial
se puede determinar a partir de estas particiones. Es posible usar una grafica de res-
puesta como auxiliar en la interpretacién del papel de cada factor en la respuesta.

Ejemplo 6.4 Agua consumida por las plantas de cebada

Los depdsitos de sal se acumulan en los suelos irrigados para cultivos agricolas y
de horticultura. Con el paso del tiempo, la creciente salinidad del suelo impide el
desarrollo de las plantas y disminuye las cosechas.

Hipotesis de investigacion: Un investigador planted la hipotesis de que la exposi-

., cion de las plantas a elevadas cantidades de sales en su medio inhibe el consumo
de agua y nutrientes de la planta, lo que impide su crecimiento y desarrollo. Se
llevé a cabo un experimento con plantas de cebada para medir el efecto del au-
mento de la salinidad en la cantidad de agua consumida por las plantas.

Diserio del tratamiento: Se uséunarreglo factorial con “salinidad del medio”y “edad
de la planta” en dias, como los dos factores. Las plantas se cultivaron en solucio-
nes de nutrientes con 3 niveles de salinidad que expresados como unidades de pre-
sion osmdtica, fueronde 0, 6 y 12 barios y se cosecharon a los 14, 21 y 28 dias.

Diserio del experimento: Cada una de las nueve combinaciones de tratamiento,
de salinidad con dias, se asigné a dos contenedores réplica en un disefio totalmen-
te aleatorizado, los contenedores se colocaron en un camara de cultivo en un
arreglo al azar.

Una de las medidas tomadas al cosechar fue la cantidad de agua consumida

por las plantas durante el experimento, expresada en milimetros de agua por cada

100 gramos de peso de la planta seca. Los datos se muestran en la tabla 6.10, el

. analisis de varianza en la 6.11, y los calculos manuales de las particiones de su-
- mas de cuadrados en la 6.12.

Notas sobre los cdlculos: El arreglo de la tabla 6.12 es conveniente para los
calculos manuales de particiones de sumas de cuadrados a partir de las medias
de celdas; en ella se pueden calcular la particion del efecto principal y
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Tabla 6.10 Agua consumida (ml/100 g) por plantas de cebada a los 14, 21 y 28 dias
de crecimiento, en soluciones con niveles salinos de 0, 6 y 12 barios

Salinidad 0 barios 6 barios 12 barios B
Dias 14 21 28 14 21 28 14 21 28
2.2 5.0 13.2 37 59 94 28 45 176
33 5.7 12.4 45 72 11.0 34 59 83
Medias G,j) 2.75 535 1280 4.10 6.55 1020 3.10 520 7.95
Fuente: Dr. T. C. Tucker, Department of Soil and Water Science, University of Arizona.
Tabla 6.11 Anaélisis de varianza del consumo de agua por plantas de cebada
Fuente Grados de Suma de Cuadrados
de variacion libertad cuadrados medios F Pr>F
Total 17 184.73 -
Salinidad (S) 2 9.51 4.75 8.52 .008 *SC
S lineal 1 7.21 7.21 12.92 .006
S cuadratica 1 2.30 2.30 4.12 .073
Dias (D) 2 151.99 75.99 136.24 .000
D lineal 1 147.00 147.00 263.55 .000
D cuadratica 1 4.99 4.99 8.94 .015
Salinidad X dias (SD) 4 18.21 4.55 8.16 .005
Slin X D lin 1 13.52 13.52 24.24 .001
S lin X D cuad 1 2.94 2.94 5.27 .047
S cuad X D lin 1 1.21 1.21 2.18 174
S cuad X D cuad 1 0.53 0.53 0.96 353
Error 9 5.02 0.56

de la interaccién. Las particiones del efecto principal normalmente se calculan a
partir de las medias marginales, pero, en la tabla 6.12 se usan las medias de cel-
das asi, los valores repetidos de los coeficientes polinomiales de contraste para las
particiones del efecto principal son necesarias para las medias de celdas que
contribuyen a cada una de sus respectivas medias marginales. Por ejemplo, S, el
contraste lineal de salinidad, requiere un — 1 para cada celda del nivel con 0 barios,
un () para cada celda del nivel con 6 barios y un + 1 para las del nivel con 12 barios.

Los coeficientes para las particiones de interaccion se determinan como el
producto de los coeficientes por las componentes de interaccion correspondientes.
Por ejemplo, los coeficientes de la interaccion entre la salinidad(lineal) y el
dia(lineal) de la tabla 6.12 estan formados como los productos de los coeficientes
del contraste lineal por los efectos principales de los dos factores. Cada coeficien-
te para S;D; es un producto de los coeficientes correspondientes de S; y D,. El
calculo se presenta en el cuadro 6.3.
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Tabla 6.12 Calculos de las particiones de sumas de cuadrados lineales y cuadraticas
para el efecto principal de salinidad y dia, y las sumas de cuadrados de la interaccion

P, 6.0 18.0

Barios Dias Medias (y,) N S, D, D, S:D, SD, S,D,  SD,

0 14 2.75 -1 1 -1 l 1 -1 -1 1
21 5.35 -1 1 -2 0 2 0 -2

28 12.80 -1 1 1 1 -1 -1 1 1

6 14 4.10 0 =2 - 1 0 0 2 -2
21 6.55 0 -2 0 =2 0 0 0 4

28 10.20 0 -2 1 0 0 -2 -2

12 14 3.10 1 1 -1 1 -1 1 -1 1
21 5.20 1 1 - 0 -2 0 -2

28 7.95 1 1 1 1 1 1 | 1

z PCJU —4.7 —4.6 21.0 6.7 —5.2 —4.2 2.7 3.1

60 180 40 120 120 36.0
SC* 72 23 1470 50 135 29 12 05

Efecto' —0.78 —0.25 3.50 037 —130 —0.35 0.23 0.09

*SC = r(E By, /T P

cy

; TEfecto = Z Py, /2 P2,

Cuadro 6.3 Calculo de los coeficientes para contraste
polinomial ortogonal de la interaccién

5, -1 -1 =T 0 0 0 1 1 1
D, -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
5D;: T 0 -1 0 0 0 -1 0 1

Interpretaciones de los contrastes de regresion

El estadistico F, de la tabla 6.11 indica una interaccion significativa entre la (li-
neal) particion de salinidad y las particiones de dia(lineal y cuadratica), también
fueron significativas las particiones de los efectos principales para ellas, pero nin-
guno de los efectos cuadraticos de salinidad fueron significativos al nivel 0.5 de
significancia. El punto fundamental de la investigacion fue la respuesta del consu-
mo de agua de acuerdo con el nivel salino, una grafica de perfiles facilita la inter-
pretacion de los resultados con interacciéon importante. En la figura 6.5 se muestra
una grafica de las medias de celdas y la regresion lineal del consumo diario de
agua, en relacion con el nivel de salinidad.

Las rectas de regresion lineal calculadas por separado se muestran en la figura
6.5 junto con las medias de tratamientos estimadas. Las comparaciones lineales de
salinidad por dia, calculadas a partir de la columna S, de la tabla 6.12, se muestran
en el cuadro 6.4 con sus intervalos de confianza del 95% con una 53 = 2.93 de
Bonferroni. E1 ICS del 95% indica que la salinidad no tiene efecto sobre el consu-
mo de agua de las plantas durante las primeras tres semanas (hasta el dia 21), ya
que los intervalos para 14 y 21 dias incluyen al 0; Sin embargo, al final de las
cuatro semanas (el dia 28), el consumo de agua decrecié al amentar la salinidad
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Figura 6.5 Agua consumida por plantas de cebada con tres niveles salinos en 14,21 y 28 dias

Cuadro 6.4 Comparaciones lineales de salinidad por dia

ICS del 95%
Dia Comparaciones lineales (L, U)
14 S, = — 1(2.75) + 0(4.10) + 1(3.10) = 0.35 (— 1.85,2.55)

21 S, = — 1(5.35) + 0(6.55) + 1(5.20) = —0.15  ( — 2.35,2.05)
28 5, = — 1(12.80) + 0(10.20) + 1(7.95) = —4.85 ( — 7.05, —2.65)

Error estandar s, = VCME[(—1)2 + 02 + 13)/r = V0.56 = 0.75

en el medio, pues el limite de confianza superior para la comparacion lineal fue
—2.65.

De las diferencias entre las respuestas lineales a la salinidad se obtuvieron
interacciones significativas entre la particion (lineal) de salinidad y las particio-
nes de dias. La interaccidn significativa entre los efectos salinidad(lineal) y
dia(cuadratica) indica que la respuesta lineal a la salinidad cambia de manera
cuadratica con los dias.

Los valores de comparacion S, disminuyen cuadraticamente cuadraticamente
del dia 14 al 28. La disminucién del valor de comparacion del dia 14 al 21
es (—0.15) — 0.35 = —0.50, mientras que del dia 21 al 28 es (—4.85) — (-0.15)
= —4.70.

6.6
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Calculo de la ecuacion de superficie de respuesta

La ecuacion polinomial que relaciona el consumo de agua con la salinidad y los
dias, incluira los términos que se juzguen significativos en las pruebas de analisis
de varianza, que en este caso fueron S, D;, D,, S;D; y S;D,. La ecuacion en térmi-
nos de Sy D sera:

y =By + BS+ B,D + BD?* + B,SD + BSD? (6.23)

Los coeficientes de la ecuacion (6.23) pueden estimarse directamente de los datos
con un programa de regresion multiple, o evaluarse a partir del polinomio ortogo-
nal como se presentd en la seccion 3.3. Las comparaciones de los coeficientes
polinomiales del cuadro 3.5 se usan para las transformaciones. Si B, y B, son las
comparaciones polinomiales para salinidad y dia, la ecuacion polinomial ortogonal
se puede escribir como:

y=HU+ o Py + 1Pyt pPry + (@ PPy + (@) P Py (6.24)

donde ¢ es el coeficiente polinomial de salinidad, ¥, es el coeficiente lineal para
el dia y (a}), es el coeficiente de interaccion para la salinidad lineal por dia
cuadratico. Las estimaciones de los coeficientes para la ecuacion (6.24) se calcu-
lan en la tabla 6.12 como: Efecto = £ By, /Z P2,. Por ejemplo, la estimacion para
(0p),; a partir de la recta S;D, en la tabla 6.12 es —5.2/4 = —1.3. Por tanto, el
término ()PP, en la ecuacion (6.24), con A, = 1, se convierte en:

—1.3%, (S ; 6 )7\1< D _7 21) = —0.0310(S — 6)(D — 21)

Las estimaciones restantes se calculan de la misma maneracon i =y = 6.44, X,
= 1y A, = 3, y la ecuacion resultante es:

7 =5.70 — 0.0133(—6) + 0.50(D — 21) + 0.0227(D — 21)?
—0.0310(S — 6)(D — 21) — 0.0036(S — 6)(D — 21)?

Estas ecuaciones se pueden usar para explorar los maximos o minimos en las
superficies de respuesta, o para determinar los valores de los factores que tienen
respuestas equivalentes. En el capitulo 13, Disefio de superficies de respuesta, se
presentan herramientas especializadas para estos métodos.

6.6 Tres factores de tratamiento

La inclusion de mas factores al disefio de tratamientos aumenta la complejidad de
los patrones de interaccién entre los factores de tratamiento. El nimero de combi-
naciones de tratamientos aumenta tanto como se agregan factores al disefio, es
decir, un disefio de tres factores con a niveles de A4, b niveles de B y ¢ niveles de C,
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tiene abc combinaciones. Un cuarto factor, D, con d niveles aumenta el numero de
tratamientos en un multiplo de d.

El disefio con dos factores permite la investigacién de la interaccion de

primer orden o doble, AB. En ¢l disefio con tres factores las dos interacciones
de primer orden adicionales, AC y BC, amplian las inferencias del estudio
y debe considerarse ademas una interaccion de segundo orden o de tres facto-
res (o triple), ABC. Las interacciones de tercer orden o de cuatro factores como
ABCD, introducen mayor complejidad en la estructura de la inferencia de la
interaccion.

Ejemplo 6.5 Cultivo de camarén en un acuario

El camardn café de California desova en el mar y los huevos se transforman en
larva mientras son transportados a la costa, pasada la etapa larvaria entran en los
estuarios, donde crecen con rapidez y se convierten en pre-adultos que emigran
de nuevo al mar para alcanzar ahi su madurez sexual.

Como resultado de sus migraciones, el camardén encuentra una amplia
variacion de la temperatura y salinidad durante su ciclo de vida, por lo que es de
gran importancia conocer cémo afectan su crecimiento para entender su vida y
ecologia.

Cuando se realizo este experimento habia un gran interés en el cultivo comer-
cial del camardn y, desde el punto de vista de la acuacultura, otro factor importan-
te era la densidad de almacenamiento en los tanques de cultivo, ya que esta afecta
la competencia entre los ejemplares.

Objetivo de la investigacion: Los investigadores desean conocer como influyen
la temperatura y salinidad del agua y la densidad de poblacién del camarén en
la tasa de crecimiento de los camarones cultivados en acuarios y si estos factores
actuan independientemente sobre la poblacion.

Diserio del tratamiento: Se usd un arreglo factorial con tres factores: “temperatu-
ra” (25°C, 35°C); “salinidad” del agua (10%, 25%, 40%), y “densidad” de cama-
rones en el acuario (80 camarones/40 litros, 160 camarones/40 litros). Se consider6
que si el factor influia en el crecimiento de los camarones éstos niveles tenian las
posibilidades mas altas de mostrar efectos.

Diserio del experimento: El disefio del experimento consistié en tres
acuarios réplica para cada una de las 12 combinaciones de tratamiento
del factorial 2 X 2 X 3, cada combinacidén se asigné al azar a tres acua-
rios en un disefio totalmente aleatorizado. y al principio de la prueba se
pusieron camarones en etapa postlarvaria en los 36 acuarios. En la tabla
6.13 se muestra el aumento de peso por camardn en cuatro semanas para cada
acuario.
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Tabla 6.13 Aumento del peso de los camarones cultivados en acuarios con
diferentes niveles de temperatura (7)), densidad de poblacion (D) y salinidad del agua
(S), luego de cuatro semanas

T D S Aumento de peso (mg)
25°C 80 10% 86,52,73
25% 544,371, 482
40% 390, 290, 397
160 10% 53,73, 86
25% 393, 398, 208
40% 249, 265, 243
35°C 80 10% 439, 436, 349
25% 249, 245, 330
40% 247,271,205
160 10% 324, 305, 364
25% 352,267,316
40% 188, 223, 281

Fuente: Dr. J. Hendrickson y K. Dorsey, Department of Ecology and Evolutionary Biology,
University od Arizona.

Modelo estadistico para tres factores

El modelo de medias de celdas para un experimento con tres factores y » réplicas
de cada una de las abc combinaciones de tratamientos en un disefio totalmente
aleatorizado es:

Y = M T ey (6.25)
i=1,2,...,a j=1,2,...,b k=12,...,c I=12,...,r

La media de celdas u,, expresada como una funcion del factorial de los efectos
principales y las interacciones es:

.uyk =HU + a, + ﬂj + Y + (aﬁ)lj + (ay)tk + (ﬁ)’)jk + (aﬂy)yk (6'26)

donde 4 = u es la media general y a,, B,y 7 son los efectos principales de 4, B
y C. Los efectos de la interaccion respectivos de dos factores son (aff),, (ap).y
(BY)w y €l efecto de la interaccion de tres factores es (). Las definiciones de
las interacciones de efectos principales y de dos factores se obtienen de los desa-
rrollos dados en las ecuaciones (6.6) a (6.8) para el experimento con dos factores.
Los efectos principales son:

a,=(l._l, _ﬁ )’ﬁj=(ﬁj _i'z)sykz(ﬁk_ﬁ)
y una interaccion de dos factores tipica es:

(ﬂ?’)jk = (_.ij - ﬁ ) - ﬂ} ~ % (6'27)

=;ujk_.uj _.H.k+l'_l..
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La interaccion de tres factores se presenta cuando las interacciones del efecto
principal y dos factores no logran explicar la variacion en las desviaciones de las
medias de celdas (4, — i ). La interaccion de tres factores es la diferencia entre
la desviacidon de la media de celdas y la suma de los efectos principales y los
efectos la interaccion de dos factores:

(@B = W — B ) = [0 + B+ %+ (@), + (@) + (BY), (628)
zluljk_.utj _.u'tk—:u_/k+1u1 +,uj +,uk_,u

Analisis de tres factores

Se hace una particidn de las sumas de cuadrados para los tratamientos en las su-
mas de cuadrados de los efectos principales y de la interaccidn, como sigue:

SC tratamiento = SC4 + SCB + SCC + SC(AB)
+ SCAC) + SC(BC) + SC(ABC) (6.29)

Recuerde que los grados de libertad para las sumas de cuadrados de los efectos
principales son (a — 1), (b — 1) y (¢ — 1) para los factores 4, B y C, respectiva-
mente, y que los grados de libertad de las interacciones de dos factores son el
producto de los grados de libertad del efecto principal para los factores incluidos.
De la misma manera, los grados de libertad la interaccion de tres factores o mas
son el producto de los grados de libertad del efecto principal de los factores inclui-
dos, por lo que SC(ABC) tiene (a — 1)(b — 1)(c¢ — 1) grados de libertad.

En la tabla 6.14 se muestran las particiones de sumas de cuadrados y la tabla
del analisis de varianza para este experimento con tres factores, en ella el cuadra-
do medio del error es el denominador del estadistico F,, para probar la hipotesis
nula para cualquier conjunto de efectos factoriales con el modelo de efectos fijos.
El estadistico F; en la tabla 6.14 conduce al rechazo de la hipdtesis nula para la
interaccion de dos factores TS, la interaccion de tres factores TDS, y todos los
efectos principales. Las medias de celdas y marginales para todos los factores se
muestran en la tabla 6.15.

Tabla 6.14  Andlisis de varianza para el aumento de peso en los camarones cultivados

Fuente Grados de Suma de Cuadrados

de variacion libertad cuadrados medios F Pr>F
Total 35 537 327.01

Temp (T) 1 15 376.00 15 376.00 5.30 .030
Salinidad (S) 2 96 762.50 48 381.25 16.66 .000
Densidad (D) 1 21218.78 21218.78 7.31 012
N 2 300 855.17 150 427.58 51.80 .000
D 1 8711.11 8711.11 3.00 .096
SD 2 674.39 337.19 0.12 891
DS 2 24 038.39 12 019.19 4.14 029
Error 24 69 690.67 2 903.78
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Tabla 6.15 Medias de celdas y marginales del aumento de peso en cuatro semanas
de camarones cultivados con diferentes niveles de temperatura (7), densidad de
poblacién (D) y salinidad del agua (S)

Medias de celdas (v ;)

Densidad
80 160
Temperatura Temperatura
Salinidad 25° 35° 25° 35° Vi
10% 70 408 71 331 220
25% 466 275 333 312 346
40% 359 243 252 231 271
MediasT X D 298 309 219 291
o)
Medias T X D (y,;) Medias D X S (y ;)
N S
T 10% 25% 40% yi D 10% 25% 40% vy,
25° 71 399 306 259 80| 239 370 301 303
35° 370 293 237 300 160, 201 322 242 255

Las interpretaciones deben estar condicionadas a alguna medida de
significancia estadistica junto con la significancia bioldgica de las respuestas. Se
requieren los errores estandar de las medias de celdas y marginales para cualquier
prueba estadistica subsecuente de comparaciones especificas; el error estandar para

cualquier mediaess; = VCME/n, donde n es el numero de observaciones en la media
y el error estandar de la diferencia entre cualquier par de medias es s(y, — y)) =
V2CME/n. Los errores estandar estimados para el experimento de cultivo de ca-
mardn se muestran en la tabla 6.16.

Algunas interpretaciones preliminares acerca de los efectos de los factores

La significancia de la interaccion de estos factores indica que temperatura, salinidad
y densidad se interrelacionan en cuanto a su efecto sobre el crecimiento del cama-
rén. La interaccion significativa de los tres factores implica que la interaccion
entre dos de ellos no es constante para los niveles del tercer factor. Considere la
interaccion entre la densidad y la salinidad por separado, a temperaturas de 25°Cy
35°C, como se muestra en las graficas de medias de celdas en la figura 6.6.

Para interpretar los resultados se puede usar una comparacion de los efectos
simples de la salinidad sobre cada nivel de densidad y temperatura, los
efectos simples de la salinidad se estiman mejor como contrastes polinomiales
ortogonales lineales y cuadraticas para cada combinacién de temperatura y densi-
dad. Las particiones de las sumas de cuadrados calculadas para las tres interacciones
del factor 7DS son SC(T X D X Slineal) = 11 051 y SC(T X D X S cuadradtica) =
12 987, con los valores P .063 y .045, respectivamente, que indican que el coefi-
ciente cuadratico de salinidad depende de los niveles de temperatura y densidad.
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Tabla 6.16 Errores estandar para las medias de celdas y marginales, en un disefio
de tratamiento con tres factores

Temperatura: a = 2 niveles; densidad: b = 2 niveles; salinidad: ¢ = 3 niveles

Medias de los factores principales

Temperatura Salinidad Densidad
\/CME \P903 .78 [CME _ \/ 2903.78 \/CME _ \/ 2903.78
rab 12 rac 18
=127 =156 =127

Medias marginales de dos factores

Densidad por temperatura Densidad por salinidad
J CME _ \/ 2903.78 \/ CME :\/ 2903.78
rc 9 ra 6
= 18.0 =220
Salinidad por temperatura Medias de celdas
\/ CME _ \/ 2903.78 \/ CME :\/ 2903.78
rb 6 r 3
=220 = 31.1
. 35°C
s 25°C 2
E §
g g g
g 3
S 8 g
* Densidad 80 * Densidad 80
2 o Densidad 160 g o Densidad 160
10 15 20 25 30 35 40 10 15 20 25 30 35 40
Salinidad Salinidad

Figura 6.6 Aumento en el peso de los camarones cultivados en un arreglo factorial de
2 X 2 X 3 de temperatura, densidad y salinidad

Los coeficientes cuadraticos de salinidad se calcularon como contrastes
polinomiales ortogonales para las cuatro combinaciones de temperatura y densi-
dad, a partir de las medias de celdas de la tabla 6.15, con un patrén similar al que
proporciona la tabla 6.12. Por ejemplo, el coeficiente cuadratico de salinidad a
25°C y densidad de 80 es:

6.7
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[70 — 2(466) + 359] _ _ 503
[12 + (= 2%) + 12] 6

= —83.8

con error estandar V2903.78/6(3) = 12.7. Las estimaciones de un ICS del 95% se
calcularon para los cuatro coeficientes segun la 5 424 = 2.70 de Bonferroni.

Las estimaciones de un ICS del 95% para los coeficientes cuadraticos de una
salinidad a 25°C son (—118.1, —49.5) para una densidad de 80 y (-91, —22.9) para
una densidad de 160, mientras que las estimaciones respectivas para esas densida-
des a 35°C son (-17.5, 51.1) y (-44.6, 24.0). Es claro que la cuadratura a 25°C es
significativa, ya que el ICS del 95% no incluye al 0; y no significativa a 35°C,
pues esos intervalos si lo incluyen.

6.7 Estimacion de la varianza del error con una réplica

En los estudios de investigacidon surgen situaciones en las que solo se dispone de
una observacion para cada celda del arreglo factorial. La varianza del error expe-
rimental no puede estimarse con s6lo una réplica de las combinaciones de trata-
miento, porque las particiones de las sumas de cuadrados para los efectos princi-
pales e interaccion del factor son iguales a la suma de cuadrados total para las
observaciones.

La aditividad describe que no hay interaccion entre los factores, bajo la
aditividad de factores se puede usar la particion de los cuadrados medios de
la interaccién como una estimacion del error experimental. Como la aditividad de
los efectos principales o de la ausencia de interaccidon no esta garantizada, son
necesarios algunos medios para evaluar la presencia de interaccion.

Estimaciones de la varianza del error con dos factores cuantitativos

La aditividad de los factores cuantitativos se puede investigar con las componen-
tes de interaccién para las particiones de regresion lineal y, eventualmente,
cuadratica (seccion 6.5). Por ejemplo, es posible hacer una particién de la suma
de cuadrados de la interaccién en sumas de cuadrados de interaccion lineal X
lineal, con la suposicion de que la suma de cuadrados restante para las desviacio-
nes de tal interaccion incluira todos los polinomios de interaccion de orden mas
elevado, como lineal X cuadratico, etcétera; también se puede utilizar el cuadrado
de la media para las desviaciones de la interaccién lineal X lineal como el cuadra-
do medio del error. El nimero de términos de interaccion con 1 grado de libertad
que se particionan a partir de la interaccion es cuestion de juicio, con base en el
numero de grados de libertad disponibles para una prueba razonablemente potente
de la interaccion de los efectos principales.

Estimaciones de 1a varianza del error con un factor cualitativo y otro cuantitativo

Si uno de los factores es cualitativo y el otro es cuantitativo se puede usar el mis-
mo enfoque. En este caso, las suma de cuadrados para la interaccion entre el factor
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cualitativo y el efecto lineal del factor cuantitativo se puede separar a partir de la
suma de cuadrados de la interaccion (seccion 6.5). La suma de cuadrados de las
desviaciones restantes se puede usar para estimar el error experimental.

Estimaciones de la varianza del error con dos factores cualitativos

Si ambos factores son cualitativos el problema es un poco mas dificil, pero
Tukey (1949b) elaboré un método para aislar una suma de cuadrados con
1 grado de libertad para probar la no aditividad de efectos entre dos factores
con una observacién por celda. El término para la no aditividad en el modelo
lineal es el producto simple de los efectos principales, A, f3,, donde el
pardmetro A representa el parametro agregado por la no aditividad. El producto
de los efectos principales es una forma de interaccion multiplicativa y si no hay
aditividad en este tipo especifico de interaccidon entre los efectos prin-
cipales, o, y 3, entonces A # 0. Con este modelo, las medias de celdas son una
suma de la media general, los efectos de los factores y el término del producto, es
decir:

=i+ )+ G- F) + ME - B, - )

La suma de cuadrados para la no aditividad requiere un célculo que incluye la
desviacidn que tienen las medias de 4 y B con respecto la gran media, (y, —y )y
(v, — » ), respectivamente. La técnica se ilustra con el ejemplo 6.6.

Ejemplo 6.6 Niveles auditivos en hombres adultos

Los datos de la tabla 6.17 representan el porcentaje de hombres entre 55 y 64 afios
| con niveles auditivos de 16 decibeles por encima del cero métrico de sonido. Las
categorias por renglon son los niveles de sonido en ciclos por segundo (hertz) y
las columnas describen siete categorias ocupacionales.

Los calculos necesarios incluyen:

P =YY@ -y, (6.30
=1
P=3 Py, ~y)=17416 (6.31)
J=1
y
S0 -7y =694, 3 G, -7 ) =162 (6.32)
=1

=1

La suma de cuadrados con 1 grado de libertad para la no aditividad es:
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Tabla 6.17 Porcentaje de hombres con niveles auditivos de 16 decibeles por encima
del cero métrico de sonido, clasificados en un arreglo factorial de 7 X 7 con una
observacion por celda

B
A 1 2 3 4 5 6 7 v 0, -7)

2.1 6.8 8.4 14 14.6 79 4.8 6.6 —316
1.7 8.1 8.4 14 12.0 3.7 4.5 57 325
144 148 270 309 365 364 314 273 —109
574 624 374 633 655 656 598 588 20.6
662 817 533 80.7 79.7 808 824 750 36.8
752 940 743 879 933 878 805 847 46.5
41 102 107 55 181 114 6.1 94 —2838

NN bW~

fj 31.6 397 314 387 457 4109 38.5 y =382
»,—y) —66 1.5 —-68 05 75 3.7 0.3

P, 6719 7730 5046 7776 6850 7313 7192
Fuente: C.Daniel (1978), Patterns in residuals in the two-way layout. Technometrics 20,385-395.

Datos originales publicados en J. Roberts y J. Cohrssen (1968), Hearing Levels of Adults, Tabla 4,
p. 36. U. S. National Center for Health Statistics Publications, Series 11, nim. 31, Rockland, Md.

2
S(no aditividad) = P (6.33)

a b
ZIG, -y )ZZIGJ -y )
= j=
_ 174162 _
(6 944)(162)

En la tabla 6.18 se muestra el analisis de varianza para estos datos con una parti-
cién de la suma de cuadrados del error en una suma de cuadrados con 1 grado de
libertad para las sumas de cuadrados no aditividad y residual.

Tabla 6.18 Particion de 1 grado de libertad para la no aditividad, en el analisis de
varianza para un factorial de 7 X 7, con una observacién por celda

Fuente Grados Suma Cuadrados
de variacion de libertad de cuadrados medios
Renglones 6 48 589.1 8 098.2
Columnas 6 1141.5 190.2
Error 36 1444.7 40.1

No aditividad 1 269.6 269.6

Residual 35 1175.1 33.6
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La hipoétesis nula de no aditividad se prueba con el estadistico F;, = CM(no
aditividad)/CM(residual) = 269.6/33.6 = 8.02, y se rechaza con una region critica
Fo>Fgs 35 = 4.12.

Se han desarrollado varios métodos para comprobar la fuente de no aditividad
en una tabla de dos efectos: Daniel (1978) usé un método basado en los residual
es en cada celda, y, — y, — y, + y ; Johnson y Graybill (1972), Bradu y Gabriel
(1978) y Mandel (1971) presentan discusiones técnicas y ejemplos de otros méto-
dos y modelos de no aditividad.

6.8 ¢Cuantas réplicas se requieren para probar los efectos de un factor?

En la seccion 2.14 se describen los procedimientos para estimar el nimero de ré-
plicas, con base en la prueba de las diferencias entre las medias de tratamiento y el
estadistico F;. Los valores de @ [ecuacion (2.25)]se pueden aplicar directamente a
una prueba de diferencias entre las medias de celdas en el arreglo factorial y la
hipdtesis nula Hy: 1, = H;; = ... = Uy, en este caso, la estructura factorial se
ignora y el modelo de medias de celda y,, = p, + e, expresado con la forma del
modelo de efectos es y,, = u + 7, + ¢, donde 7, es el efecto de la ij-ésima
combinacion de tratamiento en el arreglo factorial. Entonces:

= (6.34)

se usa para estimar el numero de réplicas, a parir de graficas basadas en los valo-
res de la 7, necesarias para ser significativas.
Si se requieren nimeros de réplicas basados en los efectos factoriales, los

parametros no centrados son:

=1

a 2 b a b 2
}»a=brza—’,lb=ar2—ﬁi,y7\,ab=r22% (6.35)
02 J=1 02 =1y =1 02
respectivamente, para los efectos principales de 4 y B y su interaccion. Entonces

® se determina como ® =\/A/(v, + 1), donde v, son los grados de libertad para
el numerador del estadistico F.)

6.9 Réplicas desiguales en los tratamientos

Es inevitable que falten datos en los estudios de investigacion y con un conjunto
incompleto de datos, el disefio ya no esta balanceado y no se pueden aplicar las
féormulas convencionales. Antes del advenimiento de las computadoras modernas,
lo mejor era contar con un conjunto de datos completos ya que permitia usar for-
mulas bastante sencillas para los calculos manuales. Se dedicd un gran esfuerzo
para desarrollar los métodos de particion de las sumas de cuadrados en el analisis
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de varianza, cuando existia un nimero desigual de observaciones entre las celdas
del arreglo factorial. Las rutinas estadisticas generales, programadas para aceptar
la teoria estadistica conocida, han eliminado el esfuerzo de calculo asociado con
el analisis de conjuntos incompletos de datos.

La ortogonalidad se pierde al faltar observaciones

Cuando hay numeros desiguales de observaciones para las combinaciones de
tratamientos, la suma de cuadrados de un efecto factorial transmite cierta informa-
cién sobre otros efectos factoriales y las sumas de cuadrados se calculan de mane-
ra usual. Esta relacion no ortogonal en las particiones de la suma de cuadrados
para el analisis de varianza requiere que se preste mucha atencion a las estimacio-
nes usadas como parametros del modelo y a los estadisticos utilizados para probar
las hipotesis criticas al analizar el estudio.

Los contrastes ortogonales se describen en el capitulo 3 como aquellas que no
contienen informacién acerca de las demas; la ortogonalidad tiene el mismo signi-
ficado en las observaciones de un disefio factorial. Cuando el numero de observa-
ciones es igual en cada combinacion de tratamientos, las sumas de cuadrados en el
analisis de varianza constituyen una particion ortogonal de la suma de cuadrados
del tratamiento. En la seccion 6.4, la particion aditiva de las de tratamiento SC
para un experimento de dos factores balanceado era:

SC tratamiento = SCA + SCB + SC(AB)

y la suma de cuadrados para un efecto factorial no transmite informacion sobre los
demas efectos factoriales.

Los datos mostrados en el cuadro 6.5 ilustran las complicaciones que intro-
ducen las réplicas desiguales en un arreglo factorial del tratamiento. Los datos en
las celdas representan el excedente promedio del limite de velocidad establecido,
para automoviles involucrados en 20 accidentes fatales, 10 ocurridos en clima llu-
vioso y 10 en dias claros y los factores para el estudio son W (clima) y R (tipo de
camino). Observe que 8 de los 10 accidentes con clima lluvioso ocurrieron en
carreteras interestatales, mientras que 8 de los 10 accidentes en dias claros ocu-
rrieron en carreteras de 2 carriles.

La observacion de las medias marginales del clima indica que el excedente pro-
medio del limite de velocidad establecido para clima lluvioso es un poco mayor que
el del dia claro, y, = 13 contray, = 12. Sin embargo, las medias de celdas obser-
vadas indican un resultado muy diferente, las velocidades promedio para acciden-
tes fatales en dias claros fueron 5 millas por hora mayores que en dias lluviosos,
tanto en las carreteras interestatales (20 — 15) como en las de dos carriles (10 — 5).

Las réplicas desiguales de tratamientos conducen a resultados contradictorios
a partir de las medidas de celdas y las marginales, mas accidentes ocurrieron en
carreteras interestatales en dias lluviosos y mas accidentes ocurrieron en carrete-
ras de dos carriles en dias claros. Asi, la media marginal para dias claros esta
sesgada hacia abajo por el exceso de accidentes en carreteras de dos carriles con
velocidades globales menores, y la media marginal para clima lluvioso estd sesgada
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Cuadro 6.5 Réplicas desiguales de tratamientos en un factorial de 2 X 2
para el excedente de los limites de velocidad establecidos
Medias de celdas
Interestatales  Dos carriles Sumas Medias
Lluvioso 15 5 130 13
ryg =28 rp =2 r. =10
Claro 20 10 120 12
r21=2 r22=8 r2:10
Sumas 160 90 250
r;=10 r,=10 r =20 y =125
Medias 16 9

hacia arriba por el exceso de accidentes en las interestatales con velocidades
globales mayores.

La suma de cuadrados para los tratamientos con nimeros de réplicas desigua-
les se calcula de manera correcta como sigue:

SC tratamiento = 8(15 — 12.5)> + 2(5 — 12.5)> + 2(20 — 12.5)% + 8(10 — 12.5)’

= 325

Las sumas de cuadrados para los efectos principales y para la interaccion calcula-
dos de manera incorrecta con los métodos descritos en la seccidn 6.4 son

SCW = 10(13 — 12.57 + 10(12 — 12.5)* = 5
SCR = 10(16 — 12.5)> + 10(9 — 12.5)2 = 245

SC(WR) = SC tratamiento — SCW — SCR = 325 — 5 — 245 =175

La inspeccion de 1as medias de celdas y las sumas de cuadrados de la interaccion
indica otra contradiccion en los métodos usuales de analisis: la suma de cuadrados
calculada, SC(WR) = 75, sefiala que esta presente cierta interaccion en el estudio
mientras que la inspeccidén de las medias de celdas no indica interaccion alguna.
El efecto simple observado del clima es igual a 5 para ambos tipos de carretera,
por tanto, las suma de cuadrados para la interaccion seria 0 si el calculo de las
particiones de la suma de cuadrados fuera correcto.

Los principios generales de un analisis correcto de disefios factoriales con
réplicas desiguales se ilustran con el experimento de dos factores sobre la
durabilidad del concreto asfaltico.
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Ejemplo 6.7 Analizando una vez mas la durabilidad del concreto asfaltico.

El experimento del coeficiente de ruptura de los especimenes de concreto asfaltico
del ejemplo 6.2 se puede usar para describir el analisis de un disefio factorial con
réplicas desiguales de tratamiento. Con el propésito de ejemplificar, supongamos
que los especimenes se construyeron con mezclas de basalto o rocas siliceas para
los tres métodos de fraguado y que algunos se dafiaron de las pruebas, por lo que
se dispone de un niimero desigual de especimenes en los tratamientos. Los datos
para réplicas desiguales se muestran en la tabla 6.19.

Tabla 6.19 Coeficiente de ruptura (psi) para los especimenes de concreto asfaltico
elaborados con dos tipos de mezclado y tres métodos de fraguado

Método de fraguado
Amasado
Tipo Medias de
de mezcla Normal Lento Muy lento  la mezcla (y,)

Basalto 106 93 56

108 101

98

Medias () 107.0 973 56 93.7
Silicea 107 63 40

110 60 41

116 44
Medias (v,,) 111.0 61.5 41.7 72.6
Fraguado
Medias (v, ) 109.4 83.0 453

Establecimiento de estimadores con el modelo de medias de celdas

El modelo de medias de celdas se puede usar para establecer los estimadores ade-
cuados de los parametros de la poblacion y las hipotesis que deben probarse. El
modelo de medias de celdas es:

yljk= .uzj + euk (6.36)
i=1,2,..,a j=12,..,b k=1,2,...,r,

donde y,, es la media de celda del nivel i-ésimo del factor 4 y el nivel j-ésimo del
factor B, e, es el error aleatorio experimental independiente con distribucién nor-
mal con media 0 y varianza 0%, y r, es el namero de observaciones réplica en la
celda (i, j). Se supondra que existe al menos una observacion por celda del arreglo
factorial, de manera que r,,> 0 para toda i y j.
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Estimadores de minimos cuadrados para las medias de celdas y marginales

Es posible usar el método de minimos cuadrados para estimar las medias de celdas
con el procedimiento descrito en el capitulo 2, los estimadores de las medias de
celdas son las medias de celdas observadas:

"y

=— Z Yok = (6.37)

’Jkl

y el estimador para la varianza del error experimental es:
Cl=s"=———Z(u—r,) (6.38)
ab

donde N=ZXZr,.
Las estimaciones de las medias de celdas para la resistencia de los especimenes de
concreto asfaltico se muestran en la tabla 6.19, y el error experimental estimado es:

1 89.83

s2=———[(106 — 107.0)> + ... + (44 — 41.7)}] = ———— = 11.23
el ) ( Yl :
Los estimadores de minimos cuadrados no sesgados de las medias marginales son:
— 1 b o~ 1 d —~
Bo=—2u, y n,=—2%0, (6.39)
b a 1=1

J=1

con errores estandar estimados:

\/T 7 \/EZ— (6.40)

Las estimaciones por minimos cuadrados de las medias marginales para los especimenes
de concreto asfaltico y sus errores estandar estimados se muestran en la tabla 6.20.

Por ejemplo, la estimacién por minimos cuadrados de la media marginal del
tipo de mezcla de basalto es:

PN

I, = — (107.0 + 97.3 + 56.0) = 86.8

La-)|>—-

con un error estandar estimado:

1123 1 1 1
5= =\/ (—+— +—) =151
1 32 2 3

Las medias marginales observadas, y, y y, mostradas en la tabla 6.19, no
tienen el mismo valor que las estimaciones de los minimos cuadrados de las me-
dias marginales de la tabla 6.20. Las medias marginales observadas estiman fun-
ciones ponderadas de las medias poblacionales, donde los valores relativos son
proporcionales al numero de réplicas en las celdas. Los valores esperados de las
medias marginales observadas son:
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Tabla 6.20 Estimaciones por minimos cuadrados de las medias marginales para el
coeficiente de ruptura de los especimenes de concreto asfaltico y sus errores estandar

Error
Media estandar
Mezcla I sIi,
Basalto 86.8 1.51
Silicea 71.4 1.21
Fraguado » ﬁj S,
Normal 109.0 1.53
Lento 79.4 1.53
Muy lento 48.8 1.93
1 b
EG! ) = Z rzj.uzj
r J=1
y (6.41)

_ 1 &
E(yj):r_zrlﬂulj

g =1

Si el nimero de observaciones en las celdas de tratamiento del estudio es
proporcional a la frecuencia con que ocurren esas combinaciones de tratamiento
en la poblacion, entonces las medias marginales observadas proporcionan los
estimadores adecuados para las medias marginales de la poblacion. En las investi-
gaciones sencillas es comun la relacidn proporcional de los nimeros observados
con las frecuencias poblacionales, sin pero, no se espera que la relacion proporcio-
nal se cumpla para un experimento disefiado o un estudio comparativo por obser-
vacion y deben usarse las estimaciones de minimos cuadrados de la tabla 6.20.

Las hipotesis no cambian ante las réplicas desiguales de tratamiento

Las hipotesis de interés en el disefio factorial de tratamientos con numeros de-
siguales de réplicas no son diferentes de las que interesan en un disefio con igual
numero de réplicas. La pregunta de investigacidn inicial en el disefio factorial del
tratamiento considera la existencia de interaccion entre los factores 4 y B, este
efecto mide la diferencia entre los efectos simples de A4 a diferentes niveles de B.
La diferencia entre los niveles i y k de A en los niveles j y m de B es la forma
general de interaccion:

(‘ulj - :ukj) - (.ulm - :ukm) = .uxj - ,ukj = WUim + Him

La hipétesis nula de no interaccién se puede expresar en términos de las medias de
celdas como:
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Hy: ft, — Wy — M + = 0 paratodad,j, k,y m (6.42)

En ausencia de interaccion, el efecto de los factores individuales sobre la va-
riable respuesta se puede explorar por separado con las pruebas de hipotesis para
las medias marginales. La hipétesis nula de interés para el factor 4 es la igualdad
de las medias marginales, es decir:

(6.43)

I
=

Hy liy =l =
y la del factor B es:
(6.44)

I
=

Hy oy =, =

Cuadrados medios ponderados para las pruebas de hipétesis

Entre los numerosos métodos desarrollados para analizar los experimentos
factoriales con réplicas desiguales, s6lo el método de cuadrados medios pondera-
dos, propuesto por Yates (1934), proporciona particiones de la suma de cuadrados
para probar las tres hipdtesis de las ecuaciones (6.42) a (6.44); Speed, Hocking y
Hackney (1978) presentan una descripcion de otros métodos y las hipotesis que se
pueden probar con ellos. Las pruebas para la igualdad de las medias marginales
son de interés solo en ausencia de interaccion.

Cilculo de las sumas de cuadrados para la interaccién a partir de modelos
completos y reducidos

La particion de las sumas de cuadrados para la interaccion se determina a partir
del principio de los modelos completos y reducidos introducido en el capitulo 2.
El modelo completo, expresado en términos de los efectos factoriales, es:

Y =ut+ o+ [31 + (a/i'),] + ey (6.45)

Se usan las soluciones obtenidas de las ecuaciones de minimos cuadrados para
calcular la suma de cuadrados del error experimental para el modelo completo,
como sigue:

a b ry N
SCE =YY Yy~ H — @ — B~ (@B (6.46)
1=1y=1k=1
Bajo la hipotesis nula de que no hay interaccion, el modelo reducido es:
Y =Mt ot Bt ey (6.47)

Las soluciones obtenidas con las ecuaciones de minimos cuadrados se usan para
calcular la suma de cuadrados del error experimental para el modelo reducido,
como sigue:

a b n .
SCE, =53 iy~ — @ - BF (6.48)

1=1y=1k=1
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La suma de cuadrados para la interaccion se calcula como:
SC(AB) = SCE, — SCE, (6.49)
El cuadrado medio para el error experimental es CME = (SCEp)/(N — ab) y el
cuadrado medio para la interaccion es CM(AB) = SC(AB)/(a — 1)(b — 1). El
estadistico F, usual, F, = CM(4B)/CME, prueba la hipdtesis nula si no hay
interaccion en la ecuacion (6.42). Los calculos se ilustran en el apéndice 6A.

Cuadrados medios ponderados para probar la igualdad de los efectos
principales en ausencia de interaccién

Se pueden realizar pruebas de hipétesis para la igualdad de las medias marginales
de los factores, si la prueba de interaccion no es significativa y es seguro suponer
que no hay interaccién. En el cuadro 6.6 se muestran las particiones de la suma de
cuadrados correctas para el método de cuadrados medios ponderados para probar
la hipétesis nula en las ecuaciones (6.43) y (6.44). El analisis se basa en las sumas

de cuadrados medios de celdas designados como las observaciones x,, = y,, .

Cuadrado 6.6 Cuadrados medios ponderados de las particiones
de la suma de cuadrados
Factor 4 Factor B
SCAW = Z? W,(}I. - }[1])2 SCBW = jbvj(ij - E[z])z
b a
w,=[1—22—1} VJ=[L2ZL]
b* 1y a* -y ry
Xp = Xiwx, [ Xiw, Xy = v /2,
Hypy, =uy = =U, Hyjli =M, =" =M,

Las particiones de la suma de cuadrados requeridas por los cuadrados medios
ponderados se pueden calcular con numerosos programas estadisticos, pero
es posible que tengan varias opciones para el tipo de particiones de las sumas de
cuadrados que se desean para el analisis. Es importante que se usen las opciones
correctas, de manera que el programa calcule la suma adecuada.!

ILos programas usados para el analisis de varianza proporcionan ta suma de cuadrados correcta para los cuadrados
medios ponderados. Las instrucciones de uso de la mayoria de los programas indican si se dispone de distin-
tos tipos de particiones de sumas de cuadrados y como obtenerlas. Las opciones correctas de las suma de cuadra-
dos para varios programas conocidos son:

Programa Suma de cuadrados

SAS GLM Type 111

SPSS MANOVA UNIQUE

MINITAB GLM Adjusted

BMDP 2V Default

Splus summary.aov(...,ssType=3)
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En la tabla 6.21 se muestra el andlisis de varianza para la resistencia de los
especimenes de concreto asfaltico del ejemplo 6.7 .

Tabla 6.21 Analisis de varianza para la resistencia de especimenes de concreto
asfaltico con réplicas desiguales de tratamientos, con los cuadrados medios de Yates

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados

variacion libertad cuadrados medios F Pr>F
Total 13 10 9€3.21
Mezcla 1 710.45 710.45 63.27 .000
Fraguado 2 6 806.45 3403.23 303.07 .000
Interaccion 2 953.45 476.72 42.45 .000
Error 8 89.83 11.23

Interpretacion del ejemplo

La hipoétesis nula de que no existe interaccion entre el tipo e mezcla y el método de
fraguado es:

Hy: W, — Wy — Hym T My = 0 paratoda i, j, k,y m (6.50)

La interaccion es significativa puesto que el estadistico Fy = CM(AB)/CME =
476.72/11.23 = 42.45; en la tabla 5.21, es significativo con Pr > F = .000.

Con una interaccion significativa entre el tipo de mezclado y el método de
fraguado, sera necesario estudiar los efectos simples de un factor en cada nivel del
otro para entender la naturaleza de la interaccion. En el cuadro 6.7 se muestran las
comparaciones entre las medias de celdas para el tipo de mezclado para cada nivel
del método de fraguado.

Cuadro 6.7 Pruebas ¢t de Bonferroni para los efectos simples del tipo
de mezcla para cada nivel del método de fraguado

Meétodo de L Error

fraguado i, estandar fy
_ RN G

Normal 107.0 — 111.0 = —4.0 11.23 =S + — - 3.1 —-1.29
_ RS Gl Vi I

Lento 973 —-61.5=358 11.23 5 + — = 3.1 11.55
_ (=D

Muy lento 56.0 —41.7 =143 11.23 T + T =39 3.67
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En este cuadro se calcularon los estadisticos £, para la comparaciéon de los
tipos de mezcla para cada nivel de los métodos de fraguado. El valor critico para la
t de Bonferroni con tres comparaciones es |fo| > 45533 = 3.02. No hay una diferen-
cia significativa entre el coeficiente de ruptura de los especimenes de asfalto
y roca silicea elaborados con un amasado normal, pero con amasado lento y muy
lento las resistencias del basalto fueron mucho mayores que las de la roca silicea.

Pruebas para las medias margi{lales

Es comiin no se tomen en cuenta las pruebas de hipotesis de la igualdad de medias
marginales para 4 y B cuando la interaccion es significativa y no se consideraran en
este ejemplo. Sin embargo, para complementarlo, se presenta el procedimiento para
un caso donde no existe interaccién y en el que las pruebas sobre las medias margi-
nales son de interés. Las dos hipotesis a probar en el ejemplo del concreto asfaltico
son: 1) no hay diferencias entre las medias marginales para el tipo de mezcla:

Hy: 1y = 1, (6.51)
y 2) no hay diferencia entre las medias magginales para el método de fraguado:
Hypy = [y = [s (6.52)

La suma de cuadrados en el método de cuadrados medios ponderados se muestra
en la tabla 6.21. El estadistico Fy = CMA/CME = 710.45/11.23 = 63.26 prueba la
igualdad de las medias marginales para el tipo de mezcla, el estadistico para
la prueba de igualdad entre las medias marginales del método de compactacion es
Fy = CMC/CME = 3403.23/11.23 = 303.05 y ambos estadisticos son significati-
vos con Pr> F = .000 en la tabla 6.21.

Algunos comentarios acerca de los datos y las celdas faltantes

En esta seccion se ilustré un método para analizar los datos de un estudio con
subclases de réplicas desiguales en un disefio factorial de tratamiento. Este méto-
do proporciona los estimadores correctos de las medias poblacionales y pruebas
de hipotesis creibles sobre los factores. Oros métodos para analizar los disefios
factoriales de tratamientos no balanceados proporcionan pruebas de hipotesis dis-
tintas para los efectos de los factores.

Searle, Speed y Henderson (1981) estudiaron los cinco métodos para calcular
las sumas de cuadrados en el analisis de varianza que se usaron en programas de
computadora. Estos métodos producen los mismos resultados con datos balan-
ceados, pero pueden ser muy distintos con datos no balanceados. Articulos rela-
cionados de Hocking y Speed (1975), Speed y Hocking (1976) y Speed, Hocking y
Hackney (1978) proporcionan mas informacién de los métodos de calculo y las
hipotésis que prueban los diferentes programas de computadora en el analisis. En
Searle (1971, 1987) y Milliken y Johnson (1984) se encuentran ejemplos mas am-
plios de algunos métodos, que incluyen los usados en esta seccion junto con cier-
tos antecedentes tedricos.
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Todos los métodos presentados en el contexto de particiones de sumas de cua-
drados para los efectos principales y la interaccion, proporcionan pruebas de hipo-
tesis inadecuadas para los efectos factoriales cuando faltan todas las celdas de un
arreglo factorial. En estas circunstancias Urquhart, Weeks y Henderson (1973),
Hocking y Speed (1975), Yrquhart y Weeks (1978) y Searle (1987) recomiendan
un analisis basado en el modelo de medias de celdas.

EJERCICIOS PARA EL CAPITULO 6

1. Un proceso de produccion quimica consiste de una primera reaccion con un alcohol y una segunda reac-
¢ion con una base. Se realizd un experimento factorial de 3 X 2, con tres alcoholes y dos bases, con cuatro

reacciones réplica en un disefio totalmente aleatorizado. Los datos se reunieron como porcentaje de
{

la reaccion.
Alcohol
Base 1 2 3
1 91.3 89.9 89.3 88.1 89.5 87.6
90.7 914 904 914 88.3 903
2 87.3 894 923 915 93.1 90.7
91.5 883 90.6 94.7 91.5 89.8

Fuente: P. R. Nelson (1988), “Testing for interactions using analysis of
means”, Technometrics 30, 53-61.

a. Escriba un modelo lineal para este experimento, explique los términos y calcule el analisis de varianza.
. Construya una tabla de medias de celdas y marginales, y muestre sus errores estandar respectivos.

c. Pruebe la hipotesis nula de que no hay efectos de interaccion base X alcohol. ;Cual es su conclusioén
de la prueba? ;Qué recomienda como siguiente paso en el andlisis?

d. Utilice contraste multiples entre las medias de celdas para ayudar a explicar la interacciégl. Por ejem-
plo, compare las dos bases para cada alcohol.

e. Realice un analisis residual con un esquema normal y después con un esquema preestablecido; realice
también una prueba de Leverne (Med). ;Cuél es su conclusién?

2. Una compaiiia probd dos métodos quimicos para determinar la glucosa en el suero. Se usaron tres reci-

pientes con suero para el experimento, cada uno contenia distintos niveles de glucosa mediante la adicién 4.

de glucosa al nivel base. Se prepararon tres muestras de suero de cada recipiente independientes del ni-
vel de glucosa, con cada uno de los dos métodos quimicos. Se midid la concentracion de glucosa (mg/dl)
de todas las muestras en una corrida del espectrometro.

3.

o~

t

Se 1
no e
alfal
Leor
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Método 1 Meétodo 2
Nivel de glucosa 1 2 3 1 2 3
425 1384 1809 39.8 1324 1768
433 1444 1805 40.3 1324 173.6
429 1427 183.0 412 1303 1749

Fuente: Dr. J. Anderson, Beckman Instruments Inc.

Escriba un modelo lineal para este experimento, explique los términos, realice un andlisis de varianza
para los datos y calcule los residuales. /Es necesaria una transformacion de los datos? Explique.

Si es necesaria, calcule la transformacion de los datos y el analisis de varianza respectivo.

Pruebe la hipotesis nula de que no existen efectos de interaccion método X glucosa. ;Cudl es su
conclusion? ;Debe hacerse una prueba para los efectos principales?

Prepare una tabla de medias de celdas y marginales con sus respectivos errores estandar.

Pruebe la diferencia entre las medias de los métodos para cadanivel de glucosa e interprete los resultados.

. Se llevod a cabo un estudio del efecto de la temperatura sobre el porcentaje de encogimiento de telas

tefiidas, con dos réplicas para cada uno de cuatro tipos de tela en un disefio totalmente aleatorizado. Los
datos son el porcentaje de encogimiento de dos réplicas de tela secadas a cuatro temperaturas.

Temperatura
Tela 210°F 215°F 220°F 225°F
1 1.8,2.1 2.0,2.1 4.6,5.0 75,79
2 22,24 42,40 54,5.6 9.8,9.2
3 2.8,3.2 44,438 8.7,84 13.2,13.0
4 32,3.6 33,35 5.7,5.8 10.9,11.1

Escriba un modelo lineal para el experimento, explique los términos y calcule el andlisis de varianza.

. Pruebe la hipétesis nula de que no hay interaccion tela X temperatura.

Divida la suma de cuadrados del efecto principal de la temperatura en particiones con 1 grado de
libertad para las sumas de cuadrados de regresion lineal y cuadratica, y pruebe la hipétesis nula de que
no hay respuesta lineal o cuadrética a la temperatura.

Haga una particién de sumas de cuadrados de la interaccion temperatura X tela en sumas de cuadrados
de interaccion temperatura lineal X tela y temperatura cuadratica X tela y pruebe la hipétesis nula de
que no hay interaccion para las respectivas particiones. \

Prepare una grafica de perfiles de las medias de celdas contra la temperatura para cada tela e interprete
los resultados. Por ejemplo, puede hacerse las siguientes preguntas: “;Coémo afecta la temperatura de
secado al encogimiento de la tela?” *“; En qué difiere la relacion entre el encogimiento y la temperatu-
ra entre los tipos de tela?”.

. Serealizé un experimento de microbiologia de suelos para determinar el efecto de la fertilidad del nitrége-

no en la fijacion de nitrogeno por bacterias Rizhobium. El experimento se ejecutd con cuatro cosechas;
alfalfa, soya, guar y habas. Se inocularon dos plantas con el Rhisobium y se cultivaron en un frasco de
Leonard con una de las tres siguientes tasas de nitrégeno en el medio: 0, 50 y 100 ppm N. Se usaron cuatro
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réplicas de frascos de Leonard para cada una de las 12 combinaciones de tratamiento, los tratamientos se
arreglaron en un-disefio totalmente aleatorizado en una camara de cultivo y se midi6 la reduccion de
acetileno para cada tratamiento en la etapa de florecimiento de las plantas. La reduccion de acetileno
refleja la cantidad de nitrogeno que fija la bacteria en la relacion simbidtica con la planta.

Cultivo
Nitrégeno Alfalfa Soya Guar Habas
0 2.6,1.1 6.5, 2.6 0.3,0.1 0.8,0.9
09,12 39,43 0.4,04 22,12
50 0.0, 0.0 0.6, 0.6 0.0, 0.1 0.7,0.4
0.0, 0.0 0.3,0.8 0.0,0.2 0.3,0.8
100 0.0,0.0 0.0, 0.1 0.0,0.2 0.3,0.1

0.0, 0.0 0.1,0.0 0.0, 0.0 0.0,0.1

Fuente: Dr. 1. Pepper, Department of Soil and Water Science,
University of Arizona.

a. Escriba un modelo lineal para este experimento, explique los términos y calcule el analisis de varianza.

b. Realice un andlisis residual y determine si es necesaria una transformacion de los datos. Si lo es,
transforme los datos y calcule el analisis de varianza para los datos transformados.

¢. Pruebe la hipotesis nula de que no hay efectos de interaccién de cultivo, nitrégeno o cultivo X nitrogeno.

d. Divida la suma de cuadrados del efecto principal del nitrogeno y de la interaccion nitrégeno X cultivo
en particiones con 1 grado de libertad para regresion lineal y cuadratica.

¢. Pruebe la hipétesis nula de que no hay efectos lineal o cuadréatico del nitrégeno y la hipotesis nula de
que no hay interaccién lineal o cuadratica del nitrogeno con los cultivos.

f. Haga una grafica de los perfiles de medias de celdas contra el nivel de nitrogeno para cada cultivo e
interprete el experimento. Por ejemplo, puede preguntar: ““;En qué afecta la adicion de nitrogeno en el
medio a la fijacién de nitrégeno por la Rhizobium?” o “;es igual el efecto de la adicion de nitrogeno
en la fijacion del mismo para cada cultivo?”.

g. Observe que dos combinaciones de tratamiento, alfaifa con 50 y 100 ppm N, tienen valor de cero en
todas las observaciones. Este fenomeno es posible si algiin cambio de nitrogeno en el medio de cultivo
inhibe por completo la actividad de la Raizobium. ;En qué afecta esto la suposicion del analisis de
varianza en cuanto a la homogeneidad de la varianza? ; Tiene alguna sugerencia que acepte esta situa-
cion en su analisis de datos?

5. Un agréonomo realizé un experimento para determinar los efectos combinados de un herbicida
y un insecticida en el crecimiento y desarrollo de plantas de algodon (delta de hoja suave). El insecti-
cida y el herbicida se incorporaron al suelo usado en los contenedores de cultivo; se usaron cuatro
contenedores cada uno con cinco plantas de algodon, para cada combinacion de tratamiento. Los contene-
dores se arreglaron dentro del invernadero en un disefio totalmente aleatorizado. Se usaron cinco niveles
(Ib/acre) tanto de insecticida como de herbicida para obtener 25 combinaciones. Los datos que siguen

son las medias de celdas para el peso de las raices secas (gramos/planta) cuando las plantas tenian tres
semanas.
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Herbicida
Infecticida 0 0.5 1.0 1.5 2.0
0 122.0 72.50 52.00 36.25 29.25
20 82.75 84.75 71.50 80.50 72.00
40 65.75 68.75 79.50 65.75 82.50
60 68.00 70.00 68.75 77.25 68.25
80 57.50 60.75 63.00 69.25 73.25

Cuadrado medio del error del experimento = 174 con 75 grados de libertad

Fuente: Dr. K. Hamilton, Department of Plant Science, University of Arizona.

Calcule las particiones de sumas de cuadrados de regresion con 1 grado de libertad para las sumas de
cuadrados de herbicida, insecticida e interaccion. Calcule un polinomio de grado no mayor a la regre-
sion cuibica para el herbicida o el insecticida.

Pruebe las hipétesis nulas para cada particién y determine la forma de regresion polinomial que sea
una descripcion adecuada de la respuesta.

Trasforme la ecuacidn polinomial ortogonal en una ecuacién en términos de herbicida e insecticida.
Use un programa de regresion estandar, o bien las ecuaciones de transformacion del capitulo 3.
Interprete los resultados de las graficas de medias de celdas o 1a ecuacion polinomial estimada.

. Serealiz6 un experimento sobre la duracion de tela recubierta sujeta a pruebas con abrasivos normales. El
disefio factorial de 2 X 2 X 3 incluyd dos sustancias distintas (], F) en tres proporciones diferentes
(25%, 50%, 75%) con y sin tratamiento de superficie (S}, Sy); se probaron dos especimenes réplica de
cada una de las 12 combinaciones en un disefio totalmente aleatorizado. Los datos corresponden a la
pérdida de peso (mg) de los especimenes de tela por la prueba de abrasion.

o o

Tratamientos de superficie y sustancia

S, S,
Proporcion de sustancia  F F, F, F,
25% / 194 239 155 137
208 187 173 160
50% 233 224 198 129
241 243 177 98
75% 265 243 235 155

269 226 229 132

Fuente: G. Box (1950), Problems tn the analysis of growth and water
curves. Biometrics 6, 362-289.

Escriba un modelo lineal para el experimento, explique los términos y calcule el analisis de varianza.
Prepare una tabla de medias de celdas y marginales con sus respectivos errores estandar.

Pruebe la hipétesis nula para todos los efectos principales y de interaccion.

Calcule las particiones de regresion de las sumas de cuadrados con 1 grado de libertad para la propor-
cidén de sustancia y la interaccion entre esa proporcion y los otros factores.
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e. Pruebe las hipotesis nulas para las particiones de regresion.
f. Grafique las celdas de medias contra la proporcion de sustancia para las cuatro combinaciones de
tratamiento de superficie y tipo de sustancia, ¢ interprete los resultados del analisis.

7. Un cientifico de suelos realizdé un experimento para evaluar una red de resistencias de cuatro electrodos y
calcular la electrocondutividad (EC) del suelo en celdas conductivas de acrilico especiales. El objetivo del
estudio era evaluar la relacion entre la EC medida y la salinidad del agua en el suelo con diferentes cantida-
des de agua. Se incluyeron tres texturas basicas de suelo, ya que la EC es especifica de la textura; se usaron
dos celdas para cada combinacion de tratamiento y los tres tipos de suelo fueron arena arcillosa, arcilla y
barro. El agua salina, en tres niveles, se baso en la EC del agua a 2, 8, y 16 dS/m (decisiemens/metro) y se
establecieron tres niveles de contenido de agua en el suelo, 0%, 5% u 15%. El experimento resultante fue un
arreglo factorial de 3 X 3 X 3 con dos réplicas en un diseiio totalmente aleatorizado; los siguientes son los
valores de EC del suelo determinados con base en las lecturas de la red de cuatro electrodos.

Salinidad 2 8 16

del agua 0 5 15 0 5 15 0 5 15

Arena 0.60 1.69 3.47 0.05 0.11 0.06 0.07 0.08 0.22

arcillosa 0.48 2.01 3.30 0.12 0.09 0.19 0.06 0.14 0.17

Arcilla 0.98 2.21 5.68 0.15 0.23 040 0.07 023 043
0.93 2.48 5.11 0.26 035 0.75 0.21 035 0.35

Barro 1.37 331 5.74 0.72 0.78 2.10 040 0.72 1.95

1.50 2.84 538 0.51 1.11 1.18 0.57 0.88 287
Fuente: H. Bohn y T. Tabbara, Department of Soil and Water Science, University of Arizona.

Escriba un modelo lineal para este experimento, explique los términos y calcule el anélisis de varianza.
Prepare una tabla de medias de celdas y marginales con sus respectivos errores estandar.

Pruebe las hipotesis nulas para todos los efectos principales e interacciones.

Calcule las particiones de sumas de cuadrados de regresion polinomial ortogonal lineal y cuadrética
para salinidad, agua y sus interacciones, incluya las interacciones con la textura. Observe que los
niveles de salinidad y agua tienen un espaciamiento desigual; por lo tanto, no se aplican los coeficien-
tes polinomiales ortogonales estandar dados en la tabla X1 del apéndice. Algunos programas estadis-
ticos de computadora calculan de manera automatica los coeficientes polinomiales ortogonales, dados
los valores para los niveles de los factores (como MANOVA en SPSS y 2V en BMDP). A continua-
cion se dan los coeficientes polinomiales ortogonales que se pueden usar para calcular las particiones

o o

ortogonales:
Agua lineal: —-0.617 —0.154 0.772
Agua cuadratica: 0.535 —0.802 0.267
Salinidad lineal: —0.671 —0.067 0.738

Salinidad cuadratica: 0.465 —0.814 0.349
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8. Se colocaron cinco varillas de niquel de 1 mm de didmetro en un sujetador metélico en una suspension de
o0xido de aluminio y se aplico una tension de 100 volts entre las varillas de niquel y el contenedor con la
suspension de 6xido de aluminio. Sc registro6 el grueso de la capa de 6xido de aluminio depositada en las
varillas a tres posiciones de altura de las varillas; los datos que siguen son el grueso del depdsito en micrones.

Posicion del sujetador de varillas de niquel

Altura 1 2 3 4 5
1 125 130 128 134 143
2 126 150 127 124 118
3 130 155 168 159 138

Fuente: H. Hamaker (1955), Experimental design in industry.
Biometrics 11, 257-286.

a. Escriba un modelo lineal para este experimento, explique los términos y establezca las suposiciones
del modelo.
(Seran validas las suposiciones del modelo para este experimento? Explique.
Admitiendo esas suposiciones como razonablemente validas. Calcule el andlisis de varianza para los
datos.
Calcule las sumas de cuadrados con 1 grado de libertad para la no aditividad.

e. (Es suficiente el modelo aditivo de la posicidn del sujetador para estos datos?

9. Un entomologo realizé un experimento sobre la energia consumida por las abejas de miel al beber, para
determinar el efecto de la temperatura del ambiente y la viscosidad del liquido en el consumo de energia.
Los niveles de temperatura fueron 20, 30 y 40°C, la viscosidad del liquido se controld por las concentracio-
nes de sacarosa, que eran de 20, 40 y 60% del total de solidos disueltos en ¢l liquido que bebian las abejas
de miel. El entomologo registro la energia gastada por las abejas en joules/ segundo. Los datos que siguen
corresponden a tres réplicas de cada uno de los nueve tratamientos en un disefio totalmente aleatorizado.

Sacarosa (%)

Temperatura (°C) 20 40 60
20 3.1,3.7,4.7 5.5,6.7,73 7.9,9.2,93
30 6.0,69,7.5 11.5,12.9,13.4 17.5,15.8, 14.7
40 7.7,8.3,9.5 15.7,14.3,15.9 19.1, 18.0, 19.9

Fuente: Dr. S. Buckman, USDA Bee Research Lab, Tucson, Arizona.

a. Calcule las particiones de regresion de sumas de cuadrados con 1 grado de libertad, las sumas de
cuadrados para el % de sucrosa y la interaccion.

b. Pruebe la hipotesis nula para cada particion y determine la forma de la regresion polinomial que sea
adecuada para describir la respuesta.

¢. Transforme la ecuacion polinomial ortogonal en una ecuacion en términos de la temperatura y el
porcentaje de sacarosa. Utilice un programa de regresion estandar, o bien las ecuaciones de transfor-
macion del capitulo 3.

d. Construya una grafica de perfiles como la de la figura 6.5 con las medias de celdas estimadas y la
ecuacion polinomial estimada.

e. Interprete los resultados.
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10. Numeros de réplicas desiguales. Un bidlogo incubd glandulas suprarrenales de ratas in vitro bajo

11.

estimulacion de ACTH y midi6 su produccion de esteroides, las glandulas se tomaron de animales en
cuatro etapas distintas de crecimiento y se sujetaron a dos tratamientos diferentes. Se usaron glandulas
de cuatro animales para cada combinacion de tratamiento, pero varios analisis del laboratorio se invalidaron,
por lo que se obtuvieron numeros de réplicas desiguales para los tratamientos. Los datos que siguen
proporcionan la produccién de esteroides por cada 100 mg de glandula por hora.

Tratamiento
Etapa 1 2
1 6.98, 6.58 8.62,9.40,9.20
2 6.07, 7.16, 6.34 942, 6.67, 8.64
3 5.38,7.31,6.65,7.44 4.96, 6.80, 7.61
4 7.02,9.23,7.32 7.17,7.65, 6.52, 6.86

Fuente: Dr. R. Chaisson, Department of Veterinary Science, Universi-
ty of Arizona.

a. Calcule el analisis de varianza a fin de probar la hipotesis global de no interaccion entre etapa y
tratamiento.

b. Calcule las medias de minimos cuadrados y sus errores estandar para las medias de celdas y marginales.

c. Estime la comparacion entre los dos tratamientos para los niveles 1, 2, 3 y 4 de las etapas de crecimien-
to (1 T ﬁzj. paraj = 1, 2, 3, 4) y pruebe la hipotesis de que no hay diferencia al nivel 0.5 de
significancia entre las dos medias en cada caso.

d. ¢Cudl es la diferencia entre las medias de minimos cuadrados y las medias observadas?

Numeros de réplicas desiguales. Suponga que el experimento del proceso de produccidén quimico en el
gjercicio 6.1 tenia réplicas desiguales entre las seis combinaciones de tratamiento de dos factores, base y
alcohol. Los datos disponibles son los siguientes.

Alcohol
Base 1 2 3
1 90.7,91.4 89.3, 88.1 89.5, 87.6
90.4 88.3,90.3
2 87.3,88.3 94.7 93.1, 90.7
91.5 91.5

a. Calcule el analisis de varianza a fin de probar la hipétesis global de no interaccion entre base y alco-
hol.

b. Calcule las medias de minimos cuadrados y sus errores estandar para las medias de celdas y margina-
les.

c. Estime la comparacién entre las dos bases para los niveles 1, 2 y 3 de alcohol (i .~ ﬁzj‘; j=1,23)

y pruebe la hipotesis de que no hay diferencia al nivel .05 de significancia entre las dos medias en
cada caso.

d. ;Cual es la diferencia entre las medias de minimos cuadrados y las medias observadas?
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Apéndice 6A: Minimos cuadrados para disefos factoriales

Réplicas iguales de tratamiento

Las particiones de sumas de cuadrados para los datos de un disefio factorial de
tratamiento se pueden deducir de las soluciones de las ecuaciones de minimos
cuadrados para un modelo factorial. Se usara el modelo completo para un disefio
factorial con dos factores para ilustrar el desarrollo.

Por simplicidad en la notacion, el modelo completo se escribe como

Y =Mt o+ By, ey (6A.1)
i=1,2,..,a j=1,2,...b k=1,2,..,r

donde i es 1a media general, ¢, es el efecto del factor 4, /31 es el efecto del factor B,
%, es el efecto de interaccién y e, es el error experimental aleatorio independien-
te. El término de interaccién (o), usado en el cuerpo principal de este capitulo
se ha sustituido por ¥, para simplificar la notacion en la presentacion de este apén-
dice.

Las estimaciones de los minimos cuadrados para los pardmetros en el modelo
completo son aquellas que minimizan las sumas de cuadrados del error experi-
mental.

r

b
Z Z =3 Z Y-t B - ) (6A.2)

=1 y=1k=1

i [\4‘h

Las ecuaciones normales de la minimizacién incluyen una ecuacién para gy
otra para cada efecto factorial, o, @,..., 0; Bi, Boreeo s B Y Yit> Yizs--- Y- Las
ecuaciones normales se obtienen a partir del siguiente conjunto de deriva-

das:
SEY (e~ = 0, = P =0
au v !
iZZ(yk—u—oc—ﬁ—y)Z:O i=1,2,....,a
aal]k Yy 1 ] 1 3 & >
(6A.3)
B,B_,ZZ(y”k H—o,—B—v%)y=0 j=2,3..b

J )
a—%(y,,k—u—a,—ﬂj—yy)z:o i=1,2,....a
Yy j=12

Q
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Al simplificar, el conjunto de ecuaciones normales que debe resolverse es:

W abrfi + brid, + arZB, + rIZy, = y...
J J iy

o brii +bra, +riB, +rZy, =y, i=12,..,4a
7 7
I (6A.4)
B;: arfll +erla,+arﬁj+rZ:}7,j =y, j=1,2,.,b
Yy e, By, =y, =124
j=1,2,.,b

Después de una inspeccion cuidadosa, la suma de las a ecuaciones derivadas
para los efectos del factor 4 es igual a la primera ecuacion para y; la suma de las b
ecuaciones derivadas para los efectos del factor B es igual a la primera ecuacidn
para 4, lo mismo que las ab ecuaciones para la interaccion; las ¥, ecuaciones su-
madas sobre el subindice j daran la ecuacion ¢, y las ¥, ecuaciones sumadas sobre
el subindice / daran la ecuacién f,. Estas dependencias lineales requieren restric-
ciones impuestas sobre las estimaciones para proporcionar una solucion tnica de
las ecuaciones, cualesquiera restricciones que conduzcan a una solucion seran su-
ficientes. Un conjunto de restricciones de uso comun es el de las restricciones de
suma cero. Estasson 2@, = 0,28, = 0,27, =0( = 1,2,..,b) y£7,=0(
=1,2,..a).

Con las restricciones, las ecuaciones son:

abrii = y...
o, bril +bra, =y, i=1,2,.,a
(6A.5)
B: arl +arB, =y, j=12..b
Y rid +rb7,+rﬁ'j+r’}7,]=y,j i=1,2,..,a
j=12..,b
Las soluciones son:
- _ Yy =
= =Y
# abr
?x\,- }; _ﬁzyz_; l=1’2’ Y
4 (6A.6)
31_ i _ﬁzyj_; ]21’2’ sb
ar
?yzylj _ﬁ_al_Bj ;y ;1_;j+y 1 =1,4,...,a
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/
La estimacion de la suma de cuadrados para el error experimental se obtiene con
una sustitucion de las estimaciones II , @,, B,y 7, en la ecuacién (6A.2), como sigue:

SCE;=3XX (v~ 0 — @, ~ B, =7, =IZL0u 3,0 (6A7)

Las diferencias entre la suma de cuadrados total y SCE, se conoce como la
reduccidén en la suma de cuadrados debida al ajuste del modelo y en ocasiones se
escribe R(u, o, B, 7). Con réplicas iguales para todas las combinaciones de trata-
miento la suma de cuadrados se puede deducir de la suma de cuadrados para cada
efecto factorial a partir del calculo usado para R(u, o, B, 7). La reduccién en la
suma de cuadrados debida al ajuste del modelo completo es:

1=1

a b a b
R o, Bp=0y +20y +XBy, + X275, (6A.8)
J=1

=1 =1

Para datos balanceados con igual nimero de réplicas para cada combinacién
de tratamiento, las particiones de la suma de cuadrados para el analisis de varianza
se pueden tomar de los términos individuales de la ecuacién (6A.8), es decir:

2
CF=Uuy = )
abr

=1 =1
) (6A.9)

Las particiones de sumas de cuadrados mostradas en la ecuacion (6A.9) son
las mostradas en la seccion 6.4 y se pueden deducir de las consideraciones de los
modelos completo y reducido. Por ejemplo, la suma de cuadrados de la interaccion
SC(AB) se puede encontrar como la diferencia entre las sumas de cuadrados del
error experimental para el modelo reducido sin los términos de interaccion y
el modelo completo que incluye los términos de interaccion. Los modelos y las
sumas de cuadrados son:

Modelo completo:  y,, =u+ o, + B, + vy, + ey conSCE,
Modelo reducido:  y,=pu+ o + B, + e, con SCE,

La suma de cuadrados de la interaccién se encuentra mediante SC(AB) = SCE,
— SCE,, que es X, 7y, [lo mismo que el ultimo término de la ecuacion (6A.8)].
La equivalencia de SCE, — SCE;con X 7,p, se puede demostrar si se resuel-
ve la ecuacion normal del modelo reducido y se calcula la reduccién en
la suma de cuadrados debida al ajuste del modelo reducido a R(u, o, ). Las
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2
ecuaciones normales para el modelo reducido se obtienen de las del modelo com-
pleto en la ecuacion (6A.5), eliminando las ecuaciones para %, y los términos 7,
en las ecuaciones restantes. Las soluciones de fi , O, y ffj son las mostradas en la
ecuacion (6A.6) y la reduccion en la suma de cuadrados debida al ajuste del mode-
lo reducido sera:

a b
R, o, fy=1y +Xa,y. +2By, (6A.10)

=1 7=1

Se observa que la diferencia entre R(, ¢, B, Py R(1, o, fes L, 7y, Y, por
lo tanto, las diferencias entre las sumas de cuadrados para el error experimental de
los dos modelos sera equivalente a la misma cantidad. Esto es:

SC(AB) = SCE, — SCE;= R(u, o, B, ) — R(u, o, B) (6A.11)
Las sumas de cuadrados SCA y SCB se pueden deducir de manera similar para los
datos balanceados, 0 SCA = R(, &) — R(u) y SCB = R(u, ) — R(W).

Réplicas desiguales de tratamientos

La obtencion de las sumas de cuadrados de la interaccion con réplicas desiguales
en el disefio factorial del tratamiento se ilustra con el ejemplo sencillo del factorial
de 2 X 2 presentado en la tabla 6A.1.

Tabla 6A.1 Datos de ejemplo para el factorial de 2 X 2 con réplicas desiguales de

tratamientos.
B
1 2 ¥,
1 6,5,3 2,4 20
A r” = 3 r12 rl = 5
2 5,4 3 12
ry =2 ry =1 r, =3
Y, 23 9 32
ry=>5 r,=3 r =8

Modelo completo

Las ecuaciones normales del modelo completo para los datos del ejemplo de
la tabla 6A.1 se deducen mediante los métodos presentados al principio de este
apéndice. Los coeficientes para los parametros de las ecuaciones reflejaran niime-
ros desiguales de réplicas. En general, las ecuaciones serdn:
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a b a b
H Nﬁ’“zrﬁzﬂ“zrﬁijZZrﬁu:y
=1 J=1 r=1y=1
o rnl +rd+YXnB+ 2Ry, =y
=1 J=1

%j: rljﬁ+’;ja\l+’;j j+rl_]/}71j=yl.
Las ecuaciones normales para los datos de la tabla 6A.1 son:

o~

8 + S0y + 3@, + 5B, + 3B, + 3, + 27, + 29y + F =32
Su+ 5@ + 3B, + 2B, + 37, + 2%, =20
30 + 3@, + 2B, + B, + + 27+ Y =12
5@+ 3@, + 2@, + 5B, + 37, + 27y =23
3W+ 20, + O + 3B, + 27 + ¥ =9
3+ 3Q, + 3B, + 37, =14
2+ 2@, + 2B, + 295, =
20 + 2@, + 2B 275 =
n + @, + B, + Y =

Como hay dependencias lineales en las ecuaciones, éstas se pueden sujetar a
las restricciones de “suma cero” para obtener una solucidn. Las restricciones son:

@, +a,=0,8,+B,=07,+7, +72=0,7,+7 =0
/7721 +/?721 = O,Y/?;n +/7722 =0

Después de aplicar las restricciones, la solucion de las ecuaciones es

g=2 g-Lg=--Lpg-Lg__19
2477 047 ? 2470 2" 24
PO B B S U |
11 24’ 12 24’ 21 24a 22 24

La suma de cuadrados para el error experimental se determina con:

donde:
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Ru, o, B,y) = Wy + I8y, + By, + ZZ7 ,
i k) rJ
El calculo para R(u, o, B, P) es
R, 0, B D=0y + @y +8y +Bwy, + By
+ /7710’11 + /77121’12‘ + /7721}’21. + /}722)’22

_ 714[91(32) + 1(20) + (= 1)(12) + 1923) + ... + ( — 1)(9) + 1(3)]
= 132.833

Dado Zy?,; = 140, 1a suma de cuadrados para el error experimental a partir del
modelo compelto es

SCE, = 140 ~ 132.833 = 7.167

Modelo reducido

Las ecuaciones normales para el modelo reducido sin los términos de la
interaccion ¥, se obtienen eliminando las ecuaciones para ¥, y los términos 7, de
las ecuaciones restantes del modelo completo. Las ecuaciones del modelo reduci-

do son:
8y + Sa, + 3d°, + 5B, + 3B, = 32
50 + 50, + 3B, + 2B, = 20
3 + 3@, + 2B, + B, = 12
50+ 3@, + 2a, + 5B, = 23
3+ 24, + @, + 3B, = 9
Las restricciones de suma ceroson 0, + @, =0y B, + B, = 0. Las solucio-
nes son:
—~ 212 . 3 3 45 45
=.___,a =_,a =—_, ..—__’ = ——
Ho5e M7 56 ™ 56 B 56 B 56

La reduccién en la suma de cuadrados debida al ajuste del modelo reducido
es:

R, o, p) =My + Ay, + 8y, + By, +Bwa
= é [212(32) + 3(20) + ( — 3)(12) + 45(23) + ( — 45)(9)]

= 132.821
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La suma de cuadrados del error experimental para el modelo reducido es:
SCE, = IZJZka,ij — R(u, a, B) = 140 — 132.821 = 7.179

La suma de cuadrados de la interaccion es

SC(4B) = R(u, o, B, ) — R(i, &, B) = 132.833 — 132.821 = 0.012
SC(AB) = SCE, — SCE;= 7.179 — 7.167 = 0.012

Suma de cuadrados del efecto principal

Las pruebas de iguaidad para las medias marginalesde A y B, Hy: 4, = U, y
Hy: i, = u,, en ausencia de interaccion, requieren particiones de sumas de cua-
drados a partir del método de cuadrados medios ponderados (Yates, 1934). En la
seccion 6.9 se indicaron algunos programas de computadora que calculan las su-
mas de cuadrados requeridas. La hipotesis probada por la particion de sumas de
cuadrados para un efecto principal depende mucho de la técnica de calculo que se
use en el proceso de estimacidon de minimos cuadrados. Los detalles de los resulta-
dos de las distintas técnicas se pueden encontrar en Hocking y Speed (1975), Speed
vy Hocking (1976), Speed, Hocking y Hackney (1978) y Searle, Speed y Henderson
(1981).
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aleatorios y mixtos

En este capitulo se amplia el andlisis de los componentes de la varianza a disefios mas
complejos, desarollandose modelos varianza para algunas variaciones del disefio factorial;
se introducen modelos de efectos aleatorios y modelos con mezclas de efectos fijos y
aleatorios para arreglos factoriales. El concepto de disefio factorial se extiende para incluir
experimentos con factores anidados con otros factores, se estudian disefios para experi-
mentos que tienen una combinacién de factores anidados y factores cruzados, incluyendo
la informacién para determinar el nimero de réplicas y se proporcionan reglas para derivar
los cuadrados medios esperados para una variedad de experimentos factoriales balan-
ceados.

Efectos aleatorios para disenos factoriales

Los efectos aleatorios manejados en el capitulo 5 estan dirigidos a estudios donde
los niveles del factor eran muestras aleatorias de una poblacién de niveles, en ellos
el objetivo fue descomponer la varianza total en componentes identificables. La
variabilidad causada por una fuente o factor puede depender de las condiciones
en las que se evalua, por que una parte de la varianza total se asocia con la
interaccion entre dos o mas factores. El siguiente ejemplo ilustra la varianza para
la interaccion entre dos factores.

Ejemplo 7.1 Evaluacién del desempeiio de maquinaria especializada con
los componentes de la varianza.

Un fabricante se encontraba desarrollando un nuevo espectrofotametro de uso en
laboratorios clinicos. El proceso de desarrollo estaba en la etapa piloto de ensam-
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ble, luego de la cual debia evaluarse €l desempefio de cada maquina en la linea de
produccion.

Pregunta de investigacion: Una componente critica del desempeiio de instru-
mentos es la uniformidad de las mediciones de un dia a otro entre las maquinas.
En este caso especifico, el cientifico que desarrollé el instrumento deseaba saber
si la variabilidad de las mediciones entre maquinas operadas durante varios dias
estaba dentro de los estandares aceptables para las aplicaciones clinicas.

Diserio del tratamiento: El cientifico establecid un disefio factorial de tratamien-
to con “maquinas” y “dias” como factores; debian probarse cuatro méaquinas en
cuatro dias separados con un arreglo de 4 X 4.

Diserio del experimento: Se seleccionaron cuatro maquinas al azar de la linea de
produccion piloto, cada dia se prepararon ocho muestras de suero del mismo reactivo
y se asignaron al azar dos muestras de suero a cada maquina cada dia en un disefio
totalmente aleatorizado con dos réplicas; el mismo técnico preparo las muestras de
suero y operd las maquinas durante el experimento. En la tabla 7.1 se muestran las
observaciones de niveles de triglicéridos (mg/dl) en las muestras de suero.

Tabla 7.1 Nivel de triglicéridos (mg/dl) en las muestras de suero examinadas en
cuatro maquinas durante cada uno de los cuatro dias

Maquina
Dia 1 2 3 4
1 142.3, 144.0 148.6, 146.9 142.9, 1474 133.8,133.2
2 134.9, 146.3 145.2,146.3 125.9,127.6 108.9, 107.5
3 148.6, 156.5 148.6, 153.1 135.5,138.9 132.1, 149.7
4 152.0,151.4 149.7, 152.0 142.9, 142.3 141.7, 141.2

Fuente: Dr. J. Anderson, Beckman Instruments, Inc.

Las maquinas eran factores aleatorios porque representaban una muestra
aleatoria de una poblacién posible de maquinas que se fabricarian, y los “dias”
eran una muestra aleatoria de una poblacion de dias en los que las maquinas
podian operar. El arreglo factorial permitié evaluar la interaccion entre maquinas
y dias. La uniformidad en el desempefio de las maquinas seria evidente con la
ausencia de interaccion.

Modelo estadistico para varianzas con dos factores

La variabilidad debida a la interaccion de factores aleatorios puede tener un papel
importante durante el proceso de inferencia. Un modelo de efectos aleatorios para
el experimento con dos factores en un disefio totalmente aleatorizado es:
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Yoo = Bt a, + b+ (ab), + ey (7.1)
i=12,...,a j=12,...,b k=12,...r

Se supone que los efectos aleatorios a,, b, y (ab), son independientes y tienen
distribuciéon normal con media 0 y varianzas o2, 03 y 6%, Tespectivamente; que los
efectos deben ser independientes entre si y que los errores aleatorios e, son inde-
pendientes y tienen distribucion normal con media 0 y varianza o®.

Las observaciones y,, en el modelo de efectos aleatorios tienen distribucion
normal con media i y varianza:

ol=0*+ ol+ g} + o} (7.2)
Las componentes de la varianza en la ecuacién (7.2) se convierten en el punto
central de cualquier investigacion con efectos aleatorios.

En la tabla 7.2 se muestra el analisis de varianza para la concentracion de
triglicéridos medida en el suero para las pruebas del espectrometro descritas en ¢l
ejemplo 7.1, donde los calculos del analisis de varianza son los presentados en
el capitulo 6 y los cuadrados medios esperados se incluyen en su tabla. En la sec-
cién 7.6 se proporciona un conjunto completo de reglas para determinar los
cuadrados medios esperados aplicables a varios tipos de modelos factoriales que
incluyen los modelos de efectos aleatorios.

Tabla 7.2  Analisis de varianza para las lecturas espectrométricas de cuatro
maquinas en cada uno de cuatro dias

Fuente Grados Cuadrados Cuadrado
de variacion  de libertad medios medio esperado
Dia 3 CMD = 445 o’ + ro, + rba?
Maéquina 3 CMM = 549 o’ + ro, + rac?,
Interaccion 9 CM(MDM) = 87 o’ + roi,
Error 16 CME = 18 o?

Estimadores puntuales para las componentes de la varianza

Con igual nimero de observaciones para cada combinacién de tratamiento, se puede
usar el analisis de varianza estudiado en la seccion 5.3 para estimar sus componen-
tes. Para el experimento factorial el analisis de varianza se calcula igual que para
el modelo de efectos fijos, las estimaciones de las componentes se determinan
igualando los cuadrados medios observados con los cuadrados medios esperados
correspondientes y se despejan los valores desconocidos de las componentes. Las
estimaciones de las cuatro componentes de la varianza en la tabla 7.2 son:
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Error: g’ = CME = 18.0
Interacciéon: @3, CM(DM) — CME _ _ _ 87 _2_ 18 _ 345
r
Maquinas: o CMM — CM(DM)) _ 549 — 87 _ 574
" ra 2(4)
Dias. 52 = _CDM— CM(DM)) _ 445 87 _ 40 ¢

rb 2(4)
La estimacion de la variacion total para una sola observacion es:
0l=02+03+ 0L+ 0k, = 180+ 448 + 578 + 345 = 155.1

y la desviacién estandar estimada es o, = 12.5.

Pruebas de hipétesis para los componentes de la varianza

La significancia de la contribucion de las componentes de maquinas, dias e
interaccion se puede evaluar con la prueba F, siendo el denominador del estadisti-
co F el cuadrado medio con el mismo valor esperado que el cuadrado medio en el
numerador bajo la hipétesis nula. La prueba de no interaccion, Hy: 03, = 0, re-
quiere que se use el cuadrado medio del error en el denominador, ya que tendr el
mismo valor esperado que CM(DM) bajo la hipdtesis nula. El estadistico es:

y se rechaza la hipoétesis, nula de no interaccion con Fy > F 5916 = 2.54.

La situacion es diferente para las pruebas que involucran a los componentes
de la varianza para los efectos principales, los cuadrados medios esperados para
los efectos principales son iguales a los cuadrados medios esperados para la
interaccion cuando la hipétesis nula es cierta, por lo tanto, el estadistico F; correc-
to para probar H: 0% = 0 es:

CMD _ 445 _ |

FO = =
CM(DM) 87

y se rechaza la hipotesis nula para el componente “dias” con Fy > F 534 = 3.86.

De las misma manera, el estadistico para probar H,: o, = 0 es:

_ CMM _ 549
CM(DM) 87

F, = 6.31

y la hipétesis nula para el componente “maquinas” se rechaza con F > F o534 =
3.86.

.
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Se puede calcular una estimacion de intervalo para 6° como se muestra en la seccion
5.4, ya que SCE/0? es una variable ji-cuadrada con ab(r — 1) grados de libertad.

Interpretacion de las estimaciones de los componentes de la varianza

Cada componente contribuye de manera significativa a la variacion de una
medida para este modelo especifico de espectrofolametro: el componente error,
o2 = 18.0, representa la variacion en la preparacion de las muestras de suero; el
componente maquinas, o2 = 57.8, es la variabilidad del desempefio de la maquina
y contribuye con el 37% de la variacion; el componente dias, % = 44.8, es la va-
riabilidad asociada con una nueva preparacién de las maquinas con nuevos reactivos
para el analisis de las muestras y otras fuentes de variabilidad que se pueden iden-
tificar con las diferencias en la operacion diaria y el componente de interaccion,
o 2,, = 34.5, contribuye con 22% de la variacion total. La interaccion significativa
implica que el desempeifio relativo de varias maquinas no varia de manera congruente
con los cambios en la operacién de un dia a otro y la falta de uniformidad en la
calibracion diaria de las maquinas es una posible explicacién de la interaccion.

El disefio factorial hizo posible identificar varias fuentes de variacion en las
mediciones que hace este modelo de espectrofotometro y el investigador, segin su
experiencia, podra decidir si alguna de las fuentes que contribuyen a la variabili-°
dad excede un nivel aceptable y, de ser necesario, corregira las deficiencias en la
maquina o en la condiciones de operacion.

Componentes de la varianza en estudios de tres factores

En la tabla 7.3 se muestran los cuadrados medios esperadas en un experimento de tres
factores con factores aleatorios. En la construccion del estadistico £, para las pruebas
de hipotesis sobre los componentes de la varianza en modelos aleatorios con mas de
dos factores aparecen algunas complicaciones, pues el cuadrado medio del error se
puede usar para probar la hipétesis de que no hay interaccion de tres factores, y el
cuadrado medio de la interaccion de tres factores, CM(ABC), para probar las hipotesis
de las componentes de interaccion de dos factores, pero al observar con cuidado los
cuadrados medios esperados en la tabla 7.3, se puede ver que no hay un cuadrado medio
legitimo para el denominador del estadistico F; al probar la hipétesis nula sobre las
componentes de la varianza que corresponden al efecto principal.

Para algunas hipdtesis se requiere una prueba F aproximada

Para probar la significancia de las componentes de la varianza del efecto prin-
cipal es necesario construir un cuadrado medio para el denominador del estadistico
Fy (Laconstruccion de un estadistico £, aproximado se estudia en el capitulo 5 para
numeros desiguales de submuestras). Por ejemplo, para probar la hipétesis H,: 73
= (), existen dos estadisticos posibles que se aproximan a la distribucién F.

La primera aproximacion se construye con CMB en el numerador y M = CM(AB)
+ CM(BC) — CM(ABC) en el denominador y la segunda usa M1 = CMB +
CM(ABC) en el numerador y M2 = CM(AB) + CM(BC) en el denominador.
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Tabla 7.3 Cuadrados medios esperados para un experimento con tres factores

aleatorios

Fuente de Grados Cuadrado

variacion de libertad medio esperado
A a—1 a? + ro%,, + rco’, + rbol, + rbco?
B b—1 o? + rol,. + rcol, + racy. + racol
C c—1 o? + ral,. + rbol + racgi. + rabo?
AB (@a—1)b—1) o+ rol,. + rco’,
AC (fa— -1 o? + ro%,. + rbol,
BC b—1D—-1 o*+ ro%. + racgi,
ABC (@a—DB-—Dc—1) o’ + ro’,
Error abe(r — 1) o?

Tal vez sea mas sencillo usar el primer cociente porque deben calcularse los gra-
dos de libertad aproximados para uno solo de los cuadrados medios mediante el
procedimiento de Satterthwaite (ecuacion 5.27), pero esto puede conducir a la cons-
truccion de un cuadrado medio negativo cuando algunas de las medias utilizadas
quedan con signos negativos en la funcion; Gaylor y Hopper (1969) presentan
algunos problemas asociados con aproximar la distribucion F con combinaciones
lineales de los cuadrados medios. El estadistico F, recomendado seria el segundo,
ya que maneja los cuadrados medios sintetizados, M1 y M2.

1.2 Modelos mixtos

Muchos experimentos se disefian para estudiar los efectos de un factor sobre la
media de la poblacion y los efectos de otro sobre la varianza de la misma, estos
experimentos tienen un mezcla de factores fijos y aleatorios. Los modelos para
arreglos factoriales que incluyen factores aleatorios y factores fijos se llaman
modelos mixtos, pues contienen una mezcla de los dos tipos de efectos.

El modelo y analisis para los efectos mixtos se compone de dos partes porque
hay dos tipos de inferencias. Las inferencias para el factor de efectos aleatorios se
aplica a la variacion en una poblacion de efectos, mientras que las inferencias para
los factores de efectos fijos estan restringidas a los niveles especificos usados en
el experimento. El experimento descrito en el siguiente ejemplo incluye una mez-
cla de factores aleatorios y fijos.

Ejemplo 7.2 Evaluacién de dos métodos quimicos en cuatro dias.

Con frecuencia se desarrollan nuevos métodos quimicos para probar compuestos
en el contexto de un laboratorio clinico. Dado que tiene la posibilidad de ele-
gir entre dos 0 mas métodos quimicos, el clinico debe evaluar el desempefio rela-
tivo de los métodos.
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donde u es la media, o, es el efecto fijo del factor 4, b, es el efecto aleatorio del
factor B, (ab), es el efecto de interaccion y e, es el error experimental aleatorio.
Se supone que los efectos aleatorios, b, y e, son independientes y siguen una
distribucion normal con media 0 y varianza o3 y 0%, respectivamente.

Se asume que los efectos de interaccion (ab), son efectos aleatorios, indepen-
dientes y siguen una distribucién normal con media 0 y varianza oZ,. Se supone
que los efectos de interaccion son aleatorios cuando uno de los factores involucra-
dos es efecto aleatorio.

Analisis de experimentos con factores mixtos

Los cuadrados medios esperados para el analisis de varianza de los modelos mix-
tos son diferentes a las de los completamente fijos o aleatorios. Para el experimen-
to sobre el método quimico del ejemplo 7.2 se ilustran los cuadrados medios espe-
rados y el analisis del experimento factorial con un factor fijo y otro aleatorio en
la tabla 7.5 se muestra el analisis de varianza para las 16 observaciones, incluyen-
do los cuadrados medios esperados en la tabla correspondiente. Observe el uso de
62, para la varianza del efecto fijo segin se definid en la tabla 6.5.

Tabla 7.5 Analisis de varianza para un experimento factorial con un factor fijo,
método, y otro aleatorio, dia

Fuente Grados Cuadrados Cuadrados
de variacion  de libertad medios medios esperados
Método 1 CMM = 329 o’ + rot, + rb@,
Dia 3 CMD = 144 o+ roi, + rac}
Interaccion 3 CMMD) = 62 o+ roi,
Error 8 CME = 14 g’

Fuente: Dr. J. Anderson, Beckman Instruments, Inc.

Pruebas de hipotesis para las componentes de la varianza y las medias

La hipétesis nula de no interaccion, Hy: 0%, = 0, se prueba con:

_ CM(MD) _ 62

Fy
CME 14

= 4.43

y la hipotesis nula se rechaza, ya que Fjy > F g5 35 = 4.07. La presencia de interaccion
con los dias sugiere la posibilidad de diferencias entre los métodos quimicos que
varian con los dias. Se pueden hacer comparaciones entre los métodos quimicos
en un mismo dia con contrastes entre las medias de celdas.

So6lamente en ausencia de interaccidn, seria adecuada una prueba de la hipote-
sis nula de que no hay diferencia entre las medias marginales del factor de efecto
fijo. Con fines ilustrativos, el estadistico F, para los métodos quimicos es:
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CMM 329

= = =531
CM(MD) 62

Fy

y la hipdtesis nula no seria rechazada, ya que Fy < F 5, ; = 10.13, pues las medias
observadas para los dos métodos quimicos fuerony, = 147yy, = 138 mg/dl.

El estadistico F para probar la significancia de a componente de la varianza
para dias, o3, es:

__CMD _ 144 _, .,
CM(DM) 62

Fy

y la hipotesis nula Hy: 63 = 0, no se rechazaria pues Fy < F 533 = 9.28.

Errores estindar para las medias del factor fijo

El error estandar para la diferencia entre los dos métodos quimicos en un dia

dado:
_ | 2(a% + roind)
0-()7,/ ) T s 7 S (7.4)

se estima mediante:

o :\/M= 2(62) _ 44 (1.5)
Gy =5 r 2(4)

Por regla general, el cuadrado medio usado para el error estandar de una diferencia
entre las medias de un factor de efecto fijo, es ¢l cuadrado medio en el denomina-
dor de F, que se usé para probar la hipétesis nula sobre el efecto fijo. Entonces, el
error estandar de la diferencia entre las medias marginales de los dos métodos
quimicos se estima con:

L \/ZCM(MD) _ \/ 262) _ 39 (7.6)
R rb 24)

Experimentos de tres factores con factores fijos y aleatorios

En la seccidn 7.1, se analiza el problema de construir el estadistico F, para probar
las hipétesis en un experimento de tres factores con tres factores aleatorios. Para
modelos de efectos mixtos con dos 0 mas factores aleatorios se presentan diferen-
cias similares. En la tabla 7.6 se muestran los cuadrados medios esperados para
experimentos de tres factores que tienen uno o dos factores de efectos aleatorios y
el resto de los factores de efecto fijo.
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Tabla 7.6 Cuadrados medios esperados para experimentos de tres factores con 1)
un factor de efecto fijo y dos de efecto aleatorio, y 2) dos factores de efecto fijo
y uno de efecto aleatorio

Cuadrado medio esperado

Fuente de

variacion A fijo, By C aleatorios Ay B fijos, C aleatorio

A o? + rok,. + reol, + rbol, + rbet o + ro, + rbol. + rbc6

B o2 + ro%,. + rco’, + raci, + racos o2 + roy, + rac, + rac

C o+ ral,. + rbai. + raci, + rabo? o2+ rol,.+ rbal, + racy. + raba?
AB a2 + roly, + reo?, a? + rat, + ret

AC g%+ ro%, + rbo’l, o2 + rod,. + rbol,

BC o’ +rok, + ragl, ol + rod, + raoi,

ABC o’ + roi, o + ral,

Error o? o?

Las dificultades encontradas en la construccién del estadistico F,, para algu-
nas hipotesis se hacen evidentes de inmediato con la inspeccién de los cuadrados
medios esperadas e incluso en algunos casos, no se dispone de una media cuadratica
valida para el denominador de F;,. Las medias cuadraticas para el estadistico Fj
deben sintetizarse como se describe en las secciones 5.11y 7.1.

Modelos mixtos alternativos con restricciones sobre la interaccion

Existen varias versiones de modelos mixtos basados en la definicion usada para
los efectos de interaccion (vea Hocking (1973, 1985) y Searle ef al (1992) los
detalles técnicos). El modelo alternativo, que coloca una restriccion sobre los efectos
de interaccidn, es:

yljk =M + a, + gj + (ag)x_] + eljk (7'7)
i=12,...,a j=12,...,b k=12,...r

donde u es la media, ¢, es el efecto fijo del factor 4, g, es el efecto aleatorio del
factor B, (ag), es el efecto de interaccion y e, es el error experimental aleatorio.
Se supone que g, y e,; son independientes, y tienen una distribucién normal con
medias 0 y varianzas o} y 0% y que los efectos de interaccion (ab), son aleatorios

y tienen una distribucién normal con media 0 y varianza <2a32,.

Como uno de los factores, o, es fijo, el modelo alternativo tiene la suma del
efecto de la interaccion igual a cero para los niveles del factor fijo, de manera que:

Ma

(ag)y = (ag), = 0

=1
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Con este modelo, la suma de los efectos de interaccion para los niveles del factor
aleatorio Y’(ag), = (ag), no serd igual a cero, porque representan sélo una mues-
tra aleatoria de los efectos de interaccion en cada nivel del factor fijo. Sin embargo,
en cualquier nivel dado del factor aleatorio existe un conjunto finito de efectos de
interaccién igual al nimero de niveles del factor fijo, y 1a suma ¥ ag), = (ag), es
igual a cero. En consecuencia, existe una covarianza entre dos efectos de interaccion

al mismo nivel del efecto aleatorio y diferentes niveles del efecto fijo, que es — L

0%, Por ejemplo, en el experimento del ejemplo 7.2, las observaciones hechas el
mismo dia con dos modelos quimicos estaran correlacionadas, pero las observacio-
nes del mismo método quimico en dos dias distintos no tendran correlacion.

Asi, la distincion primordial para el modelo alternativo es la presencia de co-
rrelacion entre los efectos de interaccion y en consecuencia, los valores esperados
de algunas cuadrados medios son diferentes en él. Por gjemplo, con dos factores, 4
fijo y B aleatorio, las medias cuadraticas esperadas son:

E(CMA) = o2+ rol, + rb6?

E(CMB) 2

g

o+ rao

(1.8)
E[CM(AB)] = o2+ rol,

E(CME)

2

g

El cuadrado medio esperado para el factor de efecto principal aleatorio no
incluye el componente de interaccién en la ecuacion (7.8), mientras que previa-
mente, en la tabla 7.5, se encontraba presente. Esta diferencia en el cuadrado me-
dio esperado para el efecto principal aleatorio puede tener un impacto considera-
ble en la inferencia estadistica, por ejemplo, si se usara el modelo restringido para
el ejemplo 7.2, una prueba de la hipétesis Hy: 63 = 0 requeriria el estadistico de
prueba Fy = CMD/CME = 144/14 = 10.29 y la hipétesis nula se rechazaria con F,
>F 538 = 4.07, que es justamente la conclusion opuesta a la obtenida con la prue-
ba orginal para el modelo sin restricciones en la interaccion.

Hocking (1973), estudia la relacion entre los dos modelos y muestra que la
relacién entre las componentes de la varianza es:

1
gl =0} +—0a% (7.9
a
2 — 2
Uag = 0w

El modelo original sin restricciones sobre los términos de interaccidn supuso
que los efectos de interaccion aleatorios (ab), eran no correlacionados, con media
0 y varianza o,; también que b, y e, son efectos aleatorios no correlacionados,
con varianza 0y y O° respectivamente, pero no se hizo la suposicién de que la suma
de (ab), sobre los niveles del factor fijo, X (ab), = (ab) ,, fuera igual a cero.
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Por lo tanto, debe hacerse una eleccion razonable del modelo mas apropiado
para la situacion experimental. El modelo sin restricciones sobre la interaccion
tiene una ventaja importante: los cuadrados medios esperados para los datos no
balanceados son congruentes con el modelo no restringido (Hartley y Searle, 1969).
El modelo restringido no se considera en el caso desbalanceado. Si existe una
posibilidad de correlacion entre los efectos de un factor fijo para un nivel dado del
efecto aleatorio, y los datos estdn balanceados, entonces el modelo restringido de
interaccion puede ser adecuado. Si no es asi, o si los datos son no balanceados,
entonces lo mas apropiado sera el modelo sin correlacion entre los efectos de
interaccion expuesto en esta seccion.

7.3 Disefios de factores anidados: una variacion del tema

F1 disefio estandar factorial tiene dos caracteristicas notables: cada nivel de cada
factor ocurre con todos los niveles de los demas factores, y es posible examinar la
interaccion entre ellos.

En cierto tipo de estudios, los niveles de un factor, B, no seran idénticos en
todos los niveles de otro factor, 4. Cada nivel del factor A contendra diferentes
niveles del factor B.

Se dice que los niveles del factor B estan anidados dentro de los niveles del
factor 4. En este caso, reciben el nombre de disefios de factor anidado, también
se conocen como diserios jerdrquicos. El siguiente ejemplo ilustra un disefio para
estudiar las componentes de la varianza de factores anidados.

Ejemplo 7.3 [Estindares de glucosa en quimica clinica,

Los laboratorios clinicos realizan anélisis de suero humano que son criticos para
el diagndstico médico correcto. Los laboratorios mantienen programas de control
de calidad para supervisar el desempefio de los analisis y cerciorarse de que el
médico recibe informacion exacta para el diagnostico.

Las fuentes de variacién importantes en estos analisis son los dias en los que
se realizan, las corridas repetidas cada dia y la preparacion de las réplicas
de muestras de suero en las corridas. El programa de control de calidad requiere
que se pruebe un espectrofotometro con varias corridas cada dia, usando suero
normal para las corridas de control. Las preparaciones de las réplicas de suero se
evaltan dentro de cada corrida.

Los datos de la tabla 7.7 son las observaciones de un disefio usado para con-
trolar la calidad de los analisis de glucosa. Los sueros con glucosa normal se
guardan en el laboratorio justo para las corridas de control de calidad. Se hicieron
¢ = 3 réplicas del estandar preparado para cada una de las b = 2 corridas en cada
uno de los ¢ = 3 dias.

Se trata de un disefio anidado con dos corridas independientes y unicas cada
dia. El anidado de las corridas ocurre porque una corrida de cualquier dia no tiene
relacion con la de otro; por ejemplo, la primera corrida en dia 1 no tiene nada en
comun con las primeras corridas de los dias 2 y 3. En la tabla 7.7 las corridas se
numeraron del 1 al 6 para reflejar su independencia mutua entre los diferentes dias.
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o De la misma manera, las preparaciones de las réplicas de suero estan anida-

i i das dentro de las corridas. Los dias, corridas y réplicas representan factores en el
: primero, segundo y tercer nivel de la jerarquia.

Tabla 7.7 Glucosa (mg/dl) en los estandares de control de calidad

Dia 1 Dia 2 Dia 3
Corrida 1 Corrida 2 Corrida 3 Corrida 4 Corrida 5 Corrida 6

42.5 422 48.0 42.0 41.7 40.6

433 41.4 44.6 42.8 434 41.8
429 41.8 437 42.8 425 41.8
Media diaria (7, ) 424 340 42.0

Fuente: Dr. J. Anderson, Beckman Instruments, Inc.

Otros ejemplos con factores anidados

Consideremos un estudio de genética en animales donde cada macho (padre)
se cruza con una muestra aleatoria de hembras (madres), y cada cruza produce una
camada de varios descendientes como se muestra en el cuadro 7.1. Como los ma-
chos, las hembras y los descendientes representan los factores de interés en el
estudio, los descendientes o progenie de una hembra son diferentes de los de otras,
la progenie esta anidada dentro de las hembras y los factores en el disefio anidado
forman una jerarquia. Las jerarquias o anidado de los factores se ilustran en el
cuadro 7.1. El nivel mas alto de la jerarquia representa los machos, seguido de las
hembras y la progenie en el segundo y tercer nivel, respectivamente.

Cuadro 7.1 Diseiio de factores anidados en un estudio de genética.

Macho
Hembra

Progenie

Se tienen b = 3 hembras distintas cruzadas con cada uno de los ¢ = 2 machos
que dan un total de ab = 6 hembras, y se tienen ¢ = 2 descendientes por hembra,
con los que se obtiene un total de abc = 12 descendientes.

Los disefios anidados suelen presentarse en aquellas investigaciones educativas
que utilizan varias escuelas elementales. Los salones de clase estan anidados dentro
de las escuelas y los estudiantes estan anidados dentro de los salones de clase.
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Un experimento sobre formulas para tefiido de telas requiere que varias répli-
cas de cada formula se mezclen de manera independiente y que cada lote se pruebe
con varios especimenes de tela comun. Los lotes réplica estan anidados dentro de
las férmulas de teiido y los especimenes de tela estdn anidados dentro de los lotes.

Modelos estadisticos para los factores anidados

Los factores en la jerarquia del disefio anidado pueden ser fijos o aleatorios. El
disefio para las normas de glucosa en ¢l ejemplo 7.3 tendria todos los factores
aleatorios si dias, corridas y réplicas de preparaciones de suero se consideraran
muestras aleatorias de sus respectivas poblaciones.

El modelo lineal para un disefio anidado con tres factores aleatorios anidados,
A, B dentro de 4 y C dentro de B, es

yljk =M + a, + bj(l) + Cl((l_]) (7'10)

i=12,..,a j=12,...,b k=12,..c

donde a, es el efecto del factor 4, b, es el efecto del factor B anidado en 4, y ¢,
es el efecto del factor C anidado en B y el subindice j(i) se refiere al factor repre-
sentado por el subindice j anidado en el factor representado por el subindice i. Se
supone que los efectos a,, b, y ¢4, son aleatorios e independientes, con medias 0
y varianzas 0%, O}, ¥ Ok, Tespectivamente.

En el estudio de genética del cuadro 7.1, el factor 4 es un efecto fijo si solo se
dispone de dos machos para el estudio y el investigador desea restringir a ellos los
resultados genéticos, y los efectos de la hembra son aleatorios si representan seis
hembras elegidas al azar de una poblacion potencial de hembras. Si los efectos del
factor A son fijos, entonces el efecto aleatorio g, mostrado en la ecuacion (7.10) se
sustituye por la notacion de efecto fijo ¢,

En un estudio, ambos factores pueden tener efectos fijos. Supongamos que el
departamento de bomberos de un area metropolitana grande desea evaluar el efec-
to de dos tipos de rotacion de brigadas sobre su eficiencia en seis areas, un tipo de
rotacion se prueba en tres de los distritos elegidos al azar y el otro en los tres
restantes. En cada areas se prueba una muestra aleatoria de brigadas después del
periodo de evaluacion. El factor rotacién, A4, es fijo porque solo dos tipos de rota-
cién de brigadas estin bajo consideracion; también el factor area, B, es fijo porque
sdlo se estudian las seis areas que existen en el area metropolitana. Si los factores
Ay B son fijos, entonces los efectos aleatorios a, y b, se sustituyen en la ecuacion
(7.10) por los efectos fijos @, y B,

Analisis de factores anidados aleatorios

Los objetivos de los estudios que utilizan el disefio anidado de efectos aleatorios
dependen del tema del estudio, pero comprenden la estimacion de los componen-
tes de la varianza y las pruebas de hipotesis sobre éstas. Las particiones de las
sumas de cuadrados del anélisis de varianza se utilizan para los procedimientos de
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estimacion y de prueba los calculos del analisis de varianza son idénticos a los de
las submuestras que se muestran en la tabla 5.5 Los cuadrados medios esperados
con todos los efectos aleatorios estan dadas en el analisis de varianza abreviado
descrito en la tabla 7.8.

Tabla 7.8 Cuadrados medios esperados para el analisis de varianza de un disefio
anidado con tres factores aleatorios, 4, By C

Fuente de Grados Cuadrado Cuadrado
variacion de libertad medio medio esperado
Total abc — 1

A a—1 CMA 0%y + €Oy T beo?
B dentro de 4 ab—1) CM(B/A) o2p T coly

C dentro de B ab(c — 1) CM(C/B) Tim

Estimadores puntuales para los componentes de la varianza

Las estimaciones varianza de los componentes de la varianza se encuentran
igualando las medias cuadraticas observadas con los cuadrados medios esperados
y despejando. Los tres estimadores para el analisis de la tabla 7.8 son:

2. = CM(C/B)
_ [CM(B/A) — CM(C/B)]
C

(7.11)

/&%7(11)

52 _ __[CMA — CM(B/A))]
bc

Las hipotesis nulas de interés son H,: 62 = 0 si las a, son efectos aleatorios, y
Hy uy, = p, = - = pu, paraefectos fijos con el estadistico Fy = MCA/ MC(B/
A). La hipétesis Hy: 03,y = 0 se prueba con Fy = CM(B/A)/ CM(C/B).

Normas de control de calidad para el andlisis de glucosa

El analisis de varianza para los estandares de glucosa del ejemplo 7.3 se mues-
tra en la tabla 7.9. Muchos programas de computadora imprimen una tabla de los
cuadrados medios esperadas y las estimaciones de las componentes de la varianza
si se les solicita. El coeficiente para la componente dia (62) es bc = 6, mientras
que el coeficiente para la componente corrida/dia es ¢ = 3.
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Tabla 7.9 Analisis de varianza para las normas de control de calidad sobre la glucosa

Fuente Grados Suma Cuadrados
de variacion de libertad de cuadrados medios Valor F Pr > F
Total 17 43.88
Dia 2 13.76 6.88 1.26 400
Corrida/dia 3 16.36 5.45 4.75 021
Réps/corrida 12 13.76 1.15

Las estimaciones de los componentes de la varianza son:

Réps: ©%; = CM(Rep/Corrida) = 1.15

1.43

.. ~, _|CM(Corrida/Dia) — CM(Rep/Corrida) | _ (5.45 — 1.15)
Corrida: T3, = = =

[

[CMDia — CM(Corrida/Dia)] _ (6.88 — 5.45) _ 0

Dia: 0=
be 6

24

La estimacion de la varianza total para un analisis de glucosa estandar es:
02 = TL + Ohy t Oy =024+ 143 +1.15=2382

con desviacion estandar &, = 1.68. Cerca del 9% de la variacion se atribuye a la
variacién de un dia a otro, 6 2; 51% a la variacion de las corridas de un dia, & ﬁ(a),
y 41% a la variacién entre las réplicas de una corrida,  %;,. La gran media del
estudio fuey = 42.8, y el porcentaje del coeficiente de variacion de los estandares
de glucosa en este conjunto de corridas fue %CV = (100)(G,/y ) = (100)(1.68/
42.8) = 3.9%.

Errores estindar para medias
Las varianzas para la gran media del estudio ¥ y una media del diay, son:

2 2 2 2 2
(b O ba) g, Owry  Oha)

“ @b tTap T A (7.12)

g

AL

respectivamente. Las estimaciones son:

, _CMDia _ 6388

T T Tae )Q0)
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2 = CM (Corrida/Dia) _ 5.45 _
be 2)(3)

Las estimaciones de los errores estandar son s; = V038 =062y 55, =V 0.91
= 0.95.

Las varianzas, desviaciones estandar, errores estandar, coeficientes de varia-
cion y medias, son estadisticos utiles para la supervisién del control de calidad.
Los registros acumulados de estos estadisticos con frecuencia se almacenen en un
laboratorio y se inspeccionan con regularidad, si los valores se desvian de algunas
normas establecidas, el analista debe investigar el proceso en busca de la fuente o
causa de desviacidn.

Pruebas de hipétesis sobre varianzas
La prueba de la hipétesis nula para la componente de varianza “dia” es:
_ CM Dia _ 6.88

® CM(Corrida/Dia)  5.45

y no es significativa con Pr > F = 400 (tabla 7.9). La prueba de la hipdtesis nula
para la componente “corrida en un dia” es:
Fy = CM(Corrida/]?ia) _ 545 _ 4.75
CM(Rep/Corrida) 1.15

=1.26

y es significativa con Pr > F = 021 (tabla 7.9). Estos resultados indican que el
analista puede aumentar la precision de manera efectiva si concentra sus esfuerzos
en reducir la variacion entre las corridas del mismo dia y las réplicas dentro de las
corridas para obtener estimaciones mas precisas.

Andlisis para efectos de factor fijo

Los estadisticos F, para las pruebas de hipdtesis con efectos fijos en el disefio
anidado se pueden determinar a partir de los cuadrados medios esperados que se
muestran en la tabla 7.10. Los efectos de factor fijo se definen de manera que Z, ¢,
=0yZ B,=0parai=1,2,..,a.

Tabla 7.10 Cuadrados medios esperados para el analisis de varianza de un disefio
anidado con factores fijos y mixtos para 4 y B.

Cuadrados
medios Ay B fijos A fijo y B aleatorio
CMA oy T beXall(a — 1) 0%y oy + beXaa — 1)
CM(B/A) 0’%‘(17) + CZ,B,Z(,)/a(b - 1) U%’(b) +C0%(a)
CM(C/B) oly T

Con 4 fijo y B aleatorio, la hipotesis nula para los efectos del factor A4, Hy:
o =o, = =, se prueba con F, = CMA/CM(B/A). Cuando ambos factores
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son fijos, la hipotesis nula para los efectos del factor 4 se prueba con Fy = CMA/
CM(C/B). La hipétesis nula para los efectos del factor B con ambos factores fijos es
Hy: Biy = Bawy = - = Pay para toda i, y se prueba con Fy = CM(B/A)/CM(C/B).

Disefio anidados desequilibrados para igualar informacién sobre las varianzas

El disefio de factores anidados contiene mas informacion de los factores en nive-
les bajos de la jerarquia del disefio que en los niveles altos. En estudios grandes,
las discrepancias en los grados de libertad entre las fuentes de variacion pueden
ser considerables, por lo que se desarrolaron los disefios anidados desequilibrados
para igualar los grados de libertad correspondientes a los cuadrados medios en
cada nivel de la jerarquia.

Los disefios desequilibrados tienen ntimeros de niveles diferentes para facto-
res que estan anidados dentro de otros, los niveles para el factor B anidado en el
factor A varian de un nivel a otro del factor 4 de manera que los grados de libertad
para CMA y CM(B/A) se parecen mas. De la misma manera, los niveles del factor
C anidados en el factor B pueden variar con los niveles de B para lograr grados de
libertad para CM(C/B) similares a los de otros cuadrados medios.

Anderson (1960) y Bainbridge (1963) proporcionaron los primeros resultados
sobre el uso de disefios desequilibrados, Smith y Beverly (1981) proporcionan una
discusion general sobre el uso y andlisis de disefio desequilibrados y Goldsmith y
Gaylor (1970) enumeraron 61 disefios desequilibrados para tres etapas de factores
(4, By C), tales que las componentes de la varianza se pueden estimar mediante el
método de analisis. Los disefios enumerados por Goldsmith y Gaylor incluyen dos
o tres de las cinco posibles estructuras fundamentales mostradas en el cuadro 7.2.

Cuadro 7.2 Cinco estructuras fundamentales para disefios anidados
desequilibrados de tres etapas (los niveles de B dentro
de A son b;y los niveles de C dentro de B son c;;)

Estructuras
Etapa 1 2 3 4 5
A
o KA AN A
C/B
b, 2 2 2 1 1
¢, 2 2,1 1 2 1

El analisis de los disefios desequilibrados de tres etapas siguen el patron esta-
blecido para el analisis con muestras y réplicas desiguales en la tabla 5.8. Leone ef
al (1968), proporcionaron una férmula computacional para los disefios anidados de
cuatro etapas con niveles desiguales en todas las etapas, también establecieron for-
mulas para las sumas de cuadrados del analisis de varianza, los cuadrados medios
esperados y las estimaciones de las varianzas para las medias en las diversas etapas
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del disefio (¥ ,¥, ,¥,.YYy); en tanto que Gates y Shiue (1962) proporcionaron
féormulas para calcular las sumas de cuadrados del analisis de varianza y los cuadra-
dos medios esperados para una clasificacion jerarquica general de S etapas.

¢ Ejemplo 7.4 Un disefio desequilibrado para muestras de suelo

Los datos del ejercicio 5.8 fueron generados a partir de un disefio anidado des-
equilibrado para estimar los componentes de la varianza para las caracteristicas
de las muestras de suelo. Los tres factores en el disefio fueron campos (F), seccio-
>t nes (C)y localidades dentro de las secciones (L). Supongamos que se muestrean
. a = 12 campos y b; = 2 secciones por campo y que en los campos 1 a 6 se
1 muestrean ¢;; = 2 localidades por seccion y en los campos 7 a 12 se muestrean c;;
= 1 localidades por seccion. Este disefio desequilibrado tiene seis réplicas en las
estructuras 1 a 3 del cuadro 7.2 como se muestra en el 7.3. El disefio es uno de los
enumerados por Goldsmith y Gaylor (1970).

Cuadro 7.3 Diseiio anidado desequilibrado para muestras de suelo

Estructura 1 Estructura 3
Campos 1 a 6 Campos 7 a 12

Campo

Seccion

Ubicacion

b, 2 2

¢, 2 1

c, 4 ©2

El andlisis de varianza descrito para este diseflo, mostrado en la tabla 7.11,
sigue el formato mostrado en la tabla 5.8 y utiliza la ecuacion (5.23) para calcular
los coeficientes de los componentes de la varianza en los cuadrados medios espe-
rados, los grados de libertad casi iguales para los cuadrados medios proporcionan
informacidn casi igual en cada fuente de variacion y las componentes de la varianza
se estiman mediante el siguiente método de analisis:

_ [CM(S/F) — CM(L/S)]

Tlp = CM(L/S), 3%,
®) (L/S) b(a) 150

y (7.13)

~2 _ _[1.SOCMF — 1. 48CM(S/F) — (1.50 — 1.48)CM(L/S)]
(2.97)(1.50)

IS
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Tabla 7.11 Descripcion del analisis de varianza con cuadrados medios esperados
para el disefio anidado desequilibrado

Fuente Grados Cuadrados Cuadrados
de variacion  de libertad medios medios esperados
Campo a—1=11 CMF oy + 14803, + 29707
Secciones zl,b, —a=12 CM(S/F) o2y T 1.500%,
Ubicacion N —Xb =12 CM(L/S) o2

14 Disefios de factores cruzados y anidados

Ciertas condiciones experimentales dan lugar a arreglos factoriales que contienen
factores cruzados y anidados. En este caso, algunos factores estan cruzados con el
arreglo factorial de niveles usual, mientras que otros estan anidados dentro de las
celdas del arreglo factorial o dentro de los niveles de al menos uno de los factores.
En ocasiones estos disefios reciben el nombre de diserio factorial anidado (Anderson
y McLean, 1974; Hicks, 1973; Smith y Beverly, 1981).

Ejemplo 7.5 Evaluacion del espectrofotémetro

Las compaiiias que fabrican maquinas e instrumentos tienen departamentos de
investigacion y desarrollo para producir nuevos instrumentos o mejorar los actua-
les. Las pruebas de desempeiio forman parte de la etapa de desarrollo de cualquier
maquina, en ellas se prueban las funciones mecanicas o eléctricas de las maquinas,
su exactitud en el desempefio de las funciones asignadas y otros aspectos.

Problema de investigacion: En este contexto, un investigador desarrollaba un
nuevo espectrofotdmetro para uso en laboratorios médicos, se habia construido
un modelo seguin el disefio propuesto y estaba listo para la evaluacion de sus
capacidades en un laboratorio. Era necesario determinar si ese disefio en particu-
lar establecia las propiedades del espectro en el intervalo requerido por los
estandares de glucosa en suero, por lo que el investigador debia establecer si la
variabilidad y uniformidad de los resultados en multiples corridas diarias queda-
ban dentro de las especificaciones.

Diserio del tratamiento: Se uso6 un disefio de tratamiento factorial con “concen-
traciones” de glucosa y “dias” como factores y se elaboraron muestras de suero
con diferentes niveles de glucosa para cubrir el intervalo de concentraciones que
debia analizar el instrumento. Las tres concentraciones se analizaron cada dia, de
manera que las concentraciones se cruzaron con los dias en un arreglo factorial
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de 3 X 3 se realizaron dos corridas del instrumento cada dia, con lo que las corri-
[ ' das quedaron anidadas dentro de los dias.

Diserio del experimento: Se prepararon cuatro muestras réplica de suero con cada
concentracion de glucosa cada dia, se asignaron al azar dos muestras de
cada concentracion a cada corrida diaria y las seis muestras se analizaron en or-
den aleatorio en cada corrida. El mismo técnico prepard las muestras y opero el
instrumento durante el experimento.

El disefio tenia factores cruzados y anidados con a = 3 concentraciones cruzadas,
con b = 3 dias, con ¢ = 2 corridas anidadas en cada dia y » = 2 réplicas de suero
preparadas para cada concentracion de cada corrida. Las concentraciones de glu-
cosa observadas en el espectrometro se muestran en la tabla 7.12.

Tabla 7.12 Concentraciones de glucosa (mg/dl) para tres muestras de concentraciones
estandar de dos corridas de un espectrofotometro en cada uno de tres dias

Dia 1 Dia 2 Dia 3
Concentracion Corrida 1 Corrida 2 Corrida 3 Corrida 4 Corrida 5 Corrida 6

1 41.2 41.2 39.8 41.5 41.9 45.5

42.6 41.4 40.3 43.0 42.7 447

2 135.7 143.0 1324 1344 1374 141.1

136.8 143.3 130.3 130.0 1352  139.1

3 163.2 181.4 173.6 174.9 166.6 175.0

163.3 180.3 173.9 175.6 165.5 172.0

Fuente: Dr. J. Anderson, Beckman Instruments, Inc.

Modelo estadistico para factores cruzados y anidados

El modelo estadistico para este experimento en particular es:

yl_]k] =M + a, + bj + Ck(]) + (ab)U + (ac),k(]) + e,jkl (7.14)
i=12,....a j=12,..,b k=12,...c 1=12,...,r

donde ¢, es el efecto fijo para la concentracidn, b, es el efecto aleatorio del dia,
kg es el efecto aleatorio de las corridas anidadas en el dia, (ab), es el efecto
aleatorio para la concentracion por dia, y e, es el error experimental aleatorio.
Las suposiciones para los efectos son congruentes con las indicadas en la seccion
anterior para modelos aleatorios, mixtos y anidados.

Los efectos del modelo para los dos factores cruzados, concentracion y dia,
siguen la convencion usual con los efectos principales y de interaccion; el efecto
del modelo para las corridas dentro de los dias sigue la convencion usual para un
factor anidado en otro factor y el efecto de interaccion para la concentracion por
corrida anidada en el dia es la caracteristica nueva en este modelo. Como cada
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concentracidn se evalua en cada corrida, los dos factores constituyen un arreglo
factorial completo cada dia, Por lo que, la concentracion por corrida puede eva-
luarse por dia y anidarse o unirse a través de los dias, ya que las corridas anidadas
dentro de los dias son corridas tinicas en cada uno.

Cuadrados medios esperados

El modelo mostrado en la ecuacién (7.14) es un modelo mixto con uno de los
factores cruzados aleatorio y el otro fijo. Los cuadrados medios esperados para el
andlisis de varianza estan afectadas por el modelo supuesto para los factores cru-
zados y la manera en la que otros factores se anidan en el experimento; en conse-
cuencia, es posible que exista una variedad de patrones en los cuadrados medios
esperados. Los cuadrados medios esperados para los modelos con 4 y B fijos o con
A fijo y B aleatorio se muestran en la tabla 7.13.

Tabla 7.13 Cuadrados medios esperados para un factorial anidado con 4 y B
cruzados y C anidado dentro de B

Cuadrado medio esperado

Fuente Grados
de variacion de libertad A fijo, By C aleatorios Ay B fijos, C aleatorio
Total abcr — 1
A a—1 o2+ roly +crod, + berd’ o+ role + bert
B b—1 o*+roly +arcy, +crol, +acrol o+ roly, + aray + acrb
AB (@a—Db-1) o>+ roky +crol o’ + rolg tcrth,
C/B blc — 1)  a*+ radyy, + arcy o’ + rol t arcky,
ACB  bla—D(c—1) o+ rosy o+ role
Error abc(r — 1) o? a?
Grados de libertad

Los grados de libertad de las fuentes de variacion en el analisis de varianza
siguen las convenciones usuales para los factores cruzados, 4 y B (seccion 6.4);
los grados de libertad de C anidado dentro de B siguen la convencidén para un
factor anidado dentro de otro (seccién 7.3); los grados de libertad para la interaccion
AC anidada dentro de B siguen la convencion de grados de libertad anidados, solo
en este caso la interaccion medida en cada nivel de B tiene (@ — 1)(¢ — 1) grados
de-libertad; entonces, al anidar en b niveles de B se tienen b(a — 1)(c — 1)
grados de libertad y los grados de libertad para el error son lo de cada celda, r — 1,
agrupados sobre las abc celdas del experimento.

Analisis de factores cruzados y anidados

En la tabla 7.1 se muestra el analisis de varianza para las observaciones de la
evaluacion del espectrofotometro del ejemplo 7.5 . Se requieren cuatro cuadrados
medios diferentes como denominadores del estadistico F, para probar las hipdte-
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sis sobre los efectos o los componentes de la varianza en el modelo con un factor
fijo y dos aleatorios (vea las tablas 7.13 y 7.14). El cuadrado medio del error es el
denominador de F, para probar concentracion X corridas en un dia, CR/D; El cua-
drado medio para CR/D es el denominador de F;, necesario para probar las corridas
en un dia, R/D, y la interaccion concentracion X dia, CD; el cuadrado medio CD
es el denominador de F, requerido para probar las diferencias entre las medias de
concentracion, C, los cuadrados medios sintetizados para F, necesarias para pro-
bar la variacién de un dia, D, son:

CMN = CM(D) + CM (CR/D) = 42.4
para el numerador y:
CM = CM(CD) + CM(R/D) = 131.8

para el denominador. Es obvio que Fy = CMN/CM = 42.4/131.8 = 0.32 no sera
significativo. Muchos programas usan en forma automatica el cuadrado medio
obtenido para el error experimental en todos los estadisticos £, lo cual no siempre
es el denominador correcto; esos programas requieren instrucciones especiales
para calcular el estadistico F, correcto si tienen la capacidad.

Tabla 7.14 Analisis de varianza para las mediciones de glucosa del
espectrofotémetro, a partir de un factorial con factores cruzados y anidados.

Fuente' Grados Suma Cuadrados

de variacion de libertad de cuadrados medios F Pr>F
Total 35 108,934.1
C 2 108,263.6 54,131.8 1,227.48 .000
D 2 24.9 124 * *
CD 4 176.4 441 1,47 321
R/D 3 263.1 87.7 2.92 122
CR/D 6 180.2 30.0 21.43 .000
Error 18 25.8 14

* Prueba con cuadrado medio sintetizado
t C = concentracién, D = dia, R/D = corrida anidada en dias

Como era de esperarse, las diferencias de concentracion fueron significativas,
Fy=1227.48 con Pr> F = .000. La interaccion concentracion X dia no fue signi-
ficativa: Pr> F = .321, lo que indica un desempefio bastante congruente del instru-
mento de un dia a otro respecto a la medicién de concentraciones, pero concentra-
cion X corrida en un dia fue significativa, Fy = 21.43 y Pr> F = .000, mientras las
corridas en los dias con Fy = 2.29 y Pr> F = 122 no lo fueron. Debe revisarse la
uniformidad entre las corridas del instrumento a través de las concentraciones, las
discrepancias pueden deberse a la operacion del instrumento o a diferencias en la
preparacion de las muestras para cada concentracién de una corrida a otra.
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1.5 ¢Cuantas réplicas?

Modelos aleatorios

El nimero de réplicas para detectar las contribuciones significativas deseadas de
una componente de la varianza requiere un valor de la constante A, donde el esta-
distico F tiene una distribucion central F, ,,, multiplicada por A? (vea la seccion
5.8). En general, el valor de A? puede evaluarse como sigue: sea F, el cociente de
los cuadrados medios Fy, = CMN/CMD, donde CMN y CMD denotan las medias
respectivas para el numerador y el denominador de F; la constante A% es el cocien-
te de los cuadrados medios esperados, es decir, A> = E(CMN)/E(CMD) (Los deta-
lles técnicos se pueden encontrar en Graybill (1961)). Las graficas de la tabla X
del apéndice se usan como se describe en la seccion 5.8.

Considerando el modelo de dos factores aleatorios de la seccion 7.1. Una prueba
de hipotesis Hy: ot = 0 requiere F, = CMA/CM(AB), de manera que:

\2 = E(CMA)  o?+rol +rbol L4 rbo? (7.15)
E[CM(AB)] o + ro?, o2+ rad,

Modelos mixtos

La deteccidon de efectos de factores fijos prescritos, digamos 4, para el experimen-
to del modelo mixto de dos factores requiere:

{
2
bry, o
2 =1

- 7.16
a(o® + ray) ( )

] para las graficas de latabla IX del apéndice para factores fijos. El valor de la constante A
| parapruebas sobre 63y 62, se puede determinar como se mostro para el modelo aleatorio.

16 Reglas para los cuadrados medios esperados

Las reglas para los cuadrados medios esperados expuestas en esta seccion se apli-
can a la mayor parte de los disefios balanceados con igual nimero de réplicas. El
numero de niveles para cualquier factor no varia en los disefios balanceados,
incluyendo factoriales cruzados, factoriales anidados y mezclas de factores cruza-

‘ dos y anidados. Las reglas se adaptaron de las proporcionadas en varias publica-
ciones como Bennett y Franklin (1954) y Mason, Gunst y Hess (1989). Muchos
programas de computadora tienen instrucciones para producir los cuadrados me-
dios esperados para el analisis de varianza.

! Reglas ilustradas con el modelo mixto no restringido

Las reglas se ejemplifican con un experimento con modelo mixto de dos factores,
A fijo y B aleatorio, con r réplicas para cada combinacion del tratamiento.
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1. Se escribe el modelo lineal para el disefio:
yljk =K + Qa, + b] + (ab)U + ek(,])
i=12,...,a j=12,....b k=12,...r

Observe el subindice de la réplica & esta anidado dentro de la ij-ésima combinacién
de tratamiento.

2. Se construye una tabla de dos factores con:
(a) Unrenglon para cada término del modelo, excluyendo a i, etiquetada con el
término del modelo
(b) Una columna para cada subindice usado en el modelo.

3. En la parte superior de cada subindice de columna se escribe el nimero de niveles
del factor correspondiente y escriba “R” si el factor es aleatorio y “F” si es fijo.

4. Se afiade una columna cuyos elementos son la componente fija o aleatoria de la
varianza para el efecto representado por ese renglén de la tabla.

F R
a b r
Fuente i J k Componente
A a, A
B b, o}
AB (ab), o
Error € o?

5. Para cada rengldn, si no aparecen los subindices de la columna en el efecto del
renglon, se introduce el numero de niveles correspondientes al subindice.

R R
a b r
Fuente i i k Componente
A a, b r *
B b, a r o}
AB (ab), ¥ o2
Error € a?

6. Si un subindice estd entre paréntesis en el efecto del renglon, se coloca un 1 en
celdas bajo esos subindices en el paréntesis.
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F R R

a b r
Fuente i J k Componente
A a, b r &
B b, a r o
AB (ab), r o
Error ey 1 1 o?

7. a.

Para cada renglon, si ahora el subindice concuerda con el subindice de la co-

lumna, se introduce un 0 si la columna representa un factor fijo F y existe una
componente fina de la varianza para el efecto representado por el renglon.

b.

Se coloca un 1 en el resto de las celdas.

F R R

a b r
Fuente i J k Componente
A a 0 b r ¢
B b, a 1 r o}
AB (ab), 1 1 r o2
Error &y 1 1 1 a?

8. Paradeterminarel cuadrado medio esperado para una fuente especifica de variacion:

a.
b.

Se incluye ¢® con un coeficiente de 1 en todas los cuadrados medio esperados.
De las componentes de la varianza restantes se incluyen sélo aquellas cuyos
términos correspondientes en el modelo incluyen subindices del efecto en
consideracion. Para E(CMB) el efecto b, se incluyen 0%, y 0} ademas de ¢
Se recorren las columnas que contienen subindices sin paréntesis para el efec-
to en consideracion. Para ¢; se recorre i y para e, se recorre k.

El coeficiente para cada componente en la E(CM) es el producto de las co-
lumnas restantes del renglon de ese efecto. Para E(CMB) se recorre la colum-
na con j de manera que so6lo los valeres en las columnas i y & quedan visibles.
Para el renglon (ab), los valores visibles son 1 y  de manera que el coeficien-
te para a3, es 1 - r = r. Para el renglén de b, los valores visibles son a y » por
lo que el coeficiente para Gt es a - r.

Fuente

F
a

R -

Componente E(CM)

A

B

AB
Error

6 ot + rol, + bré?
o3 o’ + rol, + arol
o’ + ro,

o? o?

7
(ab),
€iy)

— = O L O

_ Y Y
q
0
>
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llustracion: A continuacion se presenta la tabla completa para determinar los cua-
drados medios esperados de un factorial de modelo mixto con factores cruzados y
anidados. Los factores 4 y B son fijos y cruzados y el factor C es aleatorio
y anidado dentro de B a través de 4. El modelo es

Yy = 1t a, + B+ (af), + oy T (@0)ug T ey

F

a b c r
Fuente i j k I Componente ECM)
A a 0 b c r & 0% + rol.y + bert
B B a 0 c r & 0% + roly T aroky, + acrt}
AB (aB), 0 0 c r &, 0% + rolyy, + crél,
C/B Gy a1 1 r Tih 0% + roky + arody
(AC)/B (ac)u, 1 1 1 r Tl o+ 1o
Error ey | 1 1 1 a? a?

Alteracién de las reglas para los modelos mixtos restringidos

Si se usa el modelo mixto restringido, se requiere una alteracién del método en el
paso 7, es decir, el modelo en el que los efectos de interaccion estan correlacionados
y su suma sobre los subindices de los efectos fijos estd restringida a cero. El paso
7 a) serd “Para cada renglon, si cualquier subindice de renglon concuerda con el
subindice de la columna, se coloca un 0 si el subindice de la columna representa
un factor fijo F”, El paso 7 b) permanece igual.

Otros métodos de estimacion para los componentes de la varianza

En los capitulos 5 y 7 so6lo se consideraron estimadores del analisis de varianza
para la estimacion de sus componentes. La estimacion de los componentes de la
varianza mediante el método de analisis de varianza es bastante directa con datos
balanceados (esto es, todas las celdas de datos contienen el mismo namero de
observaciones), estimacion que se dificulta cuando los datos no son balanceados.

- Henderson (1953) realizé el primer avance importante en la estimacioén de las com-
ponentes de la varianza; €l presentd tres adaptaciones distintas del método para
estimar las componentes de la varianza con datos no balanceados y modelos
aleatorios o mixtos.

Desde entonces, Hartley y Rao (1967) desarrollaron otros métodos de estima-
cién, incluyendo la estimacion de la maxima posibilidad (MP), mientras que
Thompson (1962) y Patterson y Thompson (1971) establecieron una modificacion
de la maxima posibilidad conocida como la maxima posibilidad restringida. El
método MINQUE para encontrar estimadores cuadraticos no sesgados de la varianza
minima se puede consideran como presentado por una variedad de autores. Por lo

v
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general, los métodos de estimacion, se encuentran disponibles en muchos paque-
tes estadisticos completos; un tratamiento global de modelos y estimadores de las
componentes de la varianza se encuentra en Searle ef al. (1992).

EJERCICIOS PARA EL CAPITULO 7

1.

[

Se midio el colesterol en muestras de suero de cinco pacientes seleccionados al azar entre un conjunto y se
prepararon dos tubos réplica independientes de cada paciente para cuatro corridas en un espectrofotometro.
El objetivo del estudio era determinar si las mediciones relativas de colesterol de los pacientes eran unifor-
mes de una corrida a otra en la clinica. Los datos son mg/dl de colesterol en las muestras réplica de cada
paciente en cada corrida.

Paciente
Corrida 1 2 3 4 5
1 167.3 186.7 100.0 214.5 148.5
166.7 184.2 107.9 215.3 148.5
2 179.6 193.8 111.6 228.9 158.6
175.3 198.9 114.4 220.4 154.7
3 169.4 179.4 105.9 208.2 144.7
165.9 177.6 104.1 207.1 145.9
4 177.7 190.4 1134 221.0 156.1

177.1 192.4 114.6 219.7 151.0

Fuente: Dr. J. Anderson, Beckman Instruments, Inc.

a. Escriba un modelo lineal para el experimento, suponiendo que los pacientes y las corridas son efectos
aleatorios, explique los términos y realice el analisis de varianza.

b. Muestre los cuadrados medios esperadas para el analisis de varianza.

¢. Estime las componentes de la varianza para corridas, pacientes ¢ interaccion.

d. Establezca las hipotesis nula y alternativa para los efectos principales y de interaccion, pruebe cada
una de las hipotesis nulas e interprete sus resultados.

. Un cientifico de animales realizdé un experimento para estudiar el efecto de la calidad del agua en el

alimento de terneras, las fuentes de agua se designaron como normal (N) y salina (S), el agua salina se
formula de manera que se aproxime a las concentraciones minerales en algunas fuentes de agua en el
subsuelo utilizadas como agua para ganado y las cuatro combinaciones de agua usadas en dos periodos
consecutivos de 56 dias fueron N-N, N-S, S-N y S-S. La prueba de alimentacion consistié en los cuatro
tratamientos de agua con dos corrales réplica de animales para cada tratamiento, en un disefio totalmente
aleatorizado y se realizé en dos ocasiones (dos veranos consecutivos). El disefio resultante es un arreglo
factorial de cuatro tratamientos de agua y dos veranos y los tratamientos de agua se consideran efectos
fijos y los veranos efectos aleatorios, de manera que es adecuado un modelo mixto para el estudio. Los
datos de la ganancia de peso promedio diarias para los 16 corrales de terneras son:
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oo o

Agua
Verano N-N  N-S S-N S-S
1 2.65 246 256 243
2.53 236 238 2.50
2 2.25 1.95 2.01 2.14

220 225 198 237

Fuente: Dr. D. Ray, Department of Animal Sciences,
University of Arizona.

Escriba un modelo lineal para el experimento, explique los términos y realice el andlisis de varianza
para los datos.

Prepare una tabla de medias de celdas y marginales y sus respectivos errores estandar.

Muestre las cuadrados medios esperados para el analisis de varianza.

Pruebe las hipotesis nulas para los efectos principales y la interaccion e interprete sus resultados.
Los tratamientos de agua constituyen un arreglo factorial de 2 X 2, el primer factor (4) es agua salina
o normal en el primer periodo de 56 dias, y el segundo factor (B) es agua salina o normal en el
segundo periodo. Escriba un modelo lineal para el experimento con este arreglo, considerando los
veranos como efectos aleatorios y los factores A y B como efectos fijos. Repita los incisos a) a d) de
este ejercicio con el nuevo modelo.

3. Se prepararon tres formulas de aleacion con cuatro colados distintos para cada férmula y se probo el
coeficiente de ruptura en dos barras de cada lote. Los datos son la fuerza de las barras individualmente y
existen cuatro colados anidados dentro de cada aleacion.

d.

c.

Moldes
Aleacion 1 2 3 4
A 13.2 15.2 14.8 14.6
15.5 15.0 14.2 151
B 17.1 16.5 16.1 17.4
16.7 17.3 154 16.8
C 14.1 13.2 14.5 13.8

148 139 147 135

Escriba un modelo lineal para el experimento, suponga que las aleaciones son efectos fijos y que
los colados dentro de las aleaciones y las barras dentro ellos son efectos aleatorios. Explique los
términos y calcule el analisis de varianza.

Muestre los cuadrados medios esperadas para el analisis.

Pruebe la hipotesis nula para los efectos de la aleacion e interprete sus resultados.

Calcule las medias estimadas y los intervalos de confianza estimados del 95% para las medias de cada
aleacion.

Estime las componentes de la varianza para los moldes y la barras.

Serealizé un estudio de ingenieria de transito para evaluar los efectos de tres tipos de semaforo sobre el retra-

so del transito en las intersecciones. Ademas, el estudio se diseiio para evaluar dos métodos para la medicion

»
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de los retrasos. Los tres tipos de semaforos fueron programados, semiactivos y activos; Los dos métodos,
muestreo puntual y rastreo de trayectoria, estimaron el tiempo de detencion por vehiculo en una interseccion.

Se usaron dos intersecciones para cada tipo de sefial, se hicieron mediciones durante horas pico y no
pico los tres factores cruzados en el estudio fueron los tipos de semaforo, el método y la hora del dia (pico
0 no pico). Las intersecciones estaban anidadas en los tipos de semaforo y cruzadas con el método y la
hora, ya que ambos métodos se usaron en la misma interseccion durante los dos periodos. Los siguientes
datos son los retrasos del transito medidos en segundos por vehiculo:

Muestra puntual Trayectoria
Sefial  Interseccion  Pico No pico Pico  No pico

Programado 1 617 574 53.1 36.5
2 358 185 355 15.9

Semiactivo 3 20.0 246 17.0 21.0
4 2.7 3.1 1.5 1.1

Activo 5 357 268 354 20.7
6 243 259 27.5 233

Fuente: W. Reilly, C. Gardner, J. Kell (1976), A technique for measurement
of delay at intersections. Technical Report, FHWA-RD-76-135, Federal
Highway Administration, Office of R&D, Washington, D.C.

a. Considere sdlo un método para medir el retraso por detencion (muestra puntual o trayectoria). Escriba
un modelo lineal para el estudio y suponga que el tipo de seméaforo y la hora del dia son efectos fijos.
Bosqueje la tabla del analisis de varianza, incluyendo la fuente de variacion, los grados de libertad y
los cuadrados medios esperados.

b. Suponga que sospecha una interaccion interseccién X hora del dia, ;Puede probar una hipotesis nula
sobre la interaccioén?

¢. Suponga que existe interaccion entre la interseccion y la hora del dia. ;Qué hipotesis se puede probar
a partir del andlisis de varianza?

d. Calcule el analisis de varianza para los datos puntuales. Establezca sus suposiciones sobre el modelo y
realice las pruebas de hipotesis posibles con el modelo establecido.

e. Ahora suponga que desea incluir el factor del método de medicion en el andlisis, es decir, la muestra
puntual contra 1a trayectoria como un factor de efecto fijo. Escriba un modelo lineal para el anélisis y
bosqueje la tabla del analisis de varianza, incluyendo las fuentes de variacion, los grados de libertad
y los cuadrados medios esperadas.

f. ;Qué suposiciones son necesarias sobre la interaccion entre la interseccion y los otros factores para
probar algunas hipdtesis del analisis de varianza?

g. Calcule el analisis de varianza para todo el conjunto de datos. Establezca las suposiciones sobre el
modelo y realice las pruebas de hipotesis posibles sobre los efectos del modelo.

5. Se realizd un experimento para comparar la exactitud de dos espectrometros de masa en la medicion de
las proporciones de '*N a >N, en él se tomaron dos muestras de suelo de cada una de tres parcelas tratadas
con PN y se analizaron dos submuestras de cada muestra en cada una de dos maquinas. El disefio resultan-
te tiene maquinas cruzadas con parcelas y muestras, pero las muestras estan anidadas dentro de las parce-
las. Los siguientes datos son las proporciones '“N a >N (multiplicadas por 1000).
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Muestra 1 2 3
Parcela 1 2 3 4 5 6

MaquinaA  3.833 3.819 3.756 3.882 3.720 3.729
3.866 3.853 3.757 3.871 3.720 3.768
MaquinaB  3.932 3.884 3.832 3917 3.776 3.833
3.943 3.888 3.829 3915 3777 3.827

Fuente: D. Robinson (1987), Estimation and use of variance components. The
Statistician 36, 3-14.

a. Escriba un modelo lineal para el experimento, suponga que las maquinas tienen efectos fijos y las
parcelas y muestras, efectos aleatorios; explique los términos y calcule el andlisis de varianza para los
datos.

Muestre los cuadrados medios esperados.
c. Pruebe la hipdtesis nula de que no hay diferencia entre las medias para las dos méquinas.

6. Utilice las reglas dadas en la seccion 7.6 para derivar los cuadrados medios esperados para los siguientes
estudios o modelos:

el estudio de colesterol en el ejercicio 7.1

la prueba de alimentacion de ganado en el ejercicio 7.2

el experimento de colados de aleacion en el ejercicio 7.3

el estudio de transito en el ejercicio 7.4

el estudio de suelos en el ejercicio 7.5

el disefio anidado de cuatro etapas con el modelo:

e o o

Yyu = ¥ ait by + iy + digy
i=1,234 j=123 k=12 1=1,23
g. un modelo con factores anidados y cruzados escrito como:
Youm = K+ a, + B, + (af), + ¢y, T 6, + (@), + (Bd),
+ (B8, + (D) T+ emumn
i=12,..,a j=122,.,b k=12,...,¢c 1=12,....d m=12,...,r
donde @, By &, y sus interacciones son efectos fijos y ¢, (cd)uy,) Y €muy SON efectos aleatorios.

7. (En qué cambiaria su inferencia estadistica si se usara el modelo con restricciones para el ejemplo 7.5?



8 Disefios de blogues completos

El disefio de experimentos para mejorar la precision de los resultados obtenidos de los
estudios de investigacion es el tema de discusion de este capitulo y otros subsecuentes. La
bloquizacion, explicado en el capitulo 1 como un método para reducir la variacion del error
experimental, agrupa las unidades experimentales en bloques para comparar tratamientos
en un medio mas homogéneo. Los disefios en este capitulo usan ya sea un criterio de
agrupamiento en un disefio de bloques completos aleatorizados, o dos criterios de agrupa-
miento en arreglos de cuadros latinos. Aqui se estudian las caracteristicas, la aleatorizacion,
el andlisis y la evaluacion de estos disefios; las extensiones de los disefios incluyen disefios
factoriales, unidades experimentales multiples por tratamiento en cada bloque y submuestras;
también se estudia el andlisis cuando faltan algunas observaciones. El tema de la dltima
seccion de este capitulo es combinar los resultados a partir de varias repeticiones del mis-
mo experimento en diferentes lugares o varias veces.

8.1 Uso de bloques para aumentar la precision

El objetivo es tener comparaciones precisas entre los tratamientos de los estudios
de investigacion. La bloquizacion es un medio para reducir y controlar la varian-
za del error experimental con el fin de lograr una mayor precision.

Los capitulos anteriores se concentraron en los disefios de tratamien-
to y sus métodos estadisticos asociados para realizar un analisis eficiente
de las hipdtesis de investigacidon, en todas las situaciones se utilizan disefios

: totalmente aleatorizados, pero fuera de la seleccion de la unidad experimental apro-
piada y las buenas técnicas de investigacion, el disefio totalmente aleatoriza-
do no controla la varianza del error experimental. Se supone que las unidades
experimentales en esta clase de disefios son relativamente homogéneas respecto
a las variables de respuesta medidas; pero algunas veces no existe un nimero
suficiente de unidades homogéneas para un experimento completo con estos
disefios.

263



264 CAPITULO8 DISENOS DE BLOQUES COMPLETOS

Cualquier factor que afecta la variable de respuesta y que varia entre las unidades
experimentales aumenta la varianza del error experimental y disminuye la precisién
de los resultados del experimento. Factores tales como la edad o peso de los animales,
lotes distintos de reactivos o material fabricado, género de sujetos humanos y separa-
ciones fisicas de parcelas son ejemplos de variables externas al tratamiento que pue-
den aumentar la variacion entre las observaciones de las variables de respuesta.

El uso de bloques estratifica las unidades experimentales en grupos homogé-
neos, o unidades parecidas. Una buena eleccion de los criterios de bloquizacion
disminuye la variacion entre las unidades dentro de los bloques en compara-
cion con las unidades de diferentes bloques, las categorias generales de buenos
criterios son 1) proximidad (parcelas adyacentes), 2) caracteristicas fisicas (edad
0 peso), 3) tiempo y 4) administracidn de tareas en el experimento.

Un grupo de parcelas adyacentes forma un bloque en los experimentos de agro-
nomia, los animales agrupados segin su peso o etapa de lactancia forman bloques
de unidades experimentales homogéneas, el ingeniero usa un solo lote de material
fabricado para formar un bloque o grupo homogéneo de unidades experimentales
para el tratamiento, los experimentos de laboratorio usan técnicos como factor de
bloque para eliminar la variacion entre ellos y cada técnico prepara una réplica del
tratamiento como un bloque.

8.2 Los diseiios de bloques completos aleatorizados usan
un criterio de bloqueo

El disefio de bloques completos aleatorizados es el mas sencillo de este tipo de
disefios utilizados para controlar y reducir el error experimental, en él las unida-
des experimentales quedan estratificadas en bloques de unidades homogéneas, cada
tratamiento se asigna al azar a un numero igual (por lo general uno) de unidades
experimentales en cada bloque y es posible hacer comparaciones mas precisas en-
tre los tratamientos dentro del conjunto homogéneo de unidades experimentales
eh un bloque. El uso de bloques fue muy provechoso en el siguiente estudio.

Ejemplo 8.1 El momento de fertilizar el trigo con nitrégeno

Las recomendaciones actuales para fertilizar el trigo con nitrogeno incluyen la
aplicacion de cantidades especificas en etapas establecidas del crecimiento de
3 la planta. Las recomendaciones se desarrollaron a través de un analisis periodico
del contenido de nitratos en los tejidos de la espiga, se penso que el analisis del
tejido era un medio efectivo para supervisar la cantidad de nitrégeno en la cosecha
', yteneruna base para predecir el nitrégeno necesario para una produccion 6ptima.

Objetivo de investigacion: en ciertas situaciones, las pruebas de nitrato en los

. tejidos de la espiga predecian una mayor cantidad de nitrégeno, en consecuencia,

el investigador queria evaluar el efecto de varios programas de fertilizacion sobre

: esas cantidades de nitrogeno y sobre la produccion de trigo, para refinar las reco-
mendaciones del procedimiento.
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Disefio del tratamiento: el disefio del tratamiento incluyé seis programas dife-
rentes de aplicacién de nitrogeno que podian proporcionar el intervalo de condi-
ciones necesarias para evaluar el proceso. Para la comparacion se incluy6 un
tratamiento sin nitrégeno al igual que la recomendacion normal vigente.

Disefio del experimento: ¢l experimento se llevo a cabo en un campo irrigado,
con un gradiente de agua en direccion del area de parcelas experimentales. Como
las respuestas de la plantas dependian de la variabilidad en la humedad disponi-
ble, las parcelas se agruparon en bloques de seis de manera que cada bloque se
encontraba en partes con €l mismo gradiente de agua, de modo que cualesquiera
diferencias en las respuestas de las plantas causada por el gradiente de agua podia
asociarse con los bloques. El disefio de experimento resultante fue un disefio de
bloques completo aleatorizado, con cuatro bloques de seis parcelas a las que se
asignaron al azar los tratamientos de nitrégeno.

La distribucion de las parcelas experimentales en el campo se muestra en el
cuadro 8.1, donde se proporciona el contenido de nitrégeno observado (ppm X
1072) en una muestra de espigas de trigo para cada parcela junto con los niimeros
de tratamiento, que aparecen en el recuadro pequeiio para cada parcela.

Cuadro 8.1 Arreglo de las parcelas experimentales para el experimento
de trigo en un disefio de blogues completos aleatorizado

Gradiente de
irrigacion

Bloque I %89 %99 :7.]18 ;4.|98 %89 %07 l
| Bloque 2 311.'22 319.J42 js,lss go.lls %‘99 %69
Blogue 3 %57 iz.]ss 27.J61 ;6.]94 ié.lss jo.|23
Bloque 4 i_ngo %‘20 %’29 %45 %91 ‘;E|97

Fuente: Dr. T. Doerge, Department of Soil and Water Science, University of Arizona.

Coémo aleatorizar el disefio

La asignacion aleatoria de tratamientos a las unidades experimentales esta restrin-
gida en un disefio de bloques completos aleatorizado de manera que cada trata-
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miento debe presentarse el mismo nimero de veces (una o mas) dentro de cada
bloque. La aleatorizacion se ilustra con el experimento de trigo del ejemplo 8.1.

Una permutacion aleatoria del orden en el que se colocan los tratamientos en
las unidades de cada bloque proporciona una asignacién aleatoria de los trata-
mientos a las unidades, existen 6 = 720 permutaciones posibles en la asignacion
aleatoria de tratamientos a unidades. Se selecciona una permutacion al azar para
cada bloque ya que se requiere una aleatorizacion separada para cada uno de ellos.

Se asigna una etiqueta de tratamiento, como A, B, C, D, E, F, a los valores ente-
ros respectivos 1, 2, 3,4, 5, 6 y se obtiene una permutacion aleatoria de los valores
enteros con un programa de computadora o una tabla de permutaciones como la que
se encuentra en la tabla XIII del apéndice (una de esas permutaciones se muestra en
el cuadro 8.2). Dada la permutacion 2, 5, 4, 1, 6, 3, se asigna el tratamiento B a la
unidad 1,el Eala2, el D ala 3,y asi sucesivamente en el bloque 1.

Cuadro 8.2 Asignacion de tratamientos a las unidades
experimentales en un bloque completo

Permutacion 2 5 4 1 6 3
Tratamiento B E D A C
Unidad experimental 1 2 3 4 S 6

Se requieren permutaciones aleatorias separadas para cada uno de los tres blo-
ques restantes. Dadas las permutaciones aleatorias adicionales, digamos (1, 3, 4,
6,5,2),(6,3,5,1,2,4)y(2,4,6,4,3, 1), la asignacion final de tratamientos a las
unidades dentro de cada bloque se muestra en la figura 8.1.

Modelo estadistico y analisis para el disefio de bloques completos aleatorizados

El modelo lineal para un experimento en un disefio de bloques complietos
aleatorizado requiere un término que represente la variacion identificable en las
observaciones como consecuencia de los bloques. La respuesta de la unidad con el
i-ésimo tratamiento en el j-ésimo bloque se escribe como:

yy=U+T+p e, (8.1)
i=1,2..t j=1,2,...r

donde u es la media general, 7, es el efecto del tratamiento y e, es el error experi-
mental. El efecto del bloque p, representa la desviacion promedio de las unidades
en el bloque j a partir de la media general. Se supone que los efectos del tratamien-
to y del bloque son aditivos, Aditividad significa que no existe interaccion entre
tratamientos y bloques; también se supone que los errores experimentales son
independientes, con medias cero y varianza comin ¢®. La suposicién de indepen-
dencia se justifica a través de la asignacion aleatoria de los tratamientos a las
unidades experimentales.
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Bloque 1 |1 2 3 4 5 6 Gradiente
IL Il‘l l|) J\ b—i‘ _(I; de irrigacion
l

Blogue2 |1 ] [2] [3] [4] [5] T6]
A F B
Blogue3 |1 ] [2] [3] 4] 5] Je]
F C D
Bloque 4 |1 | 2 | 3 ] 4 | 51 6 |
D F E A

Figura 8.1 Asignacidn aleatoria de tratamientos en un disefio de bloques completos
aleatorizado

Los bloques afiaden una particion de suma de cuadrados al andlisis de varianza

En la tabla 8.1 se muestran los datos basicos para un disefio de bloques com-
pletos aleatorizado; la desviacion de cualquier observacion de la gran media en la
tabla 8.1, y, — y, se puede escribir como la identidad algebraica:

Yy =Y. =0 mY)TO, )T, v Y, T Y) (8.2)

Tabla 8.1 Tabla de datos para un disefio de bloques completo aleatorizado

Blogue Medias de
Tratamiento 1 2 . r tratamiento
1 Ju Yi2 S Yir i
? ){21 y?z “e- y.Zr ?2
t y.tl y;z e );rr Vi
Medias de bloque Vi ¥, e ¥, y

Los términos en el lado derecho de la ecuacion (8.2) son:

° una desviacion de tratamiento (y, — y )
* una desviacion de bloque (y, — y )
* error experimental (y, —y, —y, +y)

Por ejemplo, las medias para el experimento de trigo en el ejemplo 8.1 (mostradasen la

tabla 8.3) se usan para ilustrar las desviaciones del tratamiento 1 en el bloque 2, y,,,
como sigue:
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* la desviacion del tratamiento 1: y; —y = 38.28 — 42.07 = —3.79
* ladesviacion del bloque 2: y, —y = 45.89 — 42.07 = 3.82

* el error experimental para y,:
Yo~ Y1 —y,+y =41.22 —38.28 — 4589 + 42.07 = — 0.88

y la suma de las tres desviaciones, —3.79 + 3.82 — 0.88 = —0.85, esigualala
desviacion total y,, —y = 41.22 — 42.07 = —0.85, como debe ser.

Al observar con cuidado los dos Gltimos términos de la ecuacién (8.2) forman
una identidad algebraica para la desviacion de las observaciones de la media del
tratamiento:

}’ij_yi=®;_y.)+0’g_i_?]+y) (8.3)

Se hace una particion de la desviacion del error experimental del disefio total-
mente aleatorizado, y, — y;, en dos componentes, el primer término se identifi-
ca con el criterio de bloques como y, — y , el segundo término se identifica sélo
como un residual o error experimental,y, —y, —y, + y ..

Elevando al cuadrado y sumando ambos lados de la ecuacion (8.2) se tiene:

220, 20 R 20,

C, (8.4)
+ 2 20, T, )
=1 y=1

SC total = SC tratamiento + SC bloques + SC error

La suma de cualesquiera productos cruzados en el lado derecho es cero. La tabla
8.2 resume la particidon de la suma de cuadrados.

Tabla 8.2 Andlisis de varianza para un experimento con un disefio de bloques
compieto aleatorizado

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados Cuadrados
variacion libertad cuadrados medios  medios esperados
Total rt—1 LI, — ¥ )?

Bloques r—1 tZJ@ ;=) CMB

Tratamientos t—1 r ;I: o, -y)»? CMT &+ rd?

Error r—nHe—-1 SC error CME lou
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Las observaciones de nitrogenacién en espigas junto con las medias de tratamien-
tos y bloques para el estudio de fertilizante para trigo se muestran en la tabla 8.3. El
analisis de varianza para los datos de nitrato de las espigas se muestra en la tabla 8.4,

Tabla 8.3 Nitrogenacion de las espigas de trigo (ppm X 1072) en seis tratamientos
programados de nitrégeno para cada uno de cuatro bloques con un disefio de bloques
completos aleatorizado

Programa de tiempos Bloque Medias de
para nitrogeno 1 2 3 4 tratamiento (y,)
Control 34.98 41.22 36.94 39.97 38.28
2 40.89 46.69 46.65 41.90 44.03
3 42.07 49.42 52.68 4291 46.77
4 37.18 45.85 40.23 39.20 40.62
5 37.99 41.99 37.61 40.45 39.51
6 34.89 50.15 44.57 43.29 43.23

Medias de bloque (y ) 38.00 45.89 43.11 4129 | y.=42.07

Tabla 8.4 Analisis de varianza para la nitrogenacion de las espigas de trigo

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados

variacion libertad cuadrados medios F Pr>F
Total 23 506.33

Bloque 3 197.00 65.67 9.12

Nitrogeno 5 201.32 40.26 5.59 .004
Error 15 108.01 7.20

Como consecuencia de la bloquizacion, se particiona una suma de cuadrados
de lo que hubiera sido la suma de cuadrados del error experimental con el disefio
totalmente aleatorizado. Los disefios por bloques mejoraran mucho la precision de
las estimaciones de las medias de tratamiento si la reduccion del SC error con el
uso de bloques es sustancial, reduccién que se puede eliminar si se reducen los
grados de libertad, ya que » — 1 de los grados de libertad deben asignarse al SC
bloques. Es necesaria una medida de la eficiencia relativa, que se muestra mas
adelante, para evaluar el beneficio completo de la bloquizacion.

Errores estindar para las medias de tratamiento

La estimacion del error estandar para una media de tratamiento es:

5. = \/CME _ \/7.20 _ 134 (8.5)
o r 4
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y una estimacion del intervalo de confianza del 95% de cualquier media de trata-
miento en la tabla 8.3 esy; = £y5,5(s5,), donde # 55 = 2.131. El error estandar
de una diferencia entre cualesquiera dos tratamientos se estima mediante:

S5 -5y = \/2 CME _ \/2(7.20) ~1.90 (8.6)
b ¥ 4

Pruebas de hipotesis sobre medias de tratamientos

El estadistico F, para probar la hipdtesis nula de que no hay diferencias entre
tratamientos es:

[ CMT _ 40.26
T CME ~ 720

que excede el valor critico de Fys 5,5 = 2.90. El nivel de significancia observado es
Pr>F =004 (tabla 8.4), por lo que en esta etapa del desarrollo de la planta, hay diferen-
cias significativas entre los tratamientos de nitrégeno y la nitrogenacion de las espigas.

Existe poco interés en la inferencia formal sobre los efectos de bloques, por lo
que no suele calcularse el estadistico F, para este propdsito, aun cuando aparezca
entre los resultados de un programa de computadora. La media en la que el uso de
bloques aumente la eficiencia del disefio para utilizar los recursos se estudia mas
adelante en esta seccion.

=559 8.7

Interpretacion con comparaciones multiples

El programa 4 era la recomendacion estandar de fertilizante para trigo; la
nitracion de la espiga de trigo medida en toda la temporada de crecimiento se usa
para evaluar los requerimientos de nitrogeno para optimizar las cosechas. El inves-
tigador estaria interesado en las diferencias entre los programas de tratamiento y la
recomendacion actual durante cada etapa de crecimiento, para lo que es posible usar
el método Dunnett (capitulo 3) normal incluso en el caso de control sin nitrégeno.
El tratamiento de control permite evaluar el nitrogeno disponible sin fertilizante en
estas parcelas. (Vea el uso de tratamientos de control, capitulo 1.)

Los intervalos de confianza simultaneos del 95% de Dunnett requieren el error
estandar de la diferencia, s(y, —y,) = 1.90, y el estadistico de Dunnett, a partir de
la tabla VI del apéndice, d o5 515 = 2.82, para una comparacién de dos colas.

El ICS del 95% para la diferencia entre la media de cualquier otro programa
para la aplicacion de nitrogeno y el programa 4 requiere que D(5, .05) = d o555
[s(@, — y.)] = 2.82(1.90) = 5.36 y se calculacony, — y, = 5.36. Los intervalos
se encuentran en la tabla 8.5, junto con los resultados de la prueba de desigualda-
des de confianza, en la cual la diferencia absoluta se declara con una diferencia
significativa de 0 si excede D(5, .05) = 5.36. El programa 3 es el unico tratamien-
to que tiene un nivel medio de nitréogeno significativamente diferente del progra-
ma 4 actual, tiene un contenido de nitrato mayor, ya que la cota inferior del ICS
es mayor que 0. E] ICS para las demds comparaciones de tratamientos incluye 0 y
tiene cotas superior ¢ inferior muy diferentes de 0.
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Tabla 8.5 Resultados del método de Dunnett para tratamientos contra control
(ejemplo 8.1)

ICS del 95%
Programa Media Y, — V. (L, U)

4 ¥, = 40.62 — -
1 38.28 —2.34 (—17.70,3.02)
2 44.03 3.41 (—1.95,8.77)
3 46.77 6.15* (0.79, 11.51)
5 39.51 -1.11 (— 6.47,4.25)
6 43.23 2.61 (—2.75,797)

*y, — v | excede a D(5, .05) = 5.36 y es significativamente diferente del programa 4.

Si los tratamientos interactuan con los bloques

Suponer que no haya interaccién tratamiento X bloques implica que los efectos
de tratamiento y bloque son aditivos. Se supone que las diferencias entre los trata-
mientos son mas o menos constantes de un bloque a otro como consecuencia de los
efectos aditivos de tratamientos y bloques, aunque al usar bloques puedan obtenerse
mayores diferencias entre las respuestas de unidades de bloques distintos. Se puede
realizar la prueba de no aditividad, explicada en el capitulo 6 (Tukey, 1949b), para
detectar la no aditividad de la forma multiplicativa A 1,0, Si hay suficientes diferencias
entre las condiciones ambientales de uno o mas bloques, pueden afectar el desempefio
relativo de los tratamientos; por ejemplo, si la base nutriente residual en el suelo es
muy diferente de un bloque a otro en una prueba de fertilizante de cosechas, quiza no
haya respuesta o sea muy pequeia a los fertilizantes en algunos bloques, mientras que
las respuestas pueden ser considerables sustanciales en otros.

Unidades experimentales multiples por tratamiento en cada bloque

La no aditividad mas general se representa por el término de interaccidn gene-
ral (7p),. Para probar la existencia de la interaccion, el experimento debe tener
mas de una unidad experimental para cada tratamiento dentro de cada bloque.
El modelo lineal para un experimento con « unidades experimentales con cada
tratamiento en cada uno de los » bloques es:

yljk =M + T, + pj + (Tp)y + eyk (8'8)
i=1L2,..,t j=12,..,r k=1,2,..,u

donde e, son los errores experimentales aleatorios independientes con media 0 y
varianza 0%, esta ultima es la variabilidad entre las unidades experimentales dentro
de un bloque que recibié el mismo tratamiento. Los céalculos de las particiones de
sumas de cuadrados y la prueba de interaccion son los mismos que para un arregio
factorial con dos factores presentado en el capitulo 6.
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Submuestras de unidades experimentales

Existen situaciones en las que se requieren dos o mas muestras de las unidades
experimentales al recolectar los datos (en el capitulo 5 se estudiaron situacio-
nes que requieren submuestras de las unidades). El modelo lineal para un experi-
mento en un disefio de bloques completo aleatorizado con »n submuestras de las
unidades experimentales es:

Y= U+ T, +p Fe, +dy 8.9
i=1,2,..,t j=1,2,...,r k=1,2,..,n

donde las d,, son los efectos aleatorios para las submuestras con media 0 y varianza a3,
y los demas términos son los descritos en la ecuacion (8.1) para el disefio de bloques
completos aleatorizado. Los ajustes al analisis son los presentados en el capitulo 5.

Gates (1995) proporciona detalles sobre la estimacion del error experimental
en el disefio de bloques con configuraciones diferentes de las unidades experimen-
tales y de muestreo.

Andlisis de residuales para evaluar las suposiciones

Las suposiciones relativas a los errores experimentales del modelo lineal para
el disefio de bloques completo aleatorizado se puede evaluar con un analisis de
residuales (estudiado en el capitulo 4). Se calculan los residuales a partir de la
componente de la desviacion del error experimental mostrada en la ecuacion
(8.2) comoe, =y, —y, —y, +y . Porejemplo, el residual para el tratamiento de
control en el bloque 1 del ejemplo 8.1 es:

/e\“ =yu—y.-yi1ty.
= 3498 — 38.28 — 38.00 + 42.07 = 0.77

La gréfica de residuales contra los valores esperados y la de probabilidad normal
de los residuales se muestran en las figuras 8.2a y 8.2b. Parece que las suposicio-
nes de varianza homogénea (figura 8.2a) y de distribucion normal (figura 8.2b) se
cumplen para estos datos.

,Aumento la precision con el uso de bloques?

La expectativa de mayor precisién en las estimaciones de las medias de tratamien-
to es la motivacién para usar el diseiio de bloques completos aleatorizado, pues
aunque planear y realizar un experimento con este disefio exige un mayor esfuerzo
relativo en comparacion con ¢l disefio totalmente aleatorizado, la medida de efi-
ciencia relativa (presentada en el capitulo 1) evalia los beneficios de los bloques
para un experimento especifico.

Comparando la eficiencia de un disefio de bloques completo aleatorizado con la del
disefio totalmente aleatorizado, la estimacion de %, digamos s2,, es el cuadrado medio
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Figura 8.2 Graficas residuales del analisis de varianza para los datos sobre nitrato de nitro-
geno en el ejemplo 8.1: a) raiz cuadrada de los residuales absolutos vs. valores estimados y b)
grafica de probabilidad normal de los residuales

para el error experimental a partir del analisis de varianza para este experimento
con un diseiio de bloques completos aleatorizado. Se requiere una estimacion de
o° a partir de un disefio totalmente aleatorizado, digamos s?,, para medir la efi-
ciencia relativa. El clculo de s?, a partir de la informacion en el analisis de varianza
de bloques completos aleatorizados (Cochran y Cox, 1957; Kempthorne, 1952) es:

» _ SCbloques + r(t — 1)CME

“ rt — 1

(8.10)

La o2, estimada para el estudio de fertilizacion de trigo es:

. wmo;;mla 14

y la estimacion de 02, es 52, = CME = 7.2.
La estimacion de la eficiencia relativa ER, sin correccion por grados de liber-
tad para las estimaciones de ¢?, es:

2
ER=Se — 138 _ 6 (8.11)
52, 7.2

La correccion para la estimacion de ¢° mediante s? es:

(fep + 3o + 1) 18- 19 '
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donde f,., = 15 y f., = 18 son los grados de libertad respectivos para el bloqueo
completo aleatorizado y el disefio totalmente aleatorizado. La correccidn reduce
la ER a 0.98(2.06) = 2.02, misma que tiene poco efecto con grados de libertad
moderados para las estimaciones de la varianza del error experimental.

Se estima que el disefio de bloques completo aleatorizado para el experimento
de trigo tiene un poco mas del doble de la eficiecia que un disefio totalmente
aleatorizado. En el disefio totalmente aleatorizado se requieren ocho réplicas para
tener varianzas equivalentes de las medias de tratamiento bajo las mismas condi-
ciones experimentales en ese campo. En este caso el uso de bloques en el gradiente
de irrigacion fue efectivo como medida de control y para reducir la estimacion de
la varianza del error experimental. Lo mas probable es que los futuros experimen-
tos de esta naturaleza se beneficien con la practica del bloqueo.

Una verificacion rapida de la efectividad del uso de bloques

Lentner, Arnold y Hinkelmann (1989) analizan una relacion entre la eficien-
cia relativa y la razon H = CMB/CME; seilalan que, aunque la razén H es equiva-
lente a un estadistico Fy, no existe una prueba valida para los efectos de bloques.
De las ecuaciones (8.10) y (8.11), la medida de la eficiencia relativa se puede
expresar como:

s _ (r=1)CMB + r(t — 1)CME

ER = (8.12)
s (rt — H)CME
Reescribiéndola, la expresién se convierte en:
ER=k+ (1 - kH (8.13)

donde H = CMB/CME y k = r(t — 1)/(rt — 1). Las siguientes relaciones para ER
y H se pueden determinar a partir de la ecuacion (8.13):

ER<1 siy sélo si H<1
ER =1 siy sélo si H=1
ER>1 si y sblo si H>1

H se puede usar para evaluar la efectividad del uso de bloques, aunque no es
un estaditico F valido para probar los efectos de bloques. Por ejemplo, si ER > 1,
entonces H > 1; el uso de bloques ha sido efectivo en cuanto a reducir el error
experimental, por lo que con un disefio de bloques completo se requieren menos
réplicas que con el disefio totalmente aleatorizado. El valor de H no proporciona
informacioén completa sobre la eficiencia relativa, solamente contiene lo relacio-
nado con una eficiencia mayor, menor o igual; H es una verificacion rapida de la
efectividad del uso de bloques.
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Bloques aleatorios

Los bloques de unidades con frecuencia constituyen una muestra aleatoria de los blo-
ques disponibles para el investigador. Los sitios usados como bloques en estudios
ecologicos, forestales o de vida silvestre pueden ser muestras aleatorias de muchos
sitios disponibles para el estudio, es posible establecer parcelas en cada uno de
los sitios para los tratamientos. Los lotes de material fabricado (como tela, asfalto o
producto quimico) usados como bloques de tratamientos experimentales son lotes
aleatorios, el lote se divide en unidades experimentales mas pequefias a las que se ad-
ministra el tratamiento. Las escuelas usadas como criterios de bloque en estudios de
educacidén son representantes aleatorios de las escuelas existentes en el area y los salo-
nes de clase dentro de ellas sirven de unidades experimentales para los tratamientos.

La base de inferencia para los tratamientos en un estudio con bloques aleatorios
se extiende a la poblacién de bloques a partir de la cual se obtuvo la muestra aleatoria
de bloques. Como consecuencia de los bloqueos aleatorios, los errores estandar
para las medias de tratamientos serdn diferentes de los de un experimento con
bloques fijos. El modelo lineal con efectos de bloques aleatorios es:

yy=H+T+b +e, (8.14)
i=1,2,.,t j=1,2,..,r

donde u es la media general, 7, es el efecto fijo del tratamiento, b, es el efecto
aleatorio de bloque con media 0 y varianza o3}, y e, es el error experimental con
media 0 y varianza 6. Con el modelo mixto, una observacion tiene un valor espe-
rado E(y,) = u + 7,y varianza ¢* + 03; también existe una covarianza de o} entre
cualesquiera dos observaciones en el mismo bloque con bloques aleatorios.

La varianza de una media de tratamiento con bloques aleatorios en un disefio
totalmente aleatorizado es:

o2 =L (0% + o}) (8.15)
¥

La varianza de una media de tratamiento con bloques aleatorios incluye la
componente de la varianza para los bloques, 6%, y sera mayor que la varianza con
efectos de bloques fijos. Los efectos de bloques aleatorios no afectan la varianza
de la diferencia entre dos medias de tratamiento que sera la mostrada para los
efectos fijos en la ecuacion (8.6).

43 Los disefos de cuadrado latino usan dos criterios de bloqueo

Pueden ser necesarios dos factores de bloqueo

Reconocer un factor, diferente de los tratamientos planeados, que influyera en la
variable de respuesta era importante en el experimento con trigo del ejemplo 8.1;
los bloques de parcelas experimentales seglin el gradiente de irrigacion duplico la
eficiencia del experimento.
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En algunas situaciones experimentales pueden influir dos factores, distintos

de los tratamientos, en la variable de respuesta y es posible lograr ain mas preci-
sion si se bloquizan las unidades de acuerdo con estos factores; si un segundo
factor es candidato como criterio de bloque, se puede usar el arreglo de cuadrado
latino para disefiar el experimento.

El arreglo del cuadrado latino se deriva de las letras del alfabeto latino A, B,

C, ... dispuestas en un arreglo cuadrado de manera que cada letra aparece una vez
en cada columna y una vez en cada renglén del cuadrado, en sus aplicaciones a
experimentos, los renglones y las columnas del arreglo se identifican con los dos
criterios de bloque y las letras latinas con los tratamientos. Una de estas aplicacio-
nes ocurrid en el siguiente ejemplo:

o
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Ejemplo 8.2 Relacion entre la cosecha de trigo y la tasa de siembra

Las practicas del cultivo de trigo como la cantidad de semillas plantadas, el
espaciamiento de filas y la fecha de siembra tiene efectos directos en la cosecha.
Las practicas de cultivo para optimizar la produccion se establecen con experi-
mentos en cultivos nuevos.

Objetivo de investigacion: En cierto caso, un investigador deseaba determinar la
tasa de siembra Optima para una nueva especie de trigo, con alto contenido de
extracto de semolina, importante para la elaboracion de pastas.

Diserio del tratamiento: Se usaron cinco tasas de siembra (30, 80, 130, 180y 230
Ib/acre) para el disefio del tratamiento. Con base en otros cultivos comunes al
area, estas tasas de siembra deben incluir la tasa de produccion optima.

Disefio del experimento: El experimento se llevo a cabo en un campo irrigado
con un gradiente de agua en una direccién del drea experimental. Ademas, se
sabia que los campos experimentales de la granja tienen diferencias en el suelo
creadas por la pendiente requerida para la irrigacién. En general, estas diferen-
cias de suelo eran perpendiculares a los canales de irrigacion.

El investigador hizo un bloque de las parcelas con un arreglo de renglones y
columnas para controlar los gradientes de suelo y agua en dos direcciones sobre
el campo experimental. Los tratamientos de la tasa de siembra se asignaron de
manera aleatoria a las parcelas en un arreglo de cuadrado latino de 5 X 5.

En el cuadro 8.3 se muestra la distribucion de las parcelas experimentales en
el disefio de cuadrado latino después de la aleatorizacidn, la cosecha de grano de
cada parcela se muestra en quintales (100 Ib) por acre junto con la letra que indica
el tipo de tratamiento.

Los bloques por fila del campo coinciden con el gradiente de irrigacion, y los
bloques por renglon-columna corresponden al gradiente perpendicular del suelo
en relacion con el gradiente de irrigacion. Los tratamientos tienen un arreglo de
cuadrado latino donde cada uno aparece una vez en cada bloque de rengldn y una
vez en cada bloque de columna.
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s [60.89(D) | [35945®) | [4943(A) | [3945(C) | [5731(B) |
Pendiente del suelo ——
Fuente:

Fila en Columna 1 Columna 2 Columna 3 Columna4 Columna 5 Gradiente
el campo irrigacion
1 l 59.45(E)J | 47.28(A) J l S4.44(C)J | 50.14(B) ] l 59.45(D) |
2 | 55.16(C) l [60.89(D) ] | 56.59(B) | | 60.17(E) | l 48.71(A) |
3 |44.41(B)J |T3.72(C) | r55.87(D) J | 47.99(A) ] | 59.45(E) |
4 ’ 42.26(A) | [ 50.14(B) | | 55.87(E) | i 58.74(1))4] | 55.87(C) J

Cuadro 8.3 Arreglo de las parcelas experimentales para el experimento
con trigo en un diseiio de cuadrado latino

Dr. M. Ottman, Department od Plant Science, University of Arizona.

Otras aplicaciones del cuadrado latino

Un experimento para probar tratamientos en llantas de automovil es un ejem-
plo clasico usado para ilustrar el disefio de cuadrado latino, este experimento prueba
cuatro llantas (A, B, C, D) en cuatro automoviles y cada llanta aparece en una de
las cuatro posiciones de cada automovil. Los criterios de bloque por renglén y

columna son los automéviles y las posiciones de las llantas, respectivamente, para
el disefio mostrado en el cuadro 8.4.

Cuadro 8.4 Arreglo de cuadrado latino para tratamientos
de llantas de automdvil

Posicion de la llanta

Auto 1 2 3 4
1 A B C D
2 B C D A
3 C D A B
4 D A B C

Cada tratamiento (A, B, C o D) aparece una vez en cada renglén (auto) y una
vez en cada columna (posicion de la llanta); el razonamiento para los criterios de
bloque es que el desgaste de las llantas puede diferir entre los automoviles y las
posiciones en las que se montan.

El arreglo del bloques no tiene que ser rectangular para se reduzca la varianza
del error. Un arreglo lineal de los tratamientos en un experimento de invernadero o
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un arreglo de tratamientos procesado en el tiempo se puede ordenar de acuerdo
con una asignacion de cuadrado latino. El cuadro 8.5 ilustra un arreglo lineal de
cuatro tratamientos con este tipo de asignacion.

Cuadro 8.5 Asignaciéon de cuadrado latino con un arreglo lineal
de las unidades experimentales

Renglon 1 2 3 4
' [A]B][C[D] [B]C[D[A] [C[D[A[B]| [D]A[B]C]
Columna 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

Gradiente

en tiempo o espacio

Uso del cuadrado latino estandar para generar los disefios

Todos los cuadrados latinos de un tamaiio especifico se pueden generar a par-
tir de los cuadrados estandar. Un cuadrado estindar tiene los simbolos de trata-
miento (A, B, C, ...) en orden alfabético en el primer renglén y en la primera co-
lumna del arreglo, cada simbolo de tratamiento ocurre una vez en cada columna y
una vez en cada renglon del arreglo. Sélo existe un cuadrado estandar parat =20
3 tratamientos, existen 4 cuadrados estindar para r = 4 tratamientos y 56 para ¢t =
5; el numero de cuadrados estdndar aumenta en forma drastica con el nimero de
tratamientos, ya que existen 9408 cuadrados estandar con 6 tratamientos.

En el apéndice 8A se muestran los cuadrados estandar para r = 2, 3 y 4 trata-
mientos y ejemplos de cuadrados hasta con 10 tratamientos. Fisher y Yates (1963)
publicaron el conjunto completo de cuadrados para t = 4 a 6 tratamientos junto
con muestras de hasta ¢t = 12 tratamientos.

El cuadrado estandar de cualquier tamafio se puede generar escribiendo el pri-
mer renglon de letras en orden alfabético, el segundo renglon se obtiene a par-
tir del primero si se corre una letra a la izquierda y se mueve la letra A al extremo
derecho, el tercer renglédn se obtiene al correr el segundo una letra a la izquierda y
colocando la B en la posicion de la exrema derecha, este proceso continta para los
renglones restantes. Un cuadrado latino de 6 X 6 construido de esta manera es

mm o Ow e
>moOgaw
W mm o O
QOw» oY
Cow»md
HoOQOw » o
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El cuadrado latino es un disefio restrictivo porque requiere que el numero de
tratamientos, de renglones y de columnas sea igual, requisito dificil de satisfacer
en algunas situaciones experimentales que requieren dos criterios de bloque. Los
cuadrados latinos con ¢t = 4 0 menos tratamientos tienen pocos grados de libertad
para estimar la varianza del error experimental; entonces, su valor puede limitarse
con pequeflos experimentos a menos que sea posible tener dos o mas repeticiones
del disefio. Con numeros de tratamiento mayores que ¢ = § a 10, el numero reque-
rido de unidades experimentales puede ser prohibitivo seglin las circunstancias de
los experimentos contemplados. El tamaiio adecuado para muchos experimentos
con el arreglo del cuadrado latino es ¢t = 5 a 7 tratamientos.

Preece (1983) proporciona un antecedente historico del cuadrado latino y un
analisis general de las variaciones sobre los disefios del cuadrado latino sugeridos
para trabajo experimental con disefio de bloques renglén-columna.

Coémo aleatorizar el disefio

Si se dispone de todos los cuadrados latinos de tamafio ¢ X ¢, la aleatorizacién se
logra con los siguientes pasos:

Paso 1. Seleccionar al azar uno de los cuadrados estandar.
Paso 2. Ordenar al azar todos menos el primer renglén.
Paso 3. Ordenar al azar todas las columnas.

Paso 4. Asignar al azar los tratamientos a las letras.

Se pueden generar todas las aletorizaciones posibles sin incluir el primer renglon
en el paso 2 si se selecciona de manera aleatoria un cuadrado estandar. Si no se
dispone de uno para elegir, entonces se recomienda que en el paso 2 se incluyan
todos los renglones en la aleatorizacion. No todos los cuadrados latinos se generan
de esta manera pero el nimero de posibilidades aumenta en forma considerable.
Suponiendo que el cuadrado estandar seleccionado en el paso 3 para el experimen-
to del cuadrado latino de 4 X 4 con las llantas de automévil es

A B C D

B C D A
C D A B
D A B C

Paso 2. Se obtiene una permutacion aleatoria de nimero para ordenar los ltimos
tres renglones:

Permutacion ~ Renglon original

3
1 3
2




280 CAPITULO8 DISENOS DE BLOQUES COMPLETOS

La colocacion de los renglones para el cuadrado latino con el renglén 1 en su
posicion original es:

Renglon original

N W
W o Q>
O» 0w
Cw>» 0O
> 0O wU

Paso 3. Se obtiene una permutacion aleatoria de nimeros para ordenar las cuatro
columnas del paso 2:

Permutacion  Columna original
1 1

4 2
3 3
2 4

La colocacién de las columnas para el cuadrado estindar es:

Columna original

oo O >~
> 0w Y
O w» 0w
O » O m e

Paso 4. Se obtiene una permutacion aleatoria para asignar tratamientos a las le-
tras. Esta asignacion no es necesaria si el cuadrado latino se seleccioné al azar
entre todos los cuadrados posibles. El método de asignacidn se muestra como ilus-
tracion, supongamos que las etiquetas del tratamiento son W, X, Y y Z:

Permutacion  Tratamiento

4=D W
2=B8B X
3=C Y
1=A Z

Las etiquetas de tratamiento W, X, Y, Z sustituyen a las letras en el cuadrado latino
en el orden D, B, C, A en el arreglo aleatorizado. La colocacion final de los trata-
mientos de llantas sobre las posiciones de automoviles y llantas es:
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Posicion de llantas

Auto 1 2 3 4
1 z W Y X
2 Y X z W
3 W Y X Z
4 X Z W Y

Modelo estadistico y andlisis para disefios de cuadrado latino

El modelo estadistico lineal para un experimento con ¢ tratamientos en un disefio
de cuadrado latino de ¢ X fes:

yvw=H+tpt+yrt+trnte, (8.16)
Lj,k=1,2,..,¢

donde y, es la observacion de la unidad experimental en el i-ésimo renglon y la
j-ésima columna del disefio. Los efectos respectivos de renglon y columna son p, y
¥; Ty es el efecto del k-ésimo tratamiento, y las e, son errores experimentales inde-
pendientes aleatorios con media 0 y varianza 6. Se supone que no hay interaccion
entre los tratamientos y las columnas y renglones.

La notacidn para los totales y las medias de las observaciones para renglones
y columnas siguen la convencién usual con y, = X'y, para el total de un renglén y
v, = X/ y, parael total de una columna. El total del tratamiento estara representado
como y,, que implica un suma de observaciones sobre las ¢ unidades experimenta-
les que reciben el tratamiento k. De la misma manera, y, representara la media de
las observaciones en el k-ésimo tratamiento.

Dos particiones de sumas de cuadrados para bloques

Las particiones de sumas de cuadrados se pueden derivar de la identidad
algebraica:

yy_yZ(yt_y)+(y]_y)+@k—y_)
8.17)
tOy =Y Y, Tt 2y)
La desviacion de una observacion de la gran media y, — y se expresa como una
suma aditiva de:

° una desviacion de renglén (y, —y )

° una desviacion de columna (y, — y )

° una desviacion de tratamiento (y;, — y )

o error experimental (», —y, =y, — ¥ + 2y )
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Por ejemplo, las medias para el experimento de trigo del ejemplo 8.2 (mostradas
en la tabla 8.7) se usan para ilustrar las desviaciones para la observacién en el
renglén 1y la columna 1 con el tratamiento 5 = E, como:

* ladesviacion del renglén 1:y, —y = 54.15 — 54.53 = —0.38

* ladesviacionde lacolumna 1:y, —y = 5243 — 54.53 = —-2.10
* ladesviacion del tratamiento E: y; —y = 58.88 — 54.53 = 4.35
* ¢l error experimental para y,:

Vi = F —V,— Vs + 25 =59.45 — 54.15 — 52.43 — 58.88 + 2(54.53) = 3.05

La suma de las cuatro desviaciones es —0.38 — 2.10 + 4.35 + 3.05 = 4.92, que es
igual a la desviacion y;, —y = 59.45 — 54.53 = 4.92.

Al elevar al cuadrado ambos lados de la ecuacion (8.17) y sumar los términos
se llega a una particion aditiva de:

SC total = SC renglones + SC columnas + SC tratamiento + SC error

La tabla 8.6 resume las sumas de cuadrados en un analisis de varianza con los
cuadrados medios esperados para los efectos de tratamientos fijos.

Tabla 8.6 Analisis de varianza para experimentos con un disefio de cuadrado latino

Fuentes de Grados de Sumas de Cuadrados Cuadrados
variacion libertad cuadrados medios medios esperados
Total £-1 ZIZZJZ(yU -y )

Renglones t—1 tZ, —y ) CMR

Columnas t—1 t% @, -y CMC

Tratamientos t—1 tXOp—y ) CMT o + &
Error t—D@E—-2) SC error CME log

La suma de cuadrados para el error experimental se ha reducido respecto a la
del disefio de bloque totalmente aleatorizado en una cantidad igual a SC renglones
0 SC columnas, con un costo de t+ — 1 grados de libertad. Los cuadrados medios
para el error experimental como estimacion de 67 tiene muy pocos grado de liber-
tad con un pequefio nimero de tratamientos. Se pierde mucho poder en las pruebas
de hipétesis para comparaciones entre tratamientos a menos que la reduccion en la
suma de cuadrados del error, debida al uso de bloques segun los criterios de ren-
glon y columna sea sustancial.

La efectividad del uso de bloques por otros criterios evaluados con la medida
de eficiencia relativa se demuestra en el analisis de cosecha de grano a partir del
experimento de tasa de siembra del ejemplo 8.2.
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En la tabla 8.7 se muestran las observaciones junto con las medias de renglon,
columna y tratamiento en un arreglo de cuadrado latino. Los datos se refieren a la
cosecha de grano para cada grafica en cientos de libras por acre. El analisis de la
varianza se muestra en la tabla 8.8.

Tabla 8.7 Cosecha de grano de una variedad de trigo para cinco tasas de siembra en
un disefio de cuadrado latino [etiqueta de tratamiento (A, B, C, D o E) en los
paréntesis enseguida del valor de la cosecha]

Columna de campo Renglon
Medias de de campo
renglon 1 2 3 4 5 0,)
1 5945(E) 47.28(A) 54.44(C) 50.14(B) 59.45(D) 54.15
2 55.16(C) 60.89(D) 56.59(B) 60.17(E) 48.71(A) 56.30
3 44 41(B) 53.72(C) 55.87(D) 47.99(A) 5945E) 52.29
4 4226(A) 50.14(B) S5.87(E) 58.74(D) 55.87(C) 52.58
5 60.89(D) 59.45(E) 49.43(A) 59.45(C) 57.31(B) 57.31
Medias de 5243 54.30 54.44 55.30 56.16 y =
columna (y ) 54.53
Tratamiento A B C D E
Tasa de siembra 30 80 130 180 230
Media (y,) 47.13 51.72 55.73 59.17 58.88

Tabla 8.8 Analisis de varianza para la cosecha de grano de una variedad de trigo,
con cuatro tasas de siembra en un disefio de cuadrado latinode 5 X 5

Fuente de Grados de  Suma de Cuadrados

variacion libertad  cuadrados medios F Pr>F
Total 24 716.61

Renglon 4 99.20 24.80

Columna 4 38.48 9.62

Tasa de siembra 4 522.30 130.57 27.67 .000
Error 12 56.63 4.72

Errores estindar para las medias de tratamiento

La estimacién del error estandar para una media de tratamiento es:

5= = \/CME = \/ﬂ = 0.97 (8.18)
& t 5




284 CAPITULOS DISENOS DE BLOQUES COMPLETOS

y la estimacion del error estandar para la diferencia entre dos medias de tratamiento es:

_ [2CME _ [2472) _
s@k-;m)—\/ t —\/ 5 =137 8.19)

Pruebas de hip6tesis sobre medias de tratamientos

El estadistico F, para probar la hipotesis nula de que no existe diferencia entre las
medias de tratamientos:

= SMT__ 13057 _ . o (8.20)

CME 4.72

excede el valor critico F 541, = 3.26 con un nivel de significancia observado de
Pr>F = .000 (tabla 8.8).

Interpretaciones del factor de tratamiento cuantitativo con contrastes
de regresion

El factor de tratamiento para este experimento es un factor cuantitativo con cinco
niveles. Un analisis para la regresion de la cosecha de trigo sobre las tasas de siembra
con contrastes polinomiales ortogonales para la tasa de siembra proporcionara una
buena descripcién del efecto de la tasa de siembra sobre la cosecha de grano. Los
coeficientes de los contrastes polinomiales ortogonales se encuentran en la tabla XI
del apéndice. Los coeficientes ortogonales y las sumas de cuadrados para los contras-
tes de regresion polinomial lineal y cuadratica se muestran en la tabla 8.9.

Tabla 8.9 Particiones de sumas de cuadrados para la regresion lineal y cuadratica
de las tasas de siembra (ejemplo 8.2)

Tasa de siembra 30 80 130 180 230 SC*
Media (37) 47.13 51.72 55.73 59.17 58.88

Lineal (P, -2 -1 0 1 2 47895
Cuadratica (P;) 2 -1 -2 -1 2 38.11

*SC = r[Z P,y JYZ Py

Los estadisticos F, respectivos para probar las hipotesis nulas de los contras-
tes lineal y cuadratico son F, = 478.95/4.72 = 101.47 y F, = 38.11/4.72 = 8.07.
Ambas razones exceden el valor critico F g5 ; = 4.75. La suma de cuadrados para
las desviaciones de la regresion lineal y cuadratica es:

SC semilla(desviacion) = SC semilla — SC semilla(lineal) — SC semilla(cuadratica)

= 52230 — 478.95 — 38.11 = 5.24
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con 2 grados de libertad; una prueba de hipotesis indicaria que no hay desviacio-
nes significativas de la ecuacion cuadratica.

La ecuacién de regresion polinomial cuadratica calculada para estimar la co-
secha de grano (3 ) a partir de la tasa de siembra (R) mediante las técnicas descri-
tas en el capitulo 3 es:

y =43 + 0.14R — 0.0003R?

La figura 8.3 muestra una grafica de esta ecuacion, aqui es posible observar que el
rendimiento maximo estimado ocurre con la tasa de siembra R = 233 libras por
acre, que es una extrapolacion hacia arriba de la tasa mas alta usada en el experi-
mento. Se requerird otro experimento con un tasa de siembra de 230 libras por
acre para estimar con seguridad la tasa maxima de siembra.

Cosecha de grano estimada

T T T T

50 100 150 200
Tasa de siembra

Figura 8.3 Respuesta estimada entre la cosecha y la tasa de siembra

Andlisis de residuales para evaluar las suposiciones

Los residuales se puede usar para evaluar las suposiciones del modelo (como
se describe en el capitulo 4); de la ecuacion (8.17), el residual de las observacio-
nes del k-ésimo tratamiento en el i-ésimo renglén y la j-ésima columna es:

/e\ljzyl_]_yl _.Ty—j_yk_i_zy

Las graficas de residuales se dejan como ejercicio para el lector.
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Si los tratamientos interactiian con los bloques

Tukey (1955) desarroll6 una prueba para la suposicion de efectos aditivos de tratamien-
to, renglon o columna. De la ecuacion (8.17), la aditividad de los efectos del trata-
miento, renglon y columna da como resultado el valor estimado de una observacion:

Vy=Y A0, -Y)HO,-I)H G —Y)=F + Y, + k-2

El célculo de la suma de cuadrados de 1 grado de libertad para la no aditividad
requiere los valores dey, y el residual, e, = y, —¥,, para cada unidad experimen-
tal. La suma de cuadrados para la no aditividad es:

t

2
t
[El Zl??,?u] (8.21)
=1 )=

SC

donde SC es la suma de cuadrados del error obtenido con un analisis de varianza
del cuadrado latino sobre y'2. El estadistico F, para probar la no aditividad es:

SC(no aditividad)
CM residual

SC(no aditividad) =

F0:

(8.22)

donde

[SCE — SC(no aditividad)]
1%

CM residual =

tiene v = (t — 1)(¢t — 2) — 1 grados de libertad y SCE es la suma de cuadrados para el
error del andlisis de varianza del cuadrado latino para las observaciones originales y,.
Se recomienda que los valores de y, se codifiquen segiin k(v, — ), donde k es una
constante para cambiar la escala de valores por conveniencia para los calculos.

cAumentaron la precision los dos factores de bloque?

La eficiencia del disefio del cuadrado latino con dos criterios de bloque se deter-
mina en relacién con el disefio de bloques completos aleatorizado con sélo un
criterio de bloque. Las medidas de eficiencia relativa se puede calcular por separa-
do para los criterios de bloque de renglén y columna en el cuadrado latino.

Eficiencia relativa del bloque por columna

Si so6lo se usara el criterio de bloque de los renglones con un disefio de bloques
completos aleatorizado, la estimacién del cuadrado medio del error es:
2 CM columnas + (¢t — 1) CME

Syeb = (8'23)
t

donde CME es el cuadrado medio del error para el error correspondiente al anali-
sis de varianza del cuadrado latino.
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El valor estimado para el ejemplo 8.2 es s%, = [9.62 + 4(4.72)]/5 = 5.70y s} =
CME = 4.72. La eficiencia relativa del bloque por columna para el experimento es:

RE, = St = 370 _ 5
“ s2, 4.72

Hay una ganancia del 21% en eficiencia sobre el disefio de bloques completos
aleatorizado, en el que sélo se usa el criterio de bloque correspondiente a los ren-
glones del cuadrado latino. Asi, los bloques de las columnas para los gradientes
del suelo en el campo reducen la varianza del error en un 21% de manera efectiva.
El disefio de bloques aleatorizado sin los bloques de las columnas para los gradientes
de suelo requeriria 1.21(5) = 6 réplicas para obtener una varianza estimada de la
media del tratamiento igual a la del disefio del cuadrado latino.

Eficiencia relativa del bloque por renlgon

Si sé6lo se usa el criterio de las columnas para el bloque con disefio de bloques
completos aleatorizado, la media cuadratica estimada del error es:
2 CMreglén + (¢t — 1)CME

2, = (8.24)
t

Para el ejemplo 8.2, s, = [24.80 + 4(4.72)]/5 = 8.74 y RE,,; = 8.74/4.72 = 1.85.
Existe una ganancia del 85% en la eficiencia con el bloque por rengldn para el
gradiente de irrigacion en el experimento. Sin el bloque por el gradiente de irriga-
cion el experimento requeriria 1.85(5) = 9.25 o 10 réplicas de cada tratamiento en
el disefio de bloques completos aleatorizado para obtener una varianza estimada
del tratamiento igual a la del disefio del cuadrado latino.

Correccion para estimar c*

La correccién para estimar ¢ mediante s? es:

s+ D +3) _ 13-19 _ 0.97
s+ 3)frcw + 1) 1517

donde f;, = 12 y f..,, = 16 son los grados de libertad del error respectivos del
cuadrado latino y el disefio de bloques completos aleatorizado. La correccion re-
duce la ER de 1.21 a 0.97(1.21) = 1.17 para el bloque por columna y de 1.85 a
0.97(1.85) = 1.79 para el bloque por rengldon y tiene un efecto pequefio en la efi-
ciencia de las estimaciones.

Rectangulos y cuadrades latinos miltiples

El disefio del cuadrado latino con dos criterios de bloque y cuatro tratamientos o
menos es muy restrictivo y proporciona dos grados de libertad menos para una
estimacion efectiva de la varianza del error experimental. En estas circunstan-
cias, es comun repetir el experimento con mas de un cuadrado.
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Existen dos formas para disefiar cuadrados multiples, la primera tiene formas
de identificacién distintas para renglones y columnas para cada cuadrado en el
experimento y la segunda forma tiene una identificacion comun en todos los cua-
drados para los renglones o para las columnas. Un ejemplo de la primera forma
ocurre en las pruebas de campo agricolas que usan dos cuadrados latinos en areas
separadas del campo de investigacion. La segunda se ilustra con el experimento de
las llantas para automdvil en las que se utilizan dos grupos de cuatro autos en
arreglos de cuadrados latinos, donde los ocho automoviles representan el bloque
por columna y las cuatro posiciones comunes a ambos cuadrados representan el
bloque por rengloén, esta ultima forma de disefio se conoce como rectangulo lati-
no. Las dos formas se ilustran en la figura 8.4.

La figura 8.4a es representativa de experimentos agricolas con cuadrados latinos uni-
cos multiples y la figura 8.4b lo es de experimentos como el de las llantas para automovil
con las posiciones en los renglones y los autos en las columnas en un rectangulo latino.

Columna
Renglon 1 2 3 4 5 6 7 8
1 A B C D
2 B C D A
3 C D A B
a) 4 D A B C
5 A B C D
6 B A D C
7 C D B A
8 D C A B
Columna
Renglon 1 2 3 4 5 6 7 8
1 A B C D A B C D
b) 2 B C D A B A D C
3 C D A B C D B A
4 D A B C D C A B

Figura 8.4 Cuadrados latinos multiples con a) renglones y columnas
unicas para cada cuadrado y b) rectangulo latino con renglones comunes
a ambos cuadrados y columnas unicas en cada uno

La aleatorizacion se realiza por separado para cada cuadrado cuando el bloque por
rengloén y columna es Gnico para cada uno de los s cuadrados. Con el rectangulo latino
también es posible considerar unico cada cuadrado y aleatorizar. Cuando el criterio por
renglon es uniforme a través de las columnas, s6lo es necesario que cada tratamiento ocurra
s veces en cada renglon y una vez en cada columna, luego se realiza una aleatorizacion de
los t renglones y otra separada del conjunto completo de las st columnas.

El modelo lineal para el rectangulo latino con criterios de bloque por renglon
y columna unicos en cada cuadrado latino es:
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Yy = u + kl + pz(l) + ‘)_’](l) + Ty + €y
I=1,2,...,8 L,j,k=1,2,..,t (8.25)

donde £; es el efecto del cuadrado, y p,) y Y, son los efectos respectivos de ren-
glén y columna anidados en los cuadrados. Quizd sea necesario considerar una
componente de interaccion cuadrado X tratamiento en el modelo si se sospecha
que las comparaciones entre tratamientos pueden diferir de un cuadrado a otro. En
la seccidn 8.6 se presenta un experimento por interaccion entre tratamientos. En la

tabla 8.10 se proporciona una descripcion del analisis de varianza con bloques por
renglén y columna unicos.

Tabla 8.10 Analisis de varianza para un experimento repetido con s arreglos de
cuadrado latinos Ginicos

Fuente de Grados de Sumas de
variacion libertad cuadrados
Total st —1 2}??0’1}1 -y )
Cuadrados s—1 PEQ =)
Renglones en los cuadrados sit—1) tEX i
Columnas en los cuadrados st—1) 2> ? Gy— )
Tratamientos t—1 st2 (e =y )
Error (st—s—D@—-1 Restando

El modelo lineal para un rectingulo latino que tiene criterios comunes de bloque
por renglon para s cuadrados latinos completos y bloque por columna tnico es:

y,j=,u+p,+}§+7k+e,j
j=1,2,st L k=1,2,..,1 (8.26)
En latabla 8.11 se muestra una descripcién del analisis de varianza para un bloque

comun por renglén y unico por columna. Las estimaciones del error estandar para
las medias de tratamiento y las diferencias entre las dos medias, respectivamente,

son \/CME/st y \2CMEIst.

8.4 Experimentos factoriales en disefio de bloques completos

El disefio de tratamientos usado para referirse a la hipotesis de investigacion se
puede ajustar a cualquier disefio de experimento compatible. Es posible calcular
las particiones de sumas de cuadrados adecuadas del analisis de varianza siempre

que se satisfagan las restricciones de aleatorizacion para el disefio de experimento
en cuestion,
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Tabla 8.11 Analisis de varianza para un experimento con ¢ tratamientos en un
rectangulo latino con ¢ renglones y st columnas

Fuente de Grados de Sumas de
variacién libertad cuadrados
Total st — 1 IZZ V=¥ )
Renglones t—1 st)j: o, —7)
Columnas st—1 tZ@,-y)
Tratamientos r—1 sthkl =7 )
Error (st—=2)(t—1) Restando

El factorial de dos factores para un disefio de bloques completos aleatorizado
tiene las combinaciones ab de tratamiento un numero igual de veces en cada
bloque. En el disefios de cuadrado latino, cada una de las ab combinaciones apare-
ce una vez en cada renglon y una en cada columna. Un disefio de cuadrado latino
con un criterio de renglones comun para s cuadrados requiere que cada com-
binacion de tratamiento aparezca una vez en cada columna y s veces en cada
renglon.

El modelo lineal para un factorial de dos factores, el factor 4 con a nive-
les y el B con b niveles, en un disefio de bloques completos aleatorizado con r
bloques es:

yyk =u + Pk + a, + ﬁ; + (aﬂ)lj + el]k (8.27)
i=1,2,.,a j=1,2,.,b k=1,2,.,r

En la tabla 8.12 se ilustran las particiones de sumas de cuadrados para un
factorial de dos factores en un disefio de bloques completos aleatorizado. La suma
de cuadrados del tratamiento con (¢t — 1) = (ab — 1) grados de libertad se divide
en sumas de cuadrados para los efectos principales de los factores 4 y B y los
efectos de interaccion como se describe en la tabla 6.5; la suma de cuadrados para
los bloques y el error experimental son analogos a los mostrados en la tabla 8.2
para el disefio de bloques completo aleatorizade y los errores estandar se calculan
de acuerdo a las convenciones descritas en el capitulo 6 para el experimento factorial
en un disefio totalmente aleatorizado.

Para el cuadrado y el rectangulo latinos se sigue un patrén similar de analisis
en ¢l que se hace una particion de las sumas de cuadrados del cuadrado, los ren-
glones y las columnas, segin el analisis en las tablas 8.6, 8.10 y 8.11 con t = ab.
Las particiones de sumas de cuadrados para los efectos principales del factorial y
las interacciones se calculan como se describe en el capitulo 6.
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Tabla 8.12 Analisis de varianza para un disefio de tratamientos de dos factores en
un disefio experimental de bloques completos aleatorizado

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados Cuadrados
variacion libertad cuadrados medios medios esperados
Total rab — 1 SC total

Bloques r—1 SC bloque

A a-—1 SCA CMA 0% + rb@

B bh—1 SCB CMB 62 + ra6}
AB (a=-DB-1 SC(AB) CM(AB) o+ ré%,
Error (@b — Y(r—1 SCE CME o?

* Vea en el capitulo 6 las férmulas para calcular SC4, SCB y SC(4B). La SCE se obtiene con
una resta. La SCbloques = ab Z (¥ .-y )%

8.5 Datos faltantes en disefios por bloques

En el capitulo 6 se presentan los datos faltantes en estudios de investigacion con dise-
fios factoriales, las observaciones que faltan afectan las relaciones entre los bloques y
los tratamientos al igual que las relaciones entre los factores en los factoriales.

Los efectos de tratamientos y bloques no son ortogonales si faltan datos y
un contraste para un conjunto de efectos contiene cierta informacion sobre el otro
conjunto de efectos. Asi, los efectos de los bloques deben tomarse en cuenta al
calcular la particiéon de la suma de cuadrados para los tratamientos.

Los modelos alternativos completo y reducido se usan en el disefio de bloques
para 1) calcular particiones de sumas de cuadrados no sesgadas para los tratamien-
tos y el error experimental, y 2) calcular estimaciones de minimos cuadrados no
sesgadas de las medias de tratamiento y sus errores estandar a partir de los datos
disponibles. Los procedimientos para las soluciones de minimos cuadrados de las
ecuaciones normales y las sumas de cuadrados de los modelos completo y redu-
cido se describen en el capitulo 6; muchos programas de computadora para el ana-
lisis de varianza incluyen la ejecucidn de este analisis.

Analisis con datos faltantes en un diseiio de bloques completos

El andlisis con datos faltantes para el disefio de bloques completos aleatorizado
difiere un poco del disefio factorial descrito en el capitulo 6 porque el primero
supone que no hay efectos de interaccion. Entonces, el andlisis omite cualquier
prueba de interaccion previa a la estimacion de los efectos del tratamiento.

Las soluciones de las ecuaciones normales para el modelo completo, y, = pt +
T, + p, + e,, se usan para calcular las etimaciones,y, = I + 7, + P,y la suma de
cuadrados del error para el modelo completo:

SCE; =3 (v, — H — 7% — P
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Las soluciones de las ecuaciones normales para el modelo reducido, y, = it + p,
+ e, se usan para calcular las estimaciones,y, = I + p,, y la suma de cuadrados
del error experimental para el modelo reducido:

SCE, =3 (v, — i — P}
La suma de cuadrados del tratamiento se calcula como:
§C Tratamiento (ajustado) = SCE, — SCE; (8.28)

y representa la reduccion en la suma de cuadrados como resultado de incluir 7, en
el modelo completo. Se conoce como una suma de cuadrados de tratamiento ajus-
tada, lo que implica que también se consideran los efectos de bloque al estimar los
efectos del tratamiento en el modelo completo.

Las particiones de sumas de cuadrados ortogonales con m observaciones faltantes
se muestran en la tabla 8.13. E]l modelo reducido ignora la clasificacion del tratamiento
y la SC bloques (no ajustada) del modelo reducido es la suma de cuadrados debida a las
diferencias entre las medias de bloques ignorando los tratamientos.

La aplicacién de un analisis con observaciones faltantes se deja como ejerci-
cio al final del capitulo.

Tabla 8.13  Andlisis de varianza para un disefio de bloques completos aleatorizado
con m observaciones faltantes

Fuente de Grados de Sumas de
variacion libertad cuadrados
Total tr—m-—1 ;)j:(y,j—f)z
Bloques (no ajustados)* r—1 ?n,@ Y)Y
Tratamiento (ajustado) t—1 SCE, — SCE;
Error r—DHt—1)—m SCE,

* SC bloques (no ajustado) = SC total — SCE,; n, = numero de observaciones en el j-ésimo bloque

8.6 Experimentos realizados varias veces

Los experimentos se repiten en varios lugares o en distintas ocasiones por muchas
razones, pues la repeticidn a través del tiempo o espacio proporciona una forma de
réplica para incrementar la precision de las estimaciones de las medias de trata-
miento o aumentar los grados de libertad de las estimaciones del error experimen-
tal. Los experimentos repetidos pueden proporcionar una base de inferencia mas
amplia para evaluar los tratamientos sobre un conjunto mas grande de condicio-
nes. En otros casos, se espera que la magnitud de las comparaciones de tratamien-
tos difiera entre lugares o tiempos. Las series de experimentos se usan para exami-
nar la vartacion en la diferencias de tratamiento relativas a los cambios ambientales.

Cualquiera que sea la razon para llevar a cabo el mismo experimento en una
serie de lugares o tiempos, debe tenerse cierta cautela antes de combinar los datos
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de las series para realizar un solo analisis global. El siguiente ejemplo aclarara
algunos detalles a través de una serie de experimentos.

(= meee -

Ejemplo 8.3 Eficiencia del uso de agua en el pasto Bermuda

El pasto Bermuda se usa mucho en jardines, parques y campos de golf en climas
calientes y secos. En areas secas su mantenimiento requiere irrigacion constante.
Los cuidadores de césped desean especies de plantas que usen ¢l agua de manera
eficiente para reducir los costos de mantenimiento y conservar el agua. Existe una
considerable variacion en el uso eficiente de agua entre las especies y dentro de ellas.

Objetivo de investigacion: Un agricultor queria determinar la cantidad de varia-
bilidad en la eficiencia con la que el pasto Bermuda utiliza agua de manera que
pudiera atribuirla a diferencias genéticas. Dada una variacion genética suficiente,
podria iniciar un programa de cultivo para desarrollar un pasto Bermuda hibrido
con un uso eficiente de agua.

Diserio del tratamiento: El agricultor realizé todas las cruzas posibles (30) de
hibridos entre seis cultivos de pasto Bermuda en lo que se conoce como diserio de
cruza bimodal. Este disefio permite evaluar el potencial genético de cultivos es-
pecificos o de la poblacion representada por los cultivos en él.

Disefio de experimento: Se cultivo la progenie y los seis cultivos padres en un
disefio de bloques completos aleatorizado, con dos bloques en cada uno de cuatro
sitios separados en parcelas. Dos de las cruzas no se reprodujeron, de manera que
se tenian 34 parcelas en cada bloque de cada experimento.

El agricultor midi6 la produccion total de materia seca de las plantas en cada
parcela y la cantidad de agua utilizada en ellas para producir el material. La me-
dida que us6 para su andlisis fue el cociente del agua utilizada entre la produccion
total de materia seca en cada parcela. El analisis de varianza con su fuente de
variacion, grados de libertad y cuadrados medios para los cuatro experimentos se
muestra en la tabla 8.14.

Tabla 8.14 Analisis de varianza para el consumo de agua en cuatro experimentos
de un disefio de cruza bimodal con seis cultivos de pasto Bermuda

Fuente de Grados de

Cuadrados medios por sitio

variacion libertad Jj 2 3 4

Bloque 1 2.80 20.17 2.53 1.81
Genotipos 33 1.08 17.85 1.92 1.39
Error 33 1.61 10.56 1.07 0.74

Fuente: Dr. W. Kneebone, Department of Plant Sciences, University of Arizona.

El sitio 2 es diferente

La caracteristica mas notable del analisis en la tabla 8.14 es que los cuadrados
medios para todas las fuentes de variacion en el sitio 2 son mucho mas grandes
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que las de los otros sitios, sobre todo, la varianza del error en el sitio 2, CME =
10.56, es mucho mayor que la correspondiente a las otras localizaciones. La varia-
bilidad mas grande en el sitio 2 indica que quiza las condiciones experimentales
fueron diferentes de las de otros sitios.

Se requieren varianzas homogéneas al combinar los resultados de varios
experimentos

Se realizaron cuatro experimentos, cada uno con dos réplicas, es decir, un total de
ocho réplicas. Si se combinaran los cuatro experimentos en un analisis, las estima-
ciones de las medias de genotipos serian mucho mas precisas.

Es necesaria la homogeneidad en las varianzas del error para hacer un andlisis
combinado de los cuatro experimentos, una prueba de tal homogeneidad en las
varianzas del error con la prueba F Max (capitulo 4) rechaza la hipétesis de igua-
les varianzas del error en los cuatro sitios. Una solucién posible es una transfor-
macion a una escala logaritimica para lograr varianzas homogéneas antes del ana-
lisis combinado; el analisis para cada sitio después de la transformacion logaritmica
se muestra en la tabla 8.15.

Tabla 8.15 Anélisis de varianza para 10 [log,, (uso de agua)] en cuatro
experimentos de un diseiio de cruza bimodal con seis cultivos de pasto Bermuda

Fuente de Grados de Cuadrados medios por sitio
variacion libertad 1 2 3 4
Bloque 1 1.68 3.28 1.42 1.01
Genotipos 33 0.56 2.51 1.09 1.11
Error 33 0.82 1.54 0.56 0.51

La transformacion logaritmica reduce de manera considerable la disparidad en
las varianzas del error, pero los cuadrados medios observados para todas las fuen-
tes de variacion todavia son mayores en el sitio 2. Todavia debe tenerse cuidado al
hacer un analisis combinado; deben interpretarse los resultados iniciales de cada
experimento separado. El estadistico Fy en cada sitio para probar las hipdtesis de
que no hay diferencias entre los genotipos, F, = CM genotipo/CM error, rechaza
la hipétesis nula a un nivel de significancia de .05 para los sitios 3 vy 4, y no la
rechaza en los sitios 1 y 2. Se llega a las mismas conclusiones utilizando el esta-
distico F, con los datos de la tabla 8.14.

Modelo estadistico y analisis de varianza para el andlisis combinado de
experimentos

Los resultados de las pruebas F indican un desempefio diferente entre los genotipos
en los cuatro sitios. El andlisis combinado debe incluir la posibilidad de interaccion
genotipo X sitio. El modelo estadistico para el analisis combinado con efectos
aleatorios de sitio y genotipo es:



86 EXPERIMENTOS REALIZADOS VARIAS VECES 295

yzjk =H + P, + bj(l) + 8k + (gp)xk + eljk (8'29)

donde p es la media general, p, es el efecto aleatorio del sitio, b, es el efecto
aleatorio de bloqueo dentro del sitio, g, es el efecto aleatorio de genotipo, (gp), es
el efecto aleatorio de la interaccion genotipo X sitio, y e, €s el efecto aleatorio del
error. El analisis de varianza combinado para los datos transformados de los cua-
tro experimentos se muestra en la tabla 8.16 con los cuadrados medios esperados
para los efectos aleatorios de genotipo y los efectos fijos o aleatorios del sitio.

Tabla 8.16 Analisis de varianza para 10 [log,, (uso de agua)] para los experimentos
combinados de un disefio de cruzas bimodal de seis cuitivos de pasto Bermuda

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados Cuadrados
variacion libertad cuadrados medios medios esperados
Sitios (L) 3 433.93 144.54

Bloques/L 4 7.39 1.85

Genotipos (G) 33 81.11 2.46 o’ + roy + rio}
GXL 99 93.01 0.94 o’ + roy

Error combinado 132 113.19 0.86 o?

El cuadrado medio del error en el analisis combinado es el error combinado de
los cuatro experimentos (promedio de los cuadrados medios para el error de los
cuatro experimentos), los bloques son inicos para cada experimento y constituyen
un efecto de factor anidado para el analisis de varianza y la suma de cuadrados
para los bloques dentro de los sitios es la suma de las sumas de cuadrados de los
bloques en el analisis de varianza individual.

Los cuadrados medios esperados para el modelo aleatorio o mixto se deriva-
ron siguiendo las partes expuestas en el capitulo 7. Si los genotipos (tratamientos)
tienen niveles fijos, entonces o}, se sustituye por la componente equivalente de los
efectos fijos, 6 . Cuando tanto sitios como genotipos (o tratamientos) son fijos,
entonces 0%, también se sustituye por la componente equivalente para efectos fi-
jos, 62 en la tabla 8.16.

El hecho de que las repeticiones de experimentos en el tiempo y los lugares
sean aleatorias depende del objetivo de la repeticion, si las repeticiones se eligen
para investigar las respuestas del tratamiento a cambios deliberados en el medio,
entonces parece apropiado un modelo de efectos fijos para los sitios o el tiempo,
pero si las repeticiones se justifican como representantes legitimos aleatorios de
los lugares o el tiempo, entonces se puede usar el modelo de efectos aleatorios.
Quiza lo mas dificil sea considerar repeticiones aleatorias si s6lo se dispone de un
nimero limitado de lugares para el experimento o de semanas, meses 0 afios suce-
sivos que representen la repeticion en el tiempo.

Pruebas de hipétesis en el analisis combinado

La hipoétesis de que no hay interaccion genotipo X sitio se realiza con el estadisti-
co Fyde latabla 8.16 como Fy = CM(G X L)/CME = 0.94/0.86 = 1.09, y el valor
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critico F' 5 99 132 = 1.36 y no se rechaza la hipdtesis nula de no interaccién genotipo
X sitio. Se prueba la hipétesis de que no hay efectos de genotipo con el estadistico
Fy= CMG/CME = 2.46/0.94 = 2.62 con valor critico F g5 3399 = 1.55 y se rechaza
la hipétesis nula de que no hay efectos del genotipo.

Andélisis de la interaccién tratamiento X experimento

La no significancia de la interaccidon genotipo X sitio debe estudiarse con
cuidado, ya que el analisis de los experimentos separados reveld diferencias signi-
ficativas al nivel .05 de significancia en dos sitios. Es muy posible que ciertas
comparaciones de tratamientos interactuen con el entorno mientras que otras sean
relativamente constantes en distintos entornos. Se mencionan tres conjuntos de
comparaciones importantes en el disefio de cruzas bimodales del pasto Bermuda:

* comparaciones entre los seis cultivos padres
* comparaciones entre las 28 cruzas

* un contraste entre la media de los seis cultivos padres y la de las 28 cruzas

Un analisis de varianza separado para los cultivos padres proporciona las su-
mas de cuadrados para el primer conjunto de comparaciones y otro para las cruzas
obtiene las sumas de cuadrados para el segundo conjunto de comparaciones. En el
analisis se usa el modelo lineal de la ecuacidn (8.29), que es el mismo modelo
usado al incluir todos los genotipos en el andlisis. En la tabla 8.17 se muestran
solo la sumas de cuadrados requeridas por las comparaciones de interés, no se
muestran las sumas de cuadrados para sitios y bloques dentro cada sitio.

Tabla 8.17 Analisis de varianza separado para padres y de un disefio de cruzas
bimodal para seis cultivos de pasto Bermuda

1) Andlisis de padres

Fuente de Grados de Sumas de Cuadrados
variacion libertad cuadrados medios
Padres 5 3.45 0.69
Padres X sitios 15 4.87 0.32
Error (P) 20 10.04 0.50
2) Andlisis de cruzas

Fuente de Grados de Sumas de Cuadrados
variacion libertad cuadrados medios
Cruzas 27 46.06 1.71
Cruzas X sitios 81 79.56 0.98

Error (C) 108 101.22 0.94
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Las sumas de cuadrados para el contraste entre las medias de los padres y las
cruzas y la suma de cuadrados para la interaccién entre el contraste y el sitio se
pueden calcular restando. Se usan las sumas de cuadrados de las tabla 8.16 y 8.17,
que son:

1) Padres contra cruzas
SC(P contra ) = SCG — SCP — SCC = 81.11 — 3.45 — 46.06
= 31.60
2) (Padres contra cruzas) X sitio

SCI(P contra C) X L] = SC(G X L) — SC(P X L) — SC(C X L)
= 93.01 — 4.87 — 79.56
= 8.58

El analisis de varianza separado para los cultivos padres y las cruzas también
proporciona sumas de cuadrados separadas para el error experimental que se pue-
den identificar con cada conjunto de comparaciones. Una particion de la suma de
cuadrados del error puede ser util, puesto que los errores experimentales pueden
diferir de manera considerable entre las comparaciones. La tabla 8.17 muestra el
cuadrado medio del error experimental para padres y cruzas, Error(P) y Error(C),
de los andlisis separados.

La suma de cuadrados para el error experimental asociado con el contraste
entre padres y cruzas se encuentra a partir de las sumas de cuadrados del error de
las tablas 8.16 y 8.17 como sigue:

SC error(P contra C) = SC error — SC error(P) — SC error(C)
113.19 — 10.04 — 101.22
=1.93

La tabla 8.18 contiene un resumen del analisis de varianza con todas las parti-
ciones de sumas de cuadrados; las tres cuadrados medios para la particién del
error experimental mostradas al final de la tabla tienen valores similares. Es posi-
ble usar el error combinado con 132 grados de libertad con cierta confianza de que
las varianzas del error de los tres grupos de comparaciones son homogéneas.

Combinar o no combinar varianzas

La decision de usar el término de la particion del error o el del error combi-
nado puede afectar la prueba de hipdtesis. Las pruebas con el error combinado
tienen mas grados de libertad y, por lo tanto, mayor capacidad (poder) para
detectar diferencias que los cuadrados medios del error de las particiones, este
efecto se puede observar en la tabla 8.18 con una prueba de la interaccion
(P contra C) X L. El estadistico de prueba con el error combinado es F; = 2.86/
0.86 = 3.33 con valor critico F 53,3, = 2.67, el estadistico de prueba con la
particion del cuadrado medio del error es Fy = 2.86/0.48 = 5.96 con valor criti-
€0 F o534 = 6.59; en este Gltimo caso, con menos grados de libertad para el cuadra-
do medio del error, la hipotesis nula no se rechaza. La hipotesis se rechaza con el
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Tabla 8.18 Analisis de varianza para 10[log,,(uso de agua)] para experimentos
combinados de un disefio de cruzas bimodal de seis cultivos de pasto Bermuda

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados
variacion libertad cuadrados medios
Sitios (L) 3 433.63 144.54
Bloques/L 4 7.39 1.85
Genotipos (G) 33 81.11 2.46
Padres (P) 5 345 0.69
Cruzas (C) 27 46.06 1.71
Pvs. C 1 31.60 31.60
GXL 99 93.01 0.94
PXxL 15 4.87 0.32
CXL 81 79.56 0.98
(Pvs.C) X L 3 8.58 2.86
Error combinado 132 113.19 0.86
Error(P) 20 10.04 0.50
Error(C) 108 101.22 0.94
Error(P vs. C) 4 1.93 0.48

cuadrado medio del error combinado. Debe observarse que la hipotesis nula no se
rechazaria para ninguna de las pruebas a un nivel de significancia de 0.01, en esta
situacion la diferencia entre las dos pruebas no es grande, pero es necesario tener
en mente las dos posibiliades.

En este ejemplo especifico, el uso del error de la particién o combinado no
afecta los resultados de otras pruebas F, ninguna de las otras particiones de
interaccion G X L es significativa aunque la interaccion global genotipo X sitio
no era significativa, existe cierta evidencia de que una componente de la interaccion
fue significativa. Este resultado puede explicar las diferencias en los niveles signi-
ficativos de las pruebas de genotipos a partir de los analisis separados de los sitios
que aparecen en la tabla 8.18.

Mas detalles que pueden encontrarse

Mclntosh (1983) proporciond tablas de analisis de varianza con fuentes de
variacion, grados de libertad y los estadisticos Fy, adecuados para probar las hipo-
tesis para un grupo extenso de experimentos con modelos fijos aleatorios y mixtos
combinados a través del tiempo y lugar o una combinacién de ellos. Carmer, Nyquist
y Walker (1989) proporcionaron féormulas para la estimacion de varianzas en dife-
rencias medias combinadas a partir de experimentos combinados con disefios de
tratamiento de dos y tres factores. Los experimentos tienen disefios de bloques
completos aleatorizados con efectos de tratamiento fijos y efectos de tiempo y
lugar aleatorios.
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EJERCICIOS PARA EL CAPITULO 8

1.

En un naranjal en Valencia se llevé a cabo un experimento de irrigacion con un disefio de bloques com-
pletos aleatorizado en el que se usaron seis tratamientos de irrigacion en ocho bloques de arboles. Los

siguientes datos se refieren al peso en libras de la fruta cosechada en cada parcela.

e.

f.

Blogue

Meétodo 1 2 3 4 5 6 7 8
Goteo 450 469 249 125 280 352 221 251
En canal 358 512 281 58 352 293 283 186
Rocio 331 402 183 70 258 281 219 46
Aspersor 317 423 379 63 289 239 269 357
Aspersor +

rocio 479 341 404 115 182 349 276 182
Anegado 245 380 263 62 336 282 171 98

Fuente: Dr. R. Roth y Dr. B. Gardner, Department of Soil and Water Science, University

of Arizona.

Escriba un modelo lineal para el experimento, explique los términos y calcule el analisis de varianza.
(Cuadles son las suposiciones necesarias para que el analisis de varianza sea valido? ;Como se
relacionan con el experimento?
Calcule el error estandar estimado para una media de tratamiento de irrigacion y la diferencia entre
dos medias de tratamiento de irrigacion.
Considere que el método de anegado es la practica normal. Use el método de Dunnett para probar la

diferencia entre el anegado y cada uno de los otros métodos.

Calcule la eficiencia relativa de este disefio respecto a un disefio totalmente aleatorizado. ;Cudles

son sus conclusiones?

Obtenga las graficas residuales del analisis e interprételas.

. Un cientifico realizé una prueba de fertilizante en un pastizal, con un disefio de bloques completos

aleatorizado. Asignd al azar cinco tratamientos de fertilizante a las parcelas de cada cinco bloques; los
siguientes datos son 100 X (porcentaje de fosforo) en una muestra de tejido de planta de cada parcela.

Blogue
Tratamiento 1 2 3 4 5
Sin fertilizante 7.6 8.1 7.3 7.9 94
50 1b de nitrégeno 7.3 7.7 7.7 7.7 8.2
100 1b de nitrégeno 6.9 6.0 5.6 7.4 7.0
50 1b de nitrogeno
(Pentoxido de fosforo)
+ 75 1b P,O; 10.8 11.2 9.0 129 116
100 b de nitrogeno
+ 75 1b P,Os 9.6 93 120 106 104

Fuente: Dr. P. Ogden, Range Management, Univestiy of Arizona.
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a. Escriba un modelo lineal para este experimento, explique los términos y calcule el analisis de
varianza.

b. Calcule la suma de cuadrados con 1 grado de libertad para cada uno de los siguientes contrastes y
pruebe la hipotesis nula en cada caso. Los cuatro contrastes ortogonales entre los cinco tratamientos
son 1) sin fertilizante contra los cuatro tratamientos de fertilizante, 2) el efecto principal del nitrége-
no, 3) el efecto principal de P,Os y 4) la interaccion entre el nitrogeno y P,Os.

¢. Calcule el error estandar para cada contraste del inciso b).

Calcule la eficiencia relativa del disefio de bloques completos aleatorizado.

e. Obtenga las graficas residuales del analisis e interprételas.

Se midi6 la autoinductancia de bobinas con nicleos de 6xido de hierro con diferentes condiciones del
puente de medicién. La temperatura de la bobina se mantuvo constante, se usaron cinco bobinas en
el experimento se midio la autoinductancia para cuatro temperaturas (22°, 23°, 24° y 25°) del puente de
medicion; las temperaturas se utilizaron en orden aleatorio para cada bobina. Los siguientes datos son las
desviaciones porcentuales de una medida estandar.

Bobina
Tempertaura 1 2 3 4 5
22 1.400 0.264 0.478 1.010 0.629
23 1.400 0.235 0.467 0.990 0.620
24 1.375 0.212 0.444 0.968 0.495
25 1.370 0.208 0.440 0.967 0.495
Fuente: H. Hamaker (1955), Experimental design in industry, Biometrics

11, 257-286.

a. [Escriba un modelo lineal para este experimento, explique los términos y calcule el analisis de
varianza.

b. ;Cuales son las suposiciones necesarias para un analisis de varianza valido? ;Como se relacionan
con el experimento?

¢. Calcule los contrastes de regresion polinomial ortogonal para la temperatura y sus sumas de cuadra-
dos. Determine la ecuacion que mejor se ajuste a los datos.
Calcule la eficiencia relativa de usar las bobinas como bloques.

e. Obtenga las graficas residuales del analisis e interprételas.

Un ingeniero de transito realizé un estudio para comparar el tiempo sin uso de la luz roja para
cinco secuencias distintas de seméforo, el experimento se llevd a cabo con un disefio de cua-
drado latino en el que los dos factores de bloque eran 1) cinco cruceros elegidos al azar y 2)
cinco periodos. En la tabla de datos, las cinco secuencias de tratamiento se muestran entre pa-
réntesis como A, B, C, D, E y los valores numéricos son el tiempo de luz roja sin uso expresado en
minutos.
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Periodo
Crucero 1 2 3 4 5
1 15.2(A) 33.8(B) 13.5(C) 274(D) 29.1(E)
2 16.5(B) 26.5(C) 19.2(D) 25.8(E) 22.7(A)
3 12.1(C) 31.4(D) 17.0(E) 31.5(A) 30.2(B)
4 10.7(D) 342(E) 19.5(A) 27.2(B) 21.6(C)
5 14.6(E) 31.7(A) 16.7(B) 26.3(C) 23.8(D)
Fuente: Mason, Gunst y Hess (1989), 393.

Escriba un modelo lineal para este experimento, explique los términos y calcule el analisis de varianza.
Calcule el error estandar de la media de una secuencia de tratamiento y para la diferencia entre dos
medias.

Use “comparaciones multiples” con el mejor procedimiento para seleccionar el conjunto de secuen-
cias de semaforo con el menor tiempo desperdiciado.

(Cual es la eficiencia relativa del bloque por periodo?

Obtenga las graficas residuales del andlisis e interprételas.

Un ingeniero investigador estudio la eficiencia en tiempo de cuatro métodos de fabricacion (A, B, C, D)
de un componente electronico, se eligieron cuatro técnicos para el estudio, pero como el proceso de
fabricacion produce fatiga de manera que el tiempo requerido por el técnico aumenta al cambiar de un
método a otro sin importar el orden, el ingeniero uso un disefio de cuadrado latino con los “técnicos” en
las columnas y los “periodos” en los renglones. Los métodos de fabricacion se asignaron al azar a los
técnicos y los periodos, de acuerdo con el arreglo del cuadrado latino. Los valores son los tiempos de
fabricacion en minutos requeridos para el componente con el método indicado entre paréntesis.

Técnico
Periodo de tiempo 1 2 3 4
1 90(C)  96(D)  84(A)  83(B)

90(B)  91(C)  96(D)  88(A)
89(A)  97(B)  98(C)  98(D)
104D) 100(A)  104(B)  106(C)

BN

Escriba un modelo lineal para este experimento, explique los términos y calcule el analisis de varianza.
Calcule el error estandar de la media de un método de fabricacion y la diferencia entre dos medias.
Use el método de Tukey para todas las comparaciones por pares entre las medias de los tiempos de
fabricacion.

Use la medida de eficiencia relativa para determinar si el periodo fue un factor de bloque critico
para reducir la varianza del error experimental.

. Elexperimento en el ejemplo 8.2 sobre la relacion entre la cosecha de trigo y la tasa de siembra se realizo
en un disefio de cuadrado latino de 5 X 5. Se realiz6 una réplica del experimento en un terreno adyacen-
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te, por lo que se tienen dos repeticiones del experimento con bloques tnicos por renglén y columna para
cada uno, con las tasas de siembra de 30, 80, 30, 180 y 230 para A, B, C, D y E, respectivamente. A
continuacion se proporcionan los datos del segundo experimento, con la cosecha correspondiente a cada
parcela expresada en quintales (100 lb) por acre.

f.
g.

h.

Renglon Columna de campo

de campo i 2 3 4 5
1 26.88(A) 38.40(D) 35.33(E) 34.56(C) 24.57(B)
2 37.63(E) 24.57(A) 36.09(C) 23.81(B) 32.25(D)
3 29.95(C) 29.18(B) 33.02(D) 22.27(A) 33.02(E)
4 32.25(D) 31.49(C) 21.50(B) 33.02(E) 18.43(A)
5 26.11(B) 36.09(E) 23.81(A) 29.95(D) 29.95(C)

Fuente: Dr. M. Ottman, Department of Plant Sciences, University of Arizona.

Escriba un modelo lineal para este experimento, explique los términos y calcule el analisis de varianza.
Calcule el error estandar estimado para la media de una tasa de siembra y la diferencia entre dos
medias de tasas de siembra.

Calcule la eficiencia relativa del bloque por renglon para este experimento. Se necesitaran mas
réplicas para un disefio de bloques completos aleatorizado si se usan soélo las columnas como blo-
ques? Si es asi, Cuantas mas recomendaria?

Calcule las particiones de sumas de cuadrados de regresion polinomial lineal y ortogonal para la
tasa de siembra y pruebe sus hipotesis nulas. ;Son siginificativas las desviaciones de una relacién
lineal o una cuadrética?

(Piensa que es razonable realizar un analisis de varianza para los dos experimentos combinados?,
;por qué?

Calcule el analisis de varianza para los dos experimentos combinados.

Calcule las estimaciones de los errores estandar para una media de tasa de siembra y la diferencia
entre dos tasas de los experimentos combinados.

¢ Existe interaccidn entre los contrastes lineales o cuadraticos de las tasas de siembra y los experimentos?

7. Unhorticultor realiz6 un experimento con fertilizante de nitrégeno para lechuga en un disefio de bloques
completos aleatorizado, asigno al azar cinco tasas de tratamiento de nitrato de amonio (0, 50, 100, 150y
250 Ib/acre) a cada dos parcelas en cada dos bloques para obtener un total de cuatro parcelas de
cada nivel de nitrogeno y cada bloque estaba formado por diez parcelas, dos para cada tratamiento en
cada bloque. Los siguientes datos son el numero de lechugas en cada parcela.

Nitrégeno Blogque 1 Blogue 2

0 104 114 109 124
50 134 130 154 164
100 146 142 152 156
150 147 160 160 163
200 133 146 156 161

Fuente: Dr. W. D. Pew, Department of Plant Sciences,
University of Arizona.
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Escriba un modelo lineal para el experimento, explique los términos y calcule el analisis de varianza.
Observe que existen varias parcelas con cada tratamiento en cada bloque, ;jen qué afecta esto sus
estimaciones del error experimental a partir del analisis de varianza?

Pruebe la suposicion de no interaccion bloque X tratamiento.

Calcule las particiones de las sumas de cuadrados de regresion polinomial lineal y cuadratica para el
nitrégeno y pruebe las hipotesis nulas. Interprete los resultados.

;Son significativas las desviaciones ctibicas?

Se realizo un experimento de parcelas para evaluar la interaccion entre los tiempos de aplicacion de
nitrogeno al suelo (pronto, 6ptimo, tarde) y dos niveles de un inhibidor de nitrifcacion (ninguno, .5 Ib/
acre). El inihibidor retrasa la conversion de las formas de amonio del nitrégeno en formas de nitrato
moviles para reducir las pérdidas de nitratos derivados. El nitrogeno se suministré mediante impulsos
marcados de '°N a través de un sistema de irrigacién por goteo en tres tiempos: pronto, optimo y tarde.
Los siguientes datos son el porcentaje de '’N que absorbieron las plantas de maiz dulce cultivadas en las

parcelas.
Inhibidor de nitrogeno
Ninguno .5 Ib/acre
Blogue Pronto Optimo Tarde Pronto  Optimo  Tarde
1 21.4 50.8 532 54.8 569 577
2 11.3 4277 448 47.9 46.8 540
3 349 61.8 578 40.1 579  62.0
Fuente: Dr. T. Doerge. Department of Soil and Water Science, University
of Arizona.
a. Escriba un modelo lineal para el experimento, explique los términos y calcule el analisis de varianza.
b. Calcule las estimaciones del error estandar para las medias marginales de inhibidor de nitrégeno y
los tiempos de aplicacion de nitrogeno, y las medias de celdas.
¢. Pruebe las hipétesis nulas de no efectos de interaccion y de no efectos principales para los dos
factores.
d. Calcule la eficiencia relativa del disefio de bloques completos aleatorizado.
e. Obtenga las graficas residuales a partir del analisis e interprételas.

Utilice los datos del ejercicio 8.1 sobre el experimento de irrigacion en los naranjales de Valencia. Su-
ponga que las parcelas de irrigacion por goteo en el bloque 1 (450) y las de anegado en el bloque 5 (336)
se perdieron en el experimento.

a.

Use un programa de computadora adecuado para caicular el analisis de varianza ortogonal segun las
siguientes particiones:

Fuente de variacion: SC bloque (no ajustado) = 432 384
SC tratamientos de irrigacion (ajustado por bloques) = 51 923
SC error = 130 402

b. Pruebe las hipdtesis de que no hay diferencias entre tratamientos.
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Muestre las estimaciones de minimos cuadrados de las medias de tratamiento y las de sus errores
estandar, si el programa de computadora puede producirlas. Para las medias de tratamiento sin
observacion faltantes, los errores estandar deben ser los mismos que los calculados en forma usual.
(En qué afectaron las parcelas perdidas a los errores estandar de las medias de tratamiento para el
goteo y el anegado?

Si el programa de computadora puede hacerlo, calcule el error estandar de la diferencia entre:

1) las medias de irrigacion por goteo y por anegado.

ii) las medias de irrigacion por goteo y por canal.

iii) la medias de irrigacion por anegado y por aspersion.

iv) las medias de irrigacién por canal y por aspersion.

(En qué afecto a los errores estandar del inciso ¢) la pérdida de las parcelas? ;Qué efecto tuvo esto
en las pruebas asociadas de las diferencias entre los pares de medias de tratamiento?

10. Un cientifico de animales realizé una prueba de alimentacion para reses con cuatro tratamientos com-
puestos de diferentes calidades de agua potable para los animales, en un disefio totalmente aleatorizado
con dos réplicas. El experimento se llevé a cabo en los meses de primavera y de invierno dos afios
seguidos y cada una de las cuatro pruebas duré 112 dias. Los datos que siguen son las ganancias de peso
promedio diarias en cada corral de animales para cada prueba.

11.

Ano 1 Aro 2
Tratamiento  Primavera Invierno  Primavera Invierno

1 1.81 2.14 2.06 2.17

1.88 2.32 1.91 2.55

2 1.77 2.27 1.57 2.06

1.60 2.02 1.32 2.20

3 1.85 2.13 1.51 2.25

1.59 1.93 1.49 1.94

4 1.51 1.85 1.31 1.83

1.56 1.95 1.20 2.15
Fuente: Dr. D. Ray, Department of Animal Sciences, University of

Arizona.

Calcule el andlisis de varianza para cada una de las cuatro pruebas como un disefio totalmente
aleatorizado.

Determine si las varianzas del error experimental son homogéneas entre los experimentos.
Calcule el andlisis de varianza combinado para las cuatro pruebas con aiio, estacidn, tratamiento y
todos los efectos de interaccion en el modelo. El error experimental es el error combinado de los
cuatro analisis de varianza a partir de las pruebas separadas.

Suponga que los afos son efectos aleatorios y que las estaciones y tratamientos son efectos fijos.
¢{Cuales son sus conclusiones?

Utilice los datos del ejercicio 8.4, el estudio de semaforos. Suponga que faltan las observaciones del
crucero 1 durante el periodo 2 (33.8) y del crucero 4 en el periodo 5 (21.6).

Utilice un programa de computadora adecuado para calcular el analisis de varianza ortogonal de
acuerdo con las siguientes particiones:

|
|
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14,

15.
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Fuente de variacion

Cruceros (no ajustados)

Periodos (ajustados por crucero)

Secuencia de luces (ajustadas por crucero y periodo)
Error

Pruebe la hipotesis de que no hay diferencia por la secuencia.

¢. Muestre las estimaciones de minimos cuadrados de las medias de secuencias y su errores estandar
estimados si el programa de computadora puede producirlas.

d. (En qué afectan los datos perdidos a los errores estandar de las medias de tratamiento para las
secuencias By C.

e. Siel programa puede hacerlo, calcule el error estandar de la diferencia entre:
i) las medias de las secuencias By C.
ii) las medias de las secuencias B y A.
iii) las medias de las secuencias C y D.
iv) las medias de las secuencias A y D.

f.  (Dequé manera afectaron los datos perdidos a los errores estandar del inciso €)? ;Qué efecto tienen estos
datos faltantes en las pruebas asociadas de las diferencias entre los pares de medias de tratamientos?

Debe realizarse un experimento con un disefio de bloques completos aleatorizado con ¢ = 6 tratamientos

en r = 4 bloques.

a. Proporcione una asignacion aleatoria de seis tratamientos a las unidades experimentales con un
disefio de bloques competos aleatorizado, muestre los detalles de su procedimiento de aleatorizacién.
(Cuéntos arreglos distintos de tratamientos son posibles en cada bloque?

c. (Cuantos arreglos distintos son posibles para todo el experimento?

Debe realizarse un experimento en un arreglo de cuadrado latino con ¢ = 5 tratamientos. Seleccione uno
de los cuadrados latinos normales del apéndice 8A y aleatorice los cinco tratamientos a las unidades
experimentales en el arreglo y muestre los detalles de su procedimiento de aleatorizacion.

Construya un arreglo de cuadrado latino de 7 X 7 normal.

a. Dé una asignacion aleatoria de los siete tratamientos a las unidades experimentales en el arreglo,
muestre los detalles de su construccion y aleatorizacion del disefio.

(De cuantas maneras pueden arreglarse las columnas del cuadrado latino en bloques de columna?
(De cudntas maneras pueden arreglarse los renglones del cuadrado latino en bloques de renglon?
(De cuantas maneras pueden arreglarse las letras en los bloques de tratamiento?

(Cuantos arreglos de columnas, renglones y tratamientos son posibles para el experimento completo?

o0 o

Debe realizarse un experimento en un arreglo de rectangulo latino de 4 X 8 con cuatro tratamientos.
Seleccione dos cuadrados latinos estandar del apendice 8A y realice una asignacion aleatoria de los

cuatro tratamientos a las unidades experimentales en el arreglo, muestre los detalles de su procedimiento
de aleatorizacion.

Debe realzarse un experimento sobre pruebas de falla acelerada con motores eléctricos pequefios a cinco
temperaturas diferentes, pero se puede realizar un maximo de cinco pruebas en un dia y se dispone de 20
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17.

18.

19.

motores para las pruebas. Disefie un experimento con una asignacion aleatoria de las cinco temperaturas
a los motores y muestre un bosquejo del conjunto final de pruebas que se haran.

Se le pide que realice un disefio para investigar la relacion planta-suelo en un bosque mixto de cedros, el

factor a estudiar es el porcentaje de cedros en el bosque mixto. Ha identificado tres sitios réplica adecua-

dos para cada uno de los siguientes porcentajes: 1) 0%, 2) 20-30%, 3) 45-55%, 4) 70-80% y 5) 100% y

debe recolectar muestras de hojarasca del suelo de cada bosques y realizar analisis quimicos de laborato-

rio de las muestras. Tendra que dividir el trabajo por partes iguales entre tres personas debido a la canti-

dad de trabajo en el campo y el laboratorio que esto implica.

a. Diseiie el estudio para controlar la variacién del error experimental con los 15 sitios elegidos entre
usted y otras dos personas.

b. Bosqueje el analisis de varianza para los datos del estudio, incluya la fuente de variacion y los
grados de libertad para cada particién de sumas de cuadrados.

¢. Suponga que toma dos muestras de cada sitio y repita el inciso b).

Usted lleva a cabo una prueba in-vitro de digestion de alimentos, en matraces que deben inocularse con
CO, y microorganismos rumiados obtenidos de un novillo justo antes de inocular los matraces. El oxige-
no y las temperaturas menores a 37°C pueden afectar a los microorganismos de manera adversa, pero
dado el tiempo requerido para agregar el CO, y los microorganismos a los matraces, aun en las mejores
condiciones, los primeros matraces reciben microorganismos sanos, pero los posteriores reciben
microorganismos con actividad reducida.

a. Suponiendo que tiene cinco tratamientos y 25 matraces que inocular en serie, establezca un disefio
de bloques completos que controle la variaciéon causada por la actividad reducida de los
microorganismos por la exposicidn.

b. Bosqueje el analisis de varianza para los datos del estudio, incluyendo la fuente de variacion y los
grados de libertad para cada particion de sumas de cuadrados.

c. Suponga que dispone de 50 matraces para los cinco tratamientos, ;como podria disefiar el estudio?
Repita el inciso b).

Usted realizara un estudio para determinar la contaminacion de los rios debida a la actividad humana en
un bosque, para lo que ha localizado cuatro rios, cada uno con una pequeiia comunidad permanente
cercana con una planta de procesamiento de desperdicio en el cauce del rio. Ademas, cada rio tiene un
campamento recreativo grande localizado cinco o diez millas rio abajo de la comunidad.

Usted debe tomar muestras del agua de los cuatro rios: una muestra rio arriba de la comunidad, otra
muestra 1 milla rio abajo y otras dos justo antes y después del campamento recreativo.

También debe tomar una muestra en cada uno de cuatro dias de la semana: viernes, domingo, lunes y
miércoles, pero como tiene recursos limitados solo puede tomar 4 muestras de agua de cada rio para
obtener un total de 16 muestras para todo el estudio.

a. Establezca un disefio de bloques completos para adquirir las muestras de agua, con la “localizacion
en el rio” como factor de tratamiento.

b. Bosqueje el analisis de varianza para los datos, incluyendo la fuente de variacién y los grados de
libertad de cada particion de sumas de cuadrados.

c. Suponga que toma dos muestras de agua cada vez que toma una muestra de la localizacion en el rio
y repita el inciso b).
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Seleccién de cuadrados latinos

Apéndice 8A

4X4

A B CD A B C D A B CD

A B C D

B C D A B D A C B A D C
C A DB

C D A B

B A DC

C D A B

C DB A

D C B A D C B A

D A B C

D C A B

SX5

A B C D E
B A D E C

A B C D E
B A D E C
C EB A D
D C E B A
E D A C B

A B C D E

B A E CD
C D A E B
D E B A C

C DE AB
D E B C A

E C A B D

E C DB A

A B C D E A B C D E

A B C D E

B C A E D

B C E A D
C ADE B

B C D E A
C E A BD
D A E C B

C ED A B
D A E B C

D E B C A
E D A B C

E DB C A

E D B A C

6 X6

A B C D E F

A B C D E F

B A F E CD
C F B A D E
D C E B F A

B F D C A E
C DEF B A

D A F E C B

E D A F B C

E C A B F D

F E D C A B

F E B A D C

A B C D E F

A B CD E F

B A E CF D

B C F A D E
C F B E AD

D EABYF C

C F B ADE
D E F B C A
E DA F B C

E A D F CB

F C D E A B

F D E CB A
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7 X7

A B CDE F G
B EAGT FDC
C F G B D A E
D GETF B C A
E DBCAGF

A B CDEFG
B E A GVF DZC

C F G B D A E
D G EF CB A

E DBCAGF
F C D A GEB
G A F EB CD

F C DA GEB
G A F E CBD

8 X8

A B CDEVF GH

A B CDEF G H

B CAEVFDHG
C ADGHEF B

B CDEVF GH A
C DEVFGH AB
D E F GH A B C
E F GHAIB C D
F GH A B C D E

D F GCAMHB E
E HBFGCAD
F DHABGE C

G EF HCUBD A
HGEBDATCF

G HABCDE F

HABICDE F G

9X9

I

A
B

A B CDEF GH

I

A
A B C
A B CD

BCDEF G H
CDEF G H
DE F G H

I

1

I

EF G H

FGHTI1 ABCDE

G
H

I AB CDE F
A B CDE F G
I A B CDEF G H

H

1
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10X 10

J

A
B

I

]

A
J A B C
] A B CD
J A B C D E

A B CDE F G H
B CDEF GH
C D EF G H

D E F G H

E F G H

I
J

1

I

I

I

F G H
G
H

1 J] AB CDEF

J] AB CDEFG

J A B CDETF GH
J] AB CDEVF GH

H

I

I

I
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Introduccion

En ocasiones es necesario bloquizar unidades experimentales en grupos mas pequefios
que una réplica completa de todos los tratamientos que se usaria con bloques completos
aleatorizado o un disefio de cuadrado latino, como los que se ilustran en el capitulo 8. El
disefio de bloques incompletos se usa para disminuir la varianza del error experimental y
proporcionar comparaciones mas precisas entre tratamientos de lo que es posible con el
disefio de bloques completos. En este capitulo se presenta una descripcion general de
algunos grupos importantes de disefios de bloques incompletos, se muestran el método
de aleatorizacion y los métodos basicos de analisis para disefios de blogues incompletos
balanceados y parcialmente balanceados, tomando en cuenta también la eficiencia de los
disefios.

Bloques incompletos de tratamientos para reducir el tamano
de los bloques

Por alguna razén los experimentos pueden requerir una reduccién del tama-
fio de bloques. Los diseiios de bloques completos pueden reducir las varianzas
del error experimental estimadas, pero esta reducciéon puede ser insuficiente,
pues el nimero de tratamientos puede ser tan grande que resultan impracticos
para reducirla. Ademas, con el agrupamiento natural de las unidades experimenta-
les en bloques quizd no se obtengan las unidades por bloque necesarias para
el nimero de tratamientos de un disefio de bloques completos. En el siguiente
ejemplo, el nimero limitado de camaras de control ambiental evita la ejecucion
de una réplica completa de todos los tratamientos en una corrida de las camaras
disponibles.
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Ejemplo9.1 Germinacion de semillas de tomate a alta temperatura constante

Es usual que los tomates se produzcan durante los meses de invierno en las regio-
nes aridas tropicales, la produccién invernal se siembra a finales del verano cuan-
do las temperaturas del suelo pueden exceder 40°C, lo que sobrepasa los 35°C,
temperatura maxima sugerida de germinacion.

Objetivo de investigacion: Un cientifico de plantas deseaba determinar a qué
intervalos de temperatura podia esperar la inhibicion de la germinacion de las
semillas de tomate para un grupo de cultivos.

Diserio del tratamiento: Se eligieron cuatro temperaturas para representar un in-
tervalo comun para el drea de cultivo en consideracion: 25°C, 30°C, 35°C y 40°C.
La semilla de tomate se sometid a una temperatura constante en camaras de am-
biente controlado.

Diserio experimental: Una camara seria una unidad experimental, pues la réplica
verdadera de cualquier tratamiento de temperatura requeria una corrida indepen-
diente del tratamiento en una camara. Cualquier niimero de factores puede contri-
buir a la variacion de la respuesta entre corridas, ya que las condiciones de todo el
experimento debian repetirse para una corrida réplica, por lo que se considerd
esencial bloquizar las corridas.

El bloque completo y la réplica del experimento requerian cuatro camaras;
sin embargo, el cientifico s6lo disponia de tres. Como el bloque natural de una
corrida tenia menos cdmaras (unidades experimentales) que tratamientos, cons-
truy6 un disefio de bloques incompletos.

El cuadro 9.1 muestra un diagrama del disefio, en el que se probaron tres
temperaturas diferentes en cada una de las cuatro corridas. Las corridas represen-
tan bloques incompletos de los tres tratamientos de temperatura y los tratamien-
tos se asignaron al azar a las cAmaras para cada corrida. Algunas caracteristicas
especiales de este disefio se analizan en la siguiente seccion.

Cuadro 9.1 Diseiio de bloques incompleto con cuatro
tratamientos en bloques de tres unidades

Camara Camara
1 2 3 / 2 3
Corrida 1 [25°] [30°] [40°] Corrida2[35°] [30°] [25°]

Camara Camara

1 2 3 1 2 3
Corrida 3 | 40° 25°l 35° 1 Corrida 4 | 40° 30° 35°

Fuente: Dr. J. Coons, Department of Botany, Eastern Illinois University.
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Otros ejemplos: Los lotes de material para la investigacion industrial sirven de
bloques, pero puede no haber material suficiente en uno solo para todos los trata-
mientos experimentales; los criterios para agrupar sujetos pueden provocar que el
numero de sujetos parecidos sea insuficiente en cada grupo para asignar los trata-
mientos planeados para el estudio, la variedad agricola de las pruebas con fre-
cuencia contiene un gran numero de especies y los bloques completos no son prac-
ticos para reducir la varianza del error; ios disefios de bloques incompletos son la
eleccidn adecuada para los experimentos del tipo de estos ejemplos.

La guia principal para el tamaifio del bloque es tener un conjunto homogéneo de
unidades experimentales para obtener comparaciones precisas entre los tratamientos.
Los disefios de bloques incompletos fueron introducidos por Yates (1936a, 1936b) para
experimentos en los que el nimero de unidades experimentales por bloque es menor
que el nimero de tratamientos. Los disefios se desarrollaron ante la necesidad de expe-
rimentos que incluyeran el conjunto relevante de tratamientos para estudiar la hipotesis
de investigacion aun cuando estaban restringidos a tamafios de bloque logicos.

Es posible hacer una clasificacion del disefio de bloques incompleto en dos gran-
des grupos: aquellos arreglados como bloques incompletos aleatorizados con un crite-
rio de bloque y aquellos con arreglos basados en ¢l cuadrado 1atino con dos criterios de
bloque. Los disefios también pueden ser balanceados, donde cada tratamiento se aparea
un numero igual de veces con los demas tratamientos en un mismo bloque, consideran-
do todos los bloques en el experimento. Un disefio parcialmente balanceado ocurre
cuando se tiene diferente nimero de pares de tratamientos en el mismo bloque o cuan-
do algin par de tratamientos nunca ocurre en un mismo bloque. En este capitulo se
presenta una descripcion general de los disefios de bloques incompletos y una introduc-
cién al analisis de los datos correspondientes a estos disefios.

9.2 Disenos de bloques incompletos balanceados (BIB)

El diseiio BIB compara todos los tratamientos con igual precisién

El disefio de bloques incompleto balanceado es un arreglo tal que todos los tra-
tamientos tienen igual nimero de réplicas y cada par de tratamientos se presenta
en el mismo bloque un nimero igual de veces en algun lugar del disefio, el balance
obtenido con el mismo numero de ocurrencias de todos los pares de tratamientos
en el mismo bloque tiene como resultado una precision igual en todas las compa-
raciones entre los pares de medias de tratamiento.

El disefio de bloque incompleto tiene r réplicas de ¢ tratamientos en b bloques
de kunidades experimentales con &£ <¢y el nimero total de unidades experimenta-
les en N = rt = bk, en el cuadro 9.1 por ejemplo, el experimento con tomates des-
crito tiene b = 4 bloques de k = 3 unidades experimentales, cada uno de los ¢t = 4
tratamientos tiene » = 3 réplicas y existe untotalde N=5bk=4-3=12,0sea, N=
rt=3 -4 =12 unidades experimentales. Por inspeccidn se observa que cada par de
tratamientos ocurre dos veces en los bloques, el par (25°, 30°) esta en los bloques
1y 2yelpar (30° 35°) en los bloques 2 y 4.
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Elnumero de bloques donde ocurre cada par de tratamientos es A =r(k— 1)/(t— 1), donde
A <r<b. Elvalor entero A se deriva del hecho de que cada tratamiento estd apareado con los
otros ¢ — 1 tratamientos en algun lugar del disefio A veces. Existen A (¢ — 1) pares para un
tratamiento especifico en el experimento, el mismo tratamiento aparece en r bloques con k—
1 de los otros tratamientos, y cada tratamiento aparece en n(k— 1) pares. Por lo tanto:

AMt-D)=rk-1) o A=r(k—1Dit-1)

Es decir, en el disefio del experimento con tomates del cuadro 9.1, A=3(3 - 1)/(4-1)=2.

Se puede construir un disefio de bloques incompleto balanceado mediante la
asignacion de las combinaciones adecuadas de tratamientos a cada uno de los b =
() bloques; con frecuencia es posibie obtener e! balance con menos de (f) bloques.

No existe un método tnico para construir todas las clases de disefios de bloques
incompletos pero existen métodos para construir algunos. La construccion de estos
disefios ha sido tema de diversas investigaciones matematicas que han arrojado un
vasto arreglo de disefios de bloques balanceados y parcialmente balanceados.

El apéndice 9A.1 proporciona algunos planes para pocos tratamientos y se
pueden encontrar otras tablas con disefios utiles para muchas situaciones practicas
en Cochran y Cox (1957) y en Fisher y Yates (1963). En el capitulo 10 se ilustraran
con mas detalle varias categorias de disefio de bloques incompletos balanceados
tradicionales, en tanto este capitulo presenta una introduccion a su estructura basi-
ca con ejemplos de su aplicacion y analisis.

9.3 Como aleatorizar los disefios de bloques incompletos

Una vez construido el disefio basico con los nimeros de codigo de los tratamien-
tos, los pasos para la aleatorizacion son los siguientes:

Paso 1. Aleatorizar el arreglo de los bloques conformados por grupos de los nu-
meros de codigo asignados a los tratamientos.

Paso 2. Aleatorizar el arreglo de los numeros de tratamiento dentro de cada
bloque.

Paso 3. Aleatorizar la asignacion de los tratamientos a los numeros de codigo en
el plan.

A continuacion se ilustra la aleatorizacion con el plan de disefio basico para ¢
= 4 tratamientos en b = 4 bloques de £ = 3 unidades experimentales cada uno.
Antes de la aleatorizacion, el plan es:

Bloque
1

N | | = | =
(SERUS RN S RN S
Bl

2
3
4
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Paso 1. Suponiendo que los bloques para el experimento son las corridas de las
tres cAmaras de cultivo con tres tratamientos de temperatura usadas en el ejemplo
9.1, los grupos de tratamiento (1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3,4) y (2, 3, 4) deben asignar-
se de manera aleatoria a las corridas, se elige una permutacion aleatoria de los
numeros 1 a 4 y se asignan los cuatro bloques a las cuatro corridas; con la
permutacién 2, 4, 1, 3 la asignacion es:

Corrida Bloque original
1 1 2 4 2
2 2 3 4 4
3 1 2 3 1
4 1 3 4 3

Paso 2. Se asignan al azar los numeros de codigo de tratamiento a las camaras
de cultivo en cada corrida. Se elige una permutacion de los nimeros 1 a 4 para cada
camara y se omite el nimero de tratamiento ausente en la corrida. Las siguientes son
las cuatro permutaciones junto con la asignacion a cada camara (A, B, C) en cada
corrida:

Cdamara
Corrida A B C Permutacion
1 2 4 1 2 4 ; 1
2 3 4 2 3 4 X 2
3 1 2 3 ?1 i 2 3
4 1 4 3 1 4 3 ;

Paso 3. Suponiendo también que los tratamientos son las temperaturas 25°, 30°,
35° y 40°C, una permutacion aleatoria 2, 4, 3, 1 produce una asignacion de las
temperaturas para los numeros de codigo de tratamiento con la sustitucion 2 —
25°C, 4 — 30°C, 3 » 35°C y 1 - 40°C en la tabla anterior.

Camara
Corrida A B C
| 25°C 30°C 40°C

2 35°C 30°C 25°C
3 40°C 25°C 35°C
4 40°C 30°C 35°C
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9.4 Analisis de disenos BIB

Modelo estadistico para los disefios BIB

El modelo lineal estadistico para un disefio de bloques incompleto balanceado es:

yy=pttn+pte,

i=1,2,...t j=12,...b ©-1)

donde u es la media general, 7, es el efecto fijo del i-€simo tratamiento, p, es el
efecto fijo del j-ésimo bloque, y las e, son errores experimentales aleatorios inde-
pendientes con media 0 y varianza o°.

Recordando que se tienen r réplicas de los ¢ tratamientos en b bloques incompletos
de k unidades experimentales, el nimero total de observaciones es N = rt = bk, donde
cada par de tratamientos aparece junto en A = r(k — 1)/(¢ — 1) bloques del experimento.

Los efectos de tratamientos y bloques no son ortogonales en el disefio de blo-
ques incompletos porque no aparecen todos los tratamientos en cada bloque; por
lo tanto, no seria correcto para el diseiio incompleto calcular la particién de suma
de cuadrados para los tratamientos igual que para los disefio de bloque completos;
tampoco las medias de tratamiento observadas proporcionarian estimaciones no
sesgadas de y, = u + 7,. Los parametros estimados y las sumas de cuadrados de los
tratamientos para los disefios de bloque incompletos balanceados se calculan con
formulas relativamente directas, el desarrollo de las estimaciones de minimos cua-
drados se encuentra en el apéndice 9A.3.

Particiones de sumas de cuadrados para diseiios BIB

Las particiones de sumas de cuadrados se pueden derivar al considerar modelos
alternativos completos y reducidos para el disefio. Las soluciones de las ecuaciones
normales se obtienen para el modelo completo, y, = 4+ 7, + p, + ¢,, con las estima-
ciones,y, =[ +7,+p,, para calcular la suma de cuadrados del error experimen-
tal para el modelo completo:

SCE; =22y, -y, =22(y,~H -7,-7,) 9.2)
[ [

Las soluciones a las ecuaciones normales para el modelo reducido, y, = yt + p, +
e,, con estimaciones,y, = +p,, se usan para calcular las sumas de cuadrados del
error experimental para el modelo reducido;

SCEr = Zz(yy _3)\1])2 = ZZ(}/U—/./I\—Z)\})Z (9‘3)
1y g

La diferencia SCE, - SCE| es la reduccion en la suma de cuadrados que resulta
al incluir 7, en el modelo completo, se trata de la suma de cuadrados debida a los
tratamientos después de considerar los efectos de bloque en el modelo, esto se
conoce como SC tratamiento (ajustada) e implica que los efectos de bloque tam-
bién se toman en cuenta al estimar los efectos de tratamiento en el modelo comple-
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to. Para los disefios de bloque incompletos balanceados, la suma de cuadrados de
los tratamientos ajustada, SCE, — SCEj, se puede calcular directamente como:

t 2
kSO
SCT(ajustada) = l/zllt 94

con ¢t — 1 grados de libertad. La cantidad Q, es un total de tratamiento ajustado que se
calcula con:

Qi=y, - —B, 9.5)
k
donde B, = >’ n,y, es la suma de todos los totales de bloques que incluyen el i-
€simo tratamiento y n,, = 1 si el tratamiento i aparece en el bloque j y n, =0 de otra
manera. Esta correccion al total del tratamiento tiene el efecto neto de eliminar los
efectos de bloque de ese total.

La suma de cuadrados para los bloques se deriva del modelo reducido al igno-
rar los tratamientos en el modelo con SCB(ajustada) = SC total — SCE,. Los efectos
de tratamiento no se consideran cuando se estiman los efectos de bloque, y la su-
ma de cuadrados recibe el nombre de suma de cuadrados no ajustada.

La particion aditiva de SC total es: ‘

SC total = SCB(no ajustada) + SCT(ajustada) + SCE; (9.6)

La tabla 9.1 muestra una descripcion del analisis de varianza para las particiones
de suma de cuadrados. Muchos programas de computadora tienen la capacidad de
calcular las particiones correctas de suma de cuadrados, las estimaciones de mini-
mos cuadrados de las medias de tratamiento, los contrastes entre las medias de
minimos cuadrados y sus errores estandar, para diseiio de bloques incompletos.

Tabla 9.1 Analisis de varianza para un disefio de bloque incompleto balanceado

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados

variacion libertad cuadrados medios

Total N-1 S, -7 )

Bloques b-1 kS @, -7 ) CMB (no adj.)
k

Tratamientos t—1 —%Q-z’— CMT (aj.)

Error N—-t—-b+1 Restando CME

Ejemplo 9.2 Vinilacién de metilglucésidos

++ Se ha encontrado que el resultado de la adicion de acetileno a un metilglucosido
en presencia de una base, a alta presion, es la produccion de varios éteres
i monovinilicos, proceso que se conoce como vinilacion. Los éteres monovinilicos

. | son convenientes para la polimerizacion en muchas aplicaciones industriales.
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‘f | Objetivo de investigacion: Los quimicos deseaban obtener mas informacion es-
| pecifica sobre el efecto de la presion en el porcentaje de conversidon del
| metilglucésido en isdmeros de monovinil.

1

Diserio de tratamiento: Con base en trabajos anteriores, se seleccionaron presio-
nes dentro del intervalo que producia la conversiéon maxima. Se eligieron cinco
presiones para estimar una ecuacion de respuesta: 250, 325, 400, 475 y 550 psi.

!

|

i

!

' Diseiio del experimento: Como solo se disponia de tres camaras de alta presion para

| una corrida de las condiciones experimentales, fue necesario bloquizar las corridas

| porque no podia haber una variacién sustancial de una corrida a otra producida por

| nuevaspreparaciones de las camaras para el experimento. Los quimicos establecieron

| un disefio de bloques incompleto balanceado (corridas), cada uno con tres unidades
experimentales (camaras presurizadas) y se usaron tres presiones diferentes en cada

| corrida; el disefio obtenido tenia seis réplicas de cada tratamiento de presion.

{ Las presiones usadas en cada corrida y las conversiones porcentuales a isdmeros

{  de monovinil se muestran en la tabla 9.2 y la suma aditiva de la particion de

suma de cuadrados del metilglucosido se muestra en la tabla 9.3.

Tabla 9.2 Conversion porcentual del metilglucosidos con acetileno a acetileno a
alta presion, en un disefio de bloques incompleto balanceado

Presion (psi)

Corrida 250 325 400 475 550 v,

1 16 18 - 32 - 66

2 19 - - 46 45 110

3 - 26 39 - 61 126

4 - - 21 35 55 111

5 - 19 - 47 48 114

6 20 - 33 31 - 84

7 13 13 34 - - 60

8 21 - 30 - 52 103

9 24 10 - - 50 84

10 - 24 31 37 - 92

¥, 113 110 188 228 311 950
*B. 507 542 576 577 648
tQ, ~-56.0 -707 -4.0 35.7 95.0

Ejemplo: Bi=y, +y,+ys ty7+ys+ o
0, =y, —%Bl =113 —'7(507) =-56.0
Fuente: Drs. J. Berry y A. Deutschman, University of Arizona.

Inferencias para las medias de tratamiento

Las estimaciones de minimos cuadrados de las medias de tratamiento y sus errores
estandar estimados se muestran en la tabla 9.4 y la estimacién de minimos cuadra-
dos para una media de tratamiento y, es ff, = £ +7,, donde:
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Tabla 9.3 Analisis de varianza para la conversion porcentual de metilglucésidos, en
un disefio de bloques incompleto balanceado

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados
variacion libertad cuadrados medios F Pr<F
Total 29 5576.67
Bloques (no aj.) 9 1394.67 154.96
Presion (aj.) 4 3688.58 922.14 29.90 .000
Error 16 493 42 30.84

kQ,

=y 'y 1T,=—— 9.7
At

Por ejemplo, de la tabla 9.2, 0, =-56.00 y i =y = 950/30 = 31.67, de manera
que:

=003 5600)=-1120 y @ =31.67—11.20=2047
At (3)(5)

Errores estindar para las medias de tratamiento

El error estandar para una estimacion de la media de tratamiento es:

CME kr(t—1) 30.84 3)(6)(4) B
% ZJ " <” v >=\/<6)—<5)<” (3)(5))‘244 9.8)

Una estimacion de un intervalo de confianza del 95% para una media de trata-
miento en la tabla 9.4 es I, + £ g5 16(s3 ), donde 7 55 6 = 2.120. El error estandar de
la diferencia esimada entre dos medias de tratamiento, i, — ZI], es

~ \/ 2kCME \/(2)(3)30.84 st 00
S@i-mp = P 6 9.9

Tabla 9.4 Estimaciones de minimos cuadrados de las medias de presion para la conver-
sion porcentual de metilglucésidos, en un disefio de bloques incompletos balanceado

Presion (psi) o, Sy
250 20.47 2.44
325 17.53 2.44
400 30.87 2.44
475 38.80 2.44

550 50.67 244
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Pruebas de hipétesis sobre las medias de tratamientos

El estadistico F,, para probar la hipétesis nula de que no hay diferencias entre las
medias de tratamiento es:

_ CMT(adj.) _ 922.14
CME 30.84

0 =29.90 (9.10)

con Pr > F = .000 (tabla 9.3). El valor critico para un nivel de significancia de .05
es Fgs.4.16 = 3.01; por lo tanto, existen diferencias significativas entre las presiones
con respecto a la conversion de metilglucdsidos en productos de la vinilacion.

Contrastes entre las medias de tratamientos

Los contrastes se calculan con las estimaciones de minimos cuadrados de las me-
dias de tratamiento como sigue:

!
c=> df (9.11)
=1

con error estandar estimado de:

kCME -
S =\/ ¥ (;dﬁ) (9.12)

El estadistico ¢, = c/s, se puede usar para probar la hipétesis nula H: C = 0 con valor
critico basado en el estadistico ¢ de Student con N — ¢ — b + 1 grados de libertad.

La suma de cuadrados de 1 grado de libertad para el contraste se puede calcu-
lar con las medias de minimos cuadrados I, como:

M4 )’
k>d:

El estadistico F; = SCC/CME se usa para probar la hipotesis nula H,: C =0 con
valor critico Fy oy pe1)-

El tratamiento de presion para este experimento es un factor cuantitativo con
cinco niveles y la regresion de la conversion porcentual de metilglucosido a pre-
si6n usando contrastes polinomiales ortogonales para la presion describe el efecto
de la presion sobre la tasa de conversion. El analisis de regresién se deja como
ejercicio al final del capitulo.

SCC = (9.13)

Recuperacion de 1a informacion de tratamientos a partir de la comparacién de
bloques

El analisis del disefio de bloques incompletos ilustrado hasta aqui estima los efectos de
tratamientos con base en la informacion del tratamiento contenida en los bloques; esto se
conoce como analisis intrabloques. Los disefios de bloques incompletos son no ortogonales
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debido a que no todos los tratamientos aparecen en todos los bloques, y las comparacio-
nes entre bloques contienen cierta informacién sobre las comparaciones de tratamien-
tos. Yates (1940a) demostrd que esta informacion interblogues se puede recuperar con
un analisis interbloques y combinarse con la informacion del analisis intrabloque.

Los contrastes de bloques contienen contrastes de tratamientos

La informacion sobre la comparaciones de tratamientos contenida en una com-
paracion entre bloques se puede ilustrar con las dos primeras corridas del
experimento descrito en el ejemplo 9.2. Los datos de la conversion porcentual de
metilglucosidos en las dos primeras corridas son:

Presion (psi)
Corrida 250 325 400 475 550 Media

1 le 18 - 32 - 22
2 19 - - 46 45 37

Un contraste entre las medias de las dos corridas, 37 y 22, también es un contraste
entre dos de los tratamientos de presion, 550 psi 'y 325 psi. Todas las comparacio-
nes de los bloques contienen comparaciones similares de los tratamientos. El obje-
tivo es recuperar esta informacion entre bloques, o interbloques, sobre los trata-
mientos y combinarla con la informacion dentro de los bloques, o intrabloques.

El tema de recuperacion de informacion interbloques se menciona aqui sélo
para indicar la disponibilidad del método, puede encontrarse un estudio exhausti-
vo en Kempthorne (1952), Cochran y Cox (1957), John (1971), John (1987) y
John y Williams (1995).

La informacion del analisis interbloques se incorpora al analisis intrabloques
con un estimador de los efectos de tratamiento que combina los estimadores intra
e interbloques de los efectos del tratamiento; si el bloque ha sido eficaz para redu-
cir el error experimental, la estimacion interbloques contribuye s6lo con una can-
tidad pequena de informacién a las estimaciones combinadas, pero si los efectos
del bloque son pequeiios, la informacién recuperada con la estimacion interbloques
puede ser sustancial. Si el bloque no es efectivo, entonces el andlisis con la recu-
peracion de la informacién interbloques se reduce casi al analisis normal sin el
ajuste con bloques.

9.5 Disefo renglon-columna para dos criterios de bloque

Cuando existe la necesidad de controlar la variacién con mas de un criterio de
bloque, el diseiio de cuadrado latino es un disefio de bloques completos usado para
controlar la variacion entre las unidades experimentales con dos factores de blo-
que; pero puede ser impractico en algunas situaciones, pues el numero de unida-
des experimentales que requiere, N = 2, puede exceder las restricciones del mate-
rial experimental o el numero de tratamientos puede exceder el tamaifio de los
bloques disponibles.
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Cuando se requieren dos criterios de bloque para el experimento es posible
usar disefos renglén-columna con los renglones, las columnas 0 ambos como blo-
ques incompletos; estos disefios se arreglan en p renglones y g columnas de unida-
des experimentales. Consideremos el experimento clasico para probar cuatro llan-
tas de automavil en las cuatro posiciones de cuatro automoviles con un disefio de
cuadrado latino y suponiendo que ¢l equipo de investigacion quiere evaluar ¢ = 7
tratamientos de llantas, todavia se tiene la necesidad de controlar la variacion de-
bida a la posicion de la llanta y al automdvil, pero los autos sélo tienen cuatro
posiciones para probar siete llantas. Para este experimento se puede usar el disefio
renglon-columna con un conjunto incompleto de tratamientos en cada columna,
mostrado en el cuadro 9.2.

Cuadro 9.2 Diseiio de bloques rengléon-columna incompleto
balanceado de 4 X 7
Automovil

Posicion (1) (2)  (3) ) (5) (6) (7)
(H 3 4 5 6 7 1 2
(2) 5 6 7 1 2 3 4
3) 6 7 1 2 3 4 5
“@ 7 1 2 3 4 5 6

Los autos se usan como bloques incompletos con cuatro tratamientos evalua-
dos en sus cuatro posiciones y las posiciones son bloques completos ya que cada
tratamiento se evalua en cada posicion. Después de una inspeccion cuidadosa, se
observa que cada par de tratamientos ocurre en un automoévil dos veces en algiun
lugar del experimento y, por lo tanto, el disefio de bloques incompleto esta balan-
ceado. El disefio tiene un balance natural respecto a las posiciones porque consti-
tuyen bloques completos. Este ejemplo es un caso en el que claramente era necesa-
rio un disefio de bloque incompleto porque habia un numero insuficiente de
posiciones disponibles para probar todos los tratamientos a la vez.

Los disefios ortogonales por renglon tienen una réplica completa en cada uno

Dado que el disefio rengién-columna del cuadro 9.2 es un diseiio de bloques com-
pletos para los renglones e incompleto balanceado para las columnas, el disefio se
conoce como un disefio ortogonal por renglon (John, 1987). Como cada tratamiento
se presenta en cada renglon, los tratamientos son ortogonales a los renglones.

Youden (1937, 1940) desarroll6 arreglos de cuadrados latinos incompletos,
conocidos ahora como cuadrados de Youden, omitiendo dos o mas renglones del
disefio de cuadrado latino. Los parametros del disefio sont=b,r=kyA=k(k—1)/
(t—1). En el apéndice 9A.2 se muestran algunos planes de algunos cuadrados de
Youden para experimentos pequefios; otros se pueden encontrar en Cochran y Cox
(1957) y Peterson (1985).

El disefio ortogonal por renglones del cuadro 9.2 es un cuadrado de Youden
que tiene r = k = 4 renglones como réplicas, b = 7 columnas y ¢ = 7 tratamientos,
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con A = 2 para los bloques de columna incompletos, las columnas son bloques
incompletos de £ = r = 4 unidades y los renglones son bloques completos que
contienen cada uno de los ¢ = 7 tratamientos.

La aleatorizacion en los disefios de renglon-columna se logra de la misma manera
descrita para los disefios de cuadrado latino del capitulo 8. Existe una permutacion
distinta para cada grupo de renglon y columna de tratamientos en los bloques reales, y
los tratamientos se asignan al azar a las etiquetas de tratamiento del disefio.

Descripcion del anilisis de disefios de renglén-columna
El modelo lineal para el disefio renglon-columna es:

Yym=H+t T+ p+ Y ten, (9.14)
i=12,.t j=12,.0k m=12,...b

donde u es la media general, 7, es el efecto del tratamiento, p, es el efecto del
renglon, 7, es el efecto de la columna y e, es el error experimental aleatorio.

Cada renglén contiene una réplica completa de todos los tratamientos, y los
tratamientos son ortogonales a los renglones; las columnas también son ortogonales
a los renglones y los totales de tratamiento se ajustan solo para los bloques de
columna incompletos para proporcionar estimaciones no sesgadas de medias
de tratamiento y una prueba F valida para los efectos de tratamiento. El andlisis de
varianza intrabloques para los disefios ortogonales por renglon sélo difiere del
de disefios de bloques incompletos balanceados en cuanto a la suma de las parti-
ciones de sumas de cuadrados para los renglones, el resto de los aspectos del ana-
lisis permanece igual.

Tabla 9.5 Analisis intrabloques para un disefio de bloques renglon-columna
incompleto balanceado con tratamientos ortogonales por renglones

Fuente de Grados de Suma de
variacion libertad cuadrados
Total N-1 S@m—y )
Renglones (réplicas) k-1 5@, -y )
Columnas (no ajustadas) b-1 K@n-y F
Tratamientos (ajustados)’ t—1 K> QMM
Error t-Dk-D(B-1) Restando

*0,=y, —(B/k) donde B, es la suma de totales de bloque de aquellas columnas que incluyen el
tratamiento i.

9.6 Reduccion del tamano del experimento con disefios
parcialmente balanceados (BIPB)

No es posible construir disefios balanceados para todas las situaciones experimen-
tales que requieren bloques incompletos, en algunos casos el nimero de réplicas
necesario puede ser prohibitivo; por tanto, con frecuencia se construyen disefios
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parcialmente balanceados que requieren menos réplicas. El nimero minimo de ré-
plicas requerido para el disefio balanceado es » = A(t — 1)/(k — 1): suponiendo un
experimento con tratamiento ¢ = 6, se requieren bloques de tamaiio £ = 4. El dise-
fio balanceado mostrado en el apéndice 9A.1 requiere 10 réplicas o r¢ = 60 unida-
des experimentales y es muy posible que no se disponga de 60 unidades experi-
mentales o que el costo del experimento con 60 unidades sea demasiado elevado.

Ocurrencias desiguales de pares de tratamientos

Bose y Nair (1939) propusieron el disefio de bloques incompleto parcialmente
balanceado, este disefio tiene algunos pares de tratamientos que aparecen en mas
bloques que otros pares, por lo que algunas comparaciones de tratamientos ten-
dran mayor precisiéon que otras. Es mas sencillo usar un disefio de bloques balan-
ceado que proporcione la misma precision para todas las comparaciones entre tra-
tamientos, pero st los recursos estan limitados y no se pueden obtener las réplicas
suficientes, el disefio parcialmente balanceado es una alternativa atractiva cuando
el disefio balanceado requiere un numero excesivo de unidades experimentales.

Examinando el diseiio de bloques incompleto parcialmente balanceado para
seis tratamientos en bloques de cuatro unidades mostrado en el cuadro 9.3, es po-
sible observar que si bien el disefio balanceado del apéndice 9A.1 requiere diez
réplicas para obtener un balance con A = 6, que el disefio parcialmente balanceado
tiene dos réplicas y requiere doce unidades experimentales en tres bloques de cua-
tro unidades.

Cuadro 9.3 Diseiio de bloques incompleto parcialmente balanceado
con seis tratamientos en bloques de cuatro unidades

Bloque 1 1 4 2 5
Bloque 2 2 3 3 6
Bloque 3 3 6 ! 4

Algunos pares de tratamientos estan en dos bloques, mientras que otros pares
sélo en uno: los pares de tratamientos (1,4), (2,5) y (3,6) estan en dos de los blo-
ques mientras que el resto aparecen en uno solo y por tanto los pares de tratamien-
tos que se presentan juntos en dos bloques se comparan con una precision un poco
mayor que los que estan en un solo bloque. Las diferentes precisiones para las
comparaciones de tratamiento es el sacrificio pagado por un experimento mas pe-
queiio, pero la diferencia en precision no es tan grande como para evitar el uso de
disefio de bloques parcialmente balanceados.

Al aumentar el niimero de réplicas puede aumentar la precision de las compa-
raciones de tratamientos; si las dos réplicas que proporciona el experimento ini-
cial no son suficientes, otra repeticién del mismo experimento proporcionara cua-
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tro réplicas que, de resultar suficientes, todavia representan ganancia en términos
de reduccion de costos en comparacion con un disefio balanceado completo.

Clases asociadas para las ocurrencias de pares de tratamientos

En un disefio parcialmente balanceado cada tratamiento es miembro de dos o mas
clases asociadas; una clase asociada es un grupo de tratamientos donde cada par
de tratamientos ocurre en A, bloques, los pares de tratamientos que ocurren en A;
bloques se conocen como los i-ésimos asociados.

El disefio del cuadro 9.3 tiene dos clases asociadas, los pares de tratamientos
(1,4), (2,5) y (3,6) son asociados primeros con A, = 2, cada par ocurre en dos
bloques y cada tratamiento tiene n;, = 1 primeros asociados. El resto de los pares
de tratamientos son segundos asociados con A, = 1, existen n, = 4 segundos aso-
ctados para cada tratamiento; por ejemplo, los segundos asociados del tratamiento
1 son los tratamientos 2, 3, 5 y 6, porque estan con el tratamiento 1 en algun
bloque del disefio. En el cuadro 9.4 se muestan todos los conjuntos de asociados.

Cuadro 9.4 Primeros y segundos asociados para los seis tratamientos en el
disefio de bloques parcialmente balanceado del cuadro 9.3

Asociados
Tratamiento  Primeros Segundos
1 4 2,3,5,6
2 5 1,3,4,6
3 6 1,2,4,5
4 1 2,3,5,6
5 2 1,3,4,6
6 3 1,2,4,5

3 &y Ty

Un catalogo de algunos grupos principales de disefios parcialmente balancea-
dos con dos clases asociadas se puede encontrar en Bose, Clatworthy y Shrikhande
(1954) y en Clatworthy (1973).

Notas sobre el analisis de disefios BIPB

Una ventaja de los diseiio balanceados sobre los parcialmente balanceados es que
los calculos manuales del analisis de varianza son un poco mas sencillos. Antes del
advenimiento de los programas estadisticos modernos, era imperativo disponer de
formulas de calculo manual para el analisis de datos, pero ahora es posible calcular
las particiones de sumas de cuadrados adecuadas para el analisis de varianza, al
igual que estimaciones no sesgadas de las medias de tratamiento y sus errores
estandar para la mayoria de los disefios con los programas disponibles. Por 1o ante-
rior, el disefio parcialmente balanceado es una alternativa real siempre que existan
comparaciones razonablemente precisas de todos los pares de tratamientos.
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Particiones de sumas de cuadrados para disefios BIPB

El modelo lineal para el disefio de bloques incompletos parcialmente ba-
lanceado es el mismo que para el diseiio de bloques incompleto balan-
ceado mostrado en la ecuacion (9.1). Como los tratamientos no son ortogonales a
los bloques, las particiones ortogonales de sumas de cuadrados de nuevo se deri-
van ajustando el modelo completo, y, = u + 7, + p, + ¢, para obtener SCE,y el
modelo reducido alternativo sin efectos de tratamiento, y, = 4 + p, + e, para obte-
ner SCE,.

Las sumas de cuadrados para tratamientos ajustados por los bloques se deri-
van como SC tratamiento(ajustada) = SCE, — SCE,y la suma de cuadrados de blo-
que no ajustada para los tratamientos es la misma que la mostrada en la tabla 9.1
para el disefio balanceado.

Las formulas para calcular las estimaciones de minimos cuadrados de los efectos
de tratamiento, las medias de tratamiento y las suma de cuadrados de tratamiento
ajustada no son directas como las de los disefio balanceados, ya que existe mas de
una clase asociada para cada tratamiento y deben hacerse ajustes mas complejos a
los totales de tratamiento por fortuna, muchos programas estadisticos disponibles
pueden realizar los calculos y no es necesario usar las formulas para los tediosos
calculos manuales de un analisis exhaustivo de los datos. Los detalles de los calcu-
los manuales se pueden encontrar en Cochran y Cox (1957) y los detalles del desa-
rrollo se pueden encontrar en John (1971) y John (1987).

9.7 Eficiencia de los disefios de bloques incompletos

La eficiencia de un disefio con respecto a otro se mide mediante la compa-
racion de varianzas para las estimaciones de las diferencias entre medias de
tratamiento en los dos disefios. Por ejemplo, la varianza de la diferencia entre
dos medias de tratamiento para el disefio de bloques completo aleatorizado (BCA)
es 20%.,7, (Es esa varianza menor que su contraparte del disefio totalmente
aleatorizado 20?2, 7? La eficiencia relativa del disefio BCA con respecto al disefio
totalmente aleatorizado se puede determinar porque se puede obtener una estima-
cioén de o para este Ultimo a partir de los datos en el disefio BCA. Entonces es
posible evaluar la efectividad del bloque para reducir la varianza del error experi-
mental.

No existe la misma facilidad si se quiere determinar la eficiencia de un disefio
de bloques incompleto balanceado (BIB) con respecto al disefio BCA porque no es
posible calcular una estimacion de o para el disefio BCA; seria bueno determinar
si un tamafio de bloque mas pequefio del disefio BIB daria como resultado una
menor varianza del error experimental. Todavia se usa la razén de las varianzas
para una diferencia entre dos medias de tratamiento para comparar el diseiio BIB
con ¢l disefio BCA, la diferencia es que mide solo la eficiencia potencial del dise-
fio BIB porque no es posble estimar ¢ para el disefio BCA.
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Factor de eficiencia para los disefios de bloque incompletos

La varianza de la diferencia entre dos medias de tratamiento en el disefio BIB es
2kos,,/At. Si este disefio y el BCA tienen el mismo nimero de tratamientos y répli-
cas, la eficiencia del disefio BIB respecto al disefio BCA es la razon de las varianzas:

(2 G%cb/r) — oQrcb B
(2k012>1b /}“t) o%lb rk

La cantidad E = At/rk se llama factor de eficiencia para el disefio de bloques
completo balanceado y proporciona una indicacion de la pérdida causada al usar
un disefio de bloque incompleto sin reducir ¢®. El disefio BIB es mas preciso en la
comparacion de dos medias de tratamiento que el disefio BCA si

Eficiencia = (9.15)

oo, M
o0 9.16
ofcb rk ( )

El factor de eficiencia es un limite inferior de la eficiencia del disefio BIB con
respecto al disefio BCA para un experimento con el mismo niimero de réplicas y la
misma varianza del error 6°. Dados un disefio BIBcont=4,r=3,k=3yA=2y
un disefio BCA con f =4 y r = 3, ambos requieren el mismo nimero de unidades
experimentales, pero tienen diferentes arreglos de bloque. El disefio BIB es mas
preciso que el diseiio BCA si:

o 2(4
w24 0.89
Skp 3(3)

En otras palabras, o3,, tendria que ser cerca de un 11% mas pequefio que 0%, para
que el disefio BIB tuviera la misma precision que el disefio BCA con el mismo
nimero de réplicas.

La intencién de un disefio de bloques incompleto es reducir la varianza del error
e incrementar la precision de las comparaciones entre las medias de tratamiento, la
meta seria reducir o para los disefios BIB de manera que se logre la desigualdad de
la ecuacion (9.16). Un diseiio de bloques incompleto exitoso reducira la varianza
del error y 03, serd menor que 0%,. En el siguiente capitulo se estudiaran algunos
elementos que forman parte de una estrategia de bloquizacion exitosa.

EJERCICIOS PARA EL CAPITULO 9

1. Un horticultor expermentd con la germinacion de semillas de tomate a cuatro temperaturas diferentes
(25°C, 30°C, 35°C y 40°C) en un disefio de bloques incompleto balanceado porque sélo disponia de dos
camaras de cultivo para el estudio, cada corrida del experimento fue un bloque que consistia en
dos camaras de cultivo como unidades experimentales (k=2) y se asignaron al azar dos temperaturas a las
camaras para cada corrida. Los siguientes datos son las tasas de germinacion de las semillas de tomate:



ow

Corrida 25°C  30°C 35°C 40°C
1 24.65 _ 1.34
2 — 2438  — 2.24
3 29.17 21.25 _ —
4 —_— —_— 5.90 1.83
5 28.90 _ 18.27 —_—
6 25.53 8.42

Fuente: Dr. J. Coons, Department of Botany, Eastern
Illinois University.
{Cuantas veces se present6 cada par de tratamientos en los bloques?
(Cudl es el factor de eficiencia para este disefio?
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c. Escriba un modelo lineal para el experimento, explique los términos, calcule el analisis de varianza
intrabloques y pruebe la hipdtesis nula para los efectos de la temperatura.
d. Calcule las estimaciones de minimos cuadrados de las medias de la tamperatura y sus errores estan-

dar.

e. Calcule el error estandar de la diferencia entre dos estimaciones de minimos cuadrados de las me-

dias de temperatura.

f.  Calcule las particiones de sumas de cuadrados con 1 grado de libertad para la regresion polinomial
ortogonal lineal y cuadratica y sus hipétesis nulas.
g. (Son significativas las desviaciones de la regresion cuadratica?

Una compaiiia esta en proceso de desarrollar un compuesto aislante y realiza una prueba acelerada de
vida util para determinar el tiempo transcurrido en minutos hasta la ruptura después de sujetarlo a voltajes
elevados. Se probaron cuatro voltajes en una corrida dada de la pruebas, se usé un disefio de bloque
incompleto balanceado para probar el compuesto con ¢ = 7 voltajes en b = 7 corridas de £ = 4 pruebas y

se registraron los minutos hasta la rotura del compuesto para cada prueba.

Voltajes (kv)

Bloque 24 28 32 36 40 44 48
1 _— — 38.19 — 544 196 0.55
2 220.22 —_— — 766 — 254 0.67
3 270.85 200.67 e 624 — 0.76
4 360.14 170.52 4543 _ — 322 —
S — 220.12 56.74 932 — — 061
6 300.66 — 5534 1041 719 — —
7 — 190.78 — 874 692 221 —

a. (Cuantas veces apareci6 cada par de tratamientos en los bloques?
;Cual es el factor de eficiencia para este disefio?
¢. Escriba un modelo lineal para el experimento, explique los términos y calcule el analisis de varianza

intrabloques.

d. Calcule los residuales de minimos cuadrados para cada observacion y analicelos segun los procedi-
mientos presentados en el capitulo 4. Una transformacion tipica utilizada para datos de esta natura-
leza es el logaritmo natural, ;seria esto adecuado?
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e. Transforme los datos, calcule las particiones de sumas de cuadrados aditivas y resuma los en una
tabla de analisis de varianza. Describa como la transformacion cambio la naturaleza de los residuales.

f. Calcule las estimaciones de minimos cuadrados de las medias del voltaje y sus errores estandar,

g. Calcule el error estandar de la diferencia entre las estimaciones de minimos cuadrados de las medias
de voltaje.

h. Calcule la particion de suma de cuadrados con 1 grado de libertad para la regresion lineal del tiempo
hasta la ruptura (o una transformacion adecuada) con el voltaje y pruebe las hipotesis nulas.

i.  ¢Son significativas las desviaciones de la regresion lineal?

Se realiz6 un estudio para evaluar un método para medir el retraso en cruceros urbanos en siete ciudades,
los siete tipos de intersecciones para ¢l estudio se eligieron con base en su geometria y las configuracio-
nes de los seméaforos se midieron cuatro de los tipos de crucero en cada ciudad con un diseiio de bloques
incompleto. Las mediciones fueron realizadas por cuatro observadores, uno en cada crucero durante un
periodo especifico en las horas pico del transito. el disefio se establecié como un cuadrado de Youden con
¢ =7 tratamientos de tipos de crucero, el bloque renglon-columna consistio en k = 4 observadores en los
renglones y & = 7 ciudades como columnas, el orden en que se visitaron las ciudades y la secuencia de
tratamientos del tipo de crucero que midi6 cada observador se asignaron de manera aleatoria segun el
procedimiento del cuadrado latino. Los tipos de interseccion se asignaron al azar a las etiquetas de
tratamiento de un cuadrado de Youden basico y se muestran entre paréntesis en la tabla de datos del
tiempo en cola (segundo por vehiculo):

Ciudad
Obervador 1 2 3 4 5 6 7
1 @ O & 6 & O O
458 664 270 926 327 346 44.1
2 2 e Oy @ 0O 6 &
286 946 646 399 345 457 23.7
3 o @ e @ 6 & O
323 40.7 82.6 293 476 312 747
4 @ O @ & @O ;G @
28.0 31.1 255 419 68.7 68.1 38.7

a. Escriba un modelo lineal para este estudio, describa los términos y realice el analisis de varianza
intrabloques para este experimento.

b. Calcule el error estandar de la diferencia entre las medias de minimos cuadrados de dos interseccio-
nes.

c. (Cudl es el factor de eficiencia para este disefio?

d. Utilice comparaciones multiples con el procedimiento del mejor para seleccionar el conjunto de
tipos de interseccion con el retraso minimo.

(Nota: para este ejercicio se ha supuesto que puede usar un programa para calcular el analisis de varianza,
las estimaciones de minimos cuadrados de las medias de tratamiento con sus errores estindar y los
contrastes con sus errores estandar.) Se realizo un estudio con un disefio de bloques incompleto parcial-
mente balanceado para evaluar 7 = 9 raciones de alimento sobre el balance de nitrégeno en rumiantes el
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estudio requiri6 dispositivos y equipo costosos de digestion y sélo se contaba con tres de ellos, el disefio
consistio en 7 = 3 réplicas de 9 tratamientos en b = 9 bloques de £ = 3 animales y habia n, = 6 primeros
asociados para cada tratamieto con A, = 1 y n, = 2 segundos asociados para cada tratamiento con A, = 0.
Las respuestas observadas se muestran en la tabla con los niimeros de tratamientos entre paréntesis:

Blogue
1 3372 (1) 37.80 (2) 4225 (3)
2 38.58 (1)  4539(4)  47.75(6)
3 34.55(1)  34.82(5)  3829(7)
4 42.95(2)  4535(4)  48.84(9)
5 45.12 (2) 36.36 (5) 40.58 (8)
6 43.04 (3)  4522(6) 3726 (8)
7 4064 (3)  3049(7)  36.34(9)
8 38.53 (4) 34.58 (7) 40.81 (8)
9 36.40(5)  33.28(6)  38.46(9)

Fuente: J. L. Gill (1978), Design and analysis of experiments in the animal
and medical science, vol 2, Ames Towa: Iowa State University Press.

Construya una tabla de primeros y segundo asociados para cada tratamiento.

Escriba un modelo lineal para el experimento y explique los términos.

c. Utilice un programa de computadora y calcule el anélisis de varianza para obtener el cuadrado
medio ajustado del tratamiento y la varianza del error experimental. Pruebe la hipétesis nula para
las razones.

d. Calcule las estimaciones de minimos cuadrados para el experimento y las medias de las raciones
con sus errores estandar.

e. Calcule el error estandar de la diferencia entre dos estimaciones de minimos cuadrados de las me-
dias de la racion para los primeros y segundos asociados.

f.  Con frecuencia se usa un error estandar promedio ponderado para todas las comparaciones entre

dos medias de tratamiento en un disefio parcialmente balanceado. Con n, = 6 primeros asociados y

n, = 2 segundos asociados, la varianza promedio de la diferencia entre dos medias de tratamiento

para este estudio es:

o

. . n lszl + nzsz2
varianza promedio = ———~*
n, + ny
donde s? y 5% son las varianzas estimadas de las diferencias entre primeros y segundos asociados respec-

tivamente. Calcule un error estandar promedio ponderado de la diferencia para este experimento.

. Un disefio de bloques incompleto se compone del siguiente arreglo de bloques (1, 2, 3,4, 5) y tratamien-
tos (A, B, C, D, E).

Blogque 1 (B,C,D,E)
2 (A,B,D,E)
3 (A,C,D,E)
4 (A,B,C,Dj
5 (A,B,C,E)
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a. (Cudles son los parametros de disefio ¢, r, k y b?
b. Verifique que el disefio esté balanceado.

6. Undisefio de bloques incompleto esta constituido por el siguiente arreglo de bloques 1 a 6 y tratamientos
(A,B,C,D,E, F).

Blogue 1 (A,B,0) Blogue 4 (A,B,D)
2 (C,D,E) 5 (C,D,F)
3 (B,E,F) 6 (AE,F)

a. ¢Cuales son los parametros de disefio ¢, r, k y b?
b. Esta balanceado el disefio? Explique.

7. Suponga que debe probar 6 combustibles de automovil y tiene k£ = 3 motores disponibles para las prue-
bas, por tanto es necesario usar un disefio de bloques incompleto con las corridas de los tres motores
como bloques. Encuentre el disenio de bloques incompleto balanceado adecuado en el apéndice 9A.1
para realizar el experimento, asigne aleatoriamente los grupos de tratamiento a los bloques de corridas y
de los combustibles a los motores.

8. Debe realizarse un estudio de comparaciones por pares para evaluar lugares para acampar en un parque
nacional, existen ¢ = 10 disefios de campamento, que van de los primitivos a los de instalaciones comple-
tas. Los visitantes al parque nacional se elegiran al azar durante el mes de junio y se les mostraran
fotografias de k= 2 de los diez campamentos y ellos indicaran su preferencia por uno de los dos. Cons-
truya un disefio de bloques incompleto balanceado para el estudio, /cudntos visitantes se requeriran?,
jcuantas réplicas de cada campamento habra en el estudio?, ;cuantas veces sera visto un par de fotogra-
fias por un visitante?, ; De qué manera cambiaria el disefio del estudio si se pidiera a cada visitante que
mirara k = 3 fotografias de campamentos?

Apéndice 9A.1 Algunos diseihos de bloques incompletos
balanceados

Plan 9A.1 t=
(1,2,3), (1,2,5), (1
(1,2,4), (1,3,4), (1

5,k=3,r=6,b=10,AL=3, E=10.83
,4.,5), (2,3,4), (3,4,5,) reps 1,2,3

,3.5), (2,3,5,), (2,4,5) reps 4,5,6

Plan 9A.1 t=6,k=3,r=5b=10,A=2,E=0.80
(1,2,5), (1,2,6), (1,3,4), (1,3,6), (1,4,5),

(2,3,4), (2,3,5), (2,4,6), (3,5,6), (4,5,6)

Plan 9A.3 t=6,k=4,r=10,b=15A=6,E=0.90
(1,2,3,4), (1,4,5,6), (2,3,5,6) reps 1,2

(1,2,3,5), (1,2,4,6), (3,4,5,6) reps 3,4

(1,2,3,6), (1,3,4,5), (2,4,5,6) reps 5,6

(1,2,4,5), (1,3,5,6), (2,3,4,6) reps 7,8

(1,2,5,6), (1,3,4,6), (2,3,4,5) reps 9,10




APENDICE 331

Plan 9A.4 t=7,k=3,r=3,b=7,A=1,E=0.78
(1,2,4), (2,3,5), 3,4,6), (4,5,7), (1,5,6),
(276,7)7 (173)7)

Plan 9A.5 t=7,k=4,r=4,b=7,A=2,E=0.88

Sustituya cada bloque en ¢l plan 9A.4 por un bloque que contenga el resto de los
tratamientos.

Plan 9A.6 t=8,k=4,r=7,b=14,A=3,E=0.86

1,2,3,4),(5,6,7,8)rep 1 (1,2,7,8),(3,4,5,6)rep 2

(1,3,6,8),(2,4,5,7) rep 3 (1,4,6,7),(2,3,5,8) rep 4

(1,2,5,6), (3,4,7,8)rep § (1,3,5,7),(2,4,6,8) rep 6

1,4,5,8),(2,3,6,7)rep 7

Plan 9A.7 t=9,k=3,r=4,b=12,A=1,E=0.75
(1,2,3), (1,4,7), (1,5,9), (1,6,8), (2,4,9), (2,5,8)
(2,6,7), (3,4,8), (3,5,7), (3,6,9), (4,5,6), (7.,8,9)

Plan 9A.8 t=9,k=4,r=8,b=18,A=1,E=0.84
(1,2,3,9),(1,3,8,9), (1,4,6,7), (1,5,7,8), (2,3,6,7),

(2,4,5,8), (2,6,8,9), (3,5,7,9), (4,5,6,9), reps 1,2,3,4

(1,2,4,9), (1,2,5,7), (1,3,6,8), (1,5,6,9), (2,3,5,6),

(2,7,8,9), (3,4,5,8), (3,4,7,9), (4,6,7.8), reps 5,6,7,8

Plan 9A.9 t=9,k=5r=10,b=18, A=5,E=0.90

Sustituya cada bloque en el plan 9A.8 por un bloque que contenga el resto de los
tratamientos.

Plan 9A.10 t=9,k=6,r=8,b=12,A=5E=094

Sustituya cada bloque en el plan 9A.7 por un bloque que contenga el resto de los
tratamientos.

Plan 9A.11 t=10,k=3,r=9,b=30,A=2,E=0.74

(1,2,3), (1,4,6), (1,7,9), (2,5,8), (2,8,10)

(3,4,7), (3,9,10), (4,6,9), (5,6,10), (5,7,8) reps 1,2,3

(1,2,4), (1,5,7), (1,8,10), (2,3,6), (2,5,9),

(3,4,8), (3,7,10), (4,5,9), (6,7,10), (6,8,9) reps 4,5,6

(1,3,5), (1,6,8), (1,9,10), (2,4,10), (2,6,7),

(2,7,9), (3,5,6), (3,8,9), (4,5,10), (4,7,8) reps 7,8,9

Plan 9A.12 t=10,k=4,r=6,b=15A=2,E=0.83
(1,2,3,4), (1,2,5,6), (1,3,7,8), (1,4,9,10), (1,5,7,9),

(1,6,8,10), (2,3,6,9), (2,4,7,10), (2,5,8,10), (2,7,8,9),
(3,5,9,10), (3,6,7,10), (3,4,5,8), (4,5,6,7), (4,6,8,9)

Plan 9A.13 t=10,k=5,r=9,b=18,A=4, E=0.89
(1,2,3,4,5), (1,2,3,6,7), (1,2,4,6,9), (1,2,5,7,8), (1,3,6,8,9), (1,3,7,8,10),
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(1,4,5,6,10), (1,4,8,9,10), (1,5,7,9,10), (2,3,4,8,10), (2,3,5,9,10), (2,4,7,8,9),
(2,5,6,8,10), (2,6,7,9,10), (3,4,6,7,10), (3,4,5,7,9), (3,5,6,8,9), (4,5,6,7.8)

Plan 9A.14 =10,k=6,r=9,b=15A=5,E=0.93
Sustituya cada bloque en el plan 9A.12 por un bloque que contenga el resto de los
tratamientos.

Plan 9A.15 t=11,k=5r=5b=11,A=2,E=0.88
(1,2,3,5,8), (1,2,4,7,11), (1,3,6,10,11), (1,4,8,9,10),

(1,5,6,7,9), (2,3,4,6,9), (2,5,9,10,11), (2,6,7,8,10),

(3,4,5,7,10), (3,7,8,9,11), (4,5,6,8,11)

Plan 9A.16 t=11,k=6,r=6,b=11,A=3, E=0.92

Sustituya cada bloque en el plan 9A.15 por un bloque que contenga el resto de los
tratamientos.

Apéndice 9A.2 Algunos diseios de cuadrados latinos incompletos

Tabla 9A Planes para disefios de cuadrados latinos incompletos derivados de
cuadrados latinos completos.

t k r b A E Plan
4 3 3 4 2 .89 *
3 6 8 4 .89 *H
3 9 12 6 .89 *H
5 4 4 5 3 94 *
4 8 10 6 .94 **
6 5 5 6 4 .96 *
5 10 12 8 .96 *H
7 6 6 7 5 .97 *
8 7 7 8 6 .98 *
9 8 8 9 7 .98 *
10 9 9 10 8 .99 *
11 10 10 11 9 .99 *

*Construido a partir de un cuadrado Tatino de 7 X 7 por omision de la ultima columna
**Por repeticion del plan para r =~ 1, que se construy6 con un cuadrado latino de ¢ X ¢ sin la
ultima columna

Planes para otros diseiios de cuadrados latinos incompletos:

Plan 9B.1 t=5,k=2,r=4,b=10,A=1, E=0.63
Reps I y II Reps IIl y IV
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2 5 41 3 34 2 5 1
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Plan 9B.2 t=5k=3r=6b=10,A=3,E=0.83

Reps LI, y Il Reps IVV, y VI
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5§
2 1 4 5 3 2 3 4 5 1
3 521 4 4 5 1 2 3

Plan 9B.3 t=7,k=2,r=6,b=21,A=1,E=0.58

Reps I y I Reps HIl y IV RepsV y VI
1 23 4 5 6 7 1 23 45 6 7 1 23 45 6 7
2 6 47153 3456 71 2 4 3 6 52 71

Plan 9B.4 t=7,k=3,r=3,b=7,A=1,E=0.78

71 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
3456 712

Plan9B.5 (=7 k=4,r=4b=7,A=2, E=0.88

~ N W
_— -3 N B
N o~ QW
W N - N
AW N
wn oW =
[= NV TP~ S ]

Plan 9B.6 t=9,k=2,r=8,b=36,A=1,E=0.56

Reps 1y II RepsV y VI

1 23 45 6 7 89 1 23 4 5 6 7 809

2 847613935 4 6 25 7 8 9 1 3

Reps IIT y IV Reps VII y VIII

1 23 45 6 7 809 1 23 45 6 7 89

356987142 5 48 6 3 9 2 711
Plan 9B.7 t=9,k=4,r=8b=18,A=3,E=0.84

Reps I IL Il y IV Reps V VI VII y VIII

1 23 45 6 7 89 1 23 456 7 89

4 6 81 7 9 3 25 2 3491 86 57

6 89 3 1 4 2 57 56 72 9 1 4 3 8

7 9 12 8 5 6 43 75 916 3 8 4 2




334 CAPITULOY DISENOS DE BLOQUES INCOMPLETOS: INTRODUCCION

Plan 9B.8

Reps I II IIl y IV

1 2 3 45
2 6 8 3 1
3 85 9 7
7 4 9 2 3
§ 1 2 6 4

Plan 9B.9

Reps I I, y Il

Reps IV V, y VI

Reps VIL VIII y IX

Plan 9B.10

Reps I, y Il

Reps III, y IV

RepsV y VI

Reps VII y VIII

Reps IX y X

6

~ N A

W N —= O

O — B h 00

w00 ON 1 \D
()]

~

~3

O oo

t=9,k=5,r=10,b=18,A=5,E=0.90

Reps V. VI, VIl y VIII
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t=10,k=3,r=9,b=30,A=2,E=0.74
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-0 00 =
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Plan 9B.11 t=11,k=5r=5b=11,A=2, E=0.88

1 7 9 11 10 8 2 6 3 5 4
2 18 91 7 6 3 4 10 5
3 61 7 5 2 411 10 9 8
4 10 6 1 8 3 11 5 9 2 7
5 32 4 1 11 10 9 8 7 6

Plan 9B.12 t=11,k=6,r=6,b=11,A=3,E=0.92

6 5 4 32 19 8 7 11 10
7 8 5 103 61 2 11 4 9
8 4 7 29 103 1 5 6 11
911 3 67 4510 1 8 2
10 21 54 98 7 6 1 3
Ir 910 8 6 5 7 4 2 3 1

Plan 9B.13 t=13,k=3,r=6,b=26,A=1,E=0.72
Reps I 11, y IIl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 2
9 10 11 12 13 1 2 3 4 5 6 17 8

Reps IV V, y VI 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1
6 7 8 9 10 11 12 13 1t 2 3 4 5
56 7 8 9 10 11 12 13 1 2 3 4

Plan 9B.14 t=13,k=4,r=4,b=13,A=1,E=0.81

7 8 9 10 11 12
8 9 10 11 12 13
10 11 12 13 1t 2

2
3
5
1 3 4 5 6 7 8

O W == W
(=R N S A
NN AW
(VST IV R 0
_— 00 O\ W
N O N

1

—
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Plan 9B.15 t=13,k=9,r=9,b=13,A=6,E=0.96

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1

56 7 8 9 10 11 12 13 1 2 3 4

6 7 8 9 10 11 12 13 1 2 3 4 5

7 & 9 10 11 12 13 1 2 3 4 5 6

9 10 11 12 13 1t 2 3 4 5 6 7 8

10 11 12 13 1 2 3 4 5 6 7 8 9

112 13 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

12 13 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

13 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Plan 9B.16 t=15k=7,r=7,b=15A=3,E=092
13 5 15 12 4 11 1 2 8 10 9 14 7 3 6
8 14 12 11 5 92 3 6 4 13 7 15 1 10
12 10 11 6 8 7 3 1 4 5 14 13 9 2 15
6 7 5 9 1 2 4 13 15 11 10 3 12 8 14
L7 12 8 2 14 13 5 15 10 1 6 4 3 9 11
I 2 3 4 9156 14 13 12 5 8 10 11 7
9 8 6 14 15 5 7 12 2 13 3 11 4 10 1
Plan 9B.17 t=15k=8,r=8,b=151=4, E=0.94

1 4 9 15 7 6 12 10 5 8 1 2 13 14 3
4 1 2 3 13 10 9 11 14 15 7 6 8 5 12
2 3 14 110 12 13 9 7 6 11 15 5 4 8
S 15 410 12 1 14 7 3 2 8 9 11 6 13
10 13 7 8 11 415 6 1 3 2 5 14 12 9
3 11 1 13 2 14 10 8 9 7 4 12 6 15 5
4 6 10 7 3 8 11 5 12 9 15 1 2 13 4
15 9 13 5§ 6 3 8 4 11 14 12 10 1 7 2

Apéndice 9A.3 Estimaciones de minimos cuadrados para disefno
BIB

El modelo lineal para el disefio de bloque incompleto balanceado es

yy=uH+trttpte, (9A.1)
i=12,..t j=12,...b

donde 1 es la media general, 7, es el efecto de tratamiento, p, es el efecto de bloque y
las e, son errores experimentales aleatorios independientes con media 0 y varianza ¢°.
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Sea n,, una variable indicadora con n, = 1 si el i-ésimo tratamiento esta en el
J-€simo bloque y n, = 0 de otra manera.

Las estimaciones de minimos cuadrados para los parametros en el modelo com-
pleto minimizan la suma de cuadrados para el error experimental:

Q- ZZn % —ZZ ny 0y — 1= T,— p)? (9A.2)

1=1y=1 =1 j=1

Las ecuaciones normales para el disefio de bloques incompleto balanceado
son:

t b
NO+r>Z+k>p=y (9A.3)
=1 =1
T AR+ D> By, i=12,...t (9A.4)
=1
t
B: Ki+ > nF+kp=y, j=12,...,b (9A.5)
=1

Cada una de las sumas del conjunto de 7 ecuaciones para las 7, y del conjunto de b
ecuaciones para las p, es igual a la ecuacion para g, esto tiene como resultado
dependencias lineales entre las ecuaciones. Las restricciones >,7,=0y >,p, =0 se
pueden usar para proporcionar una solucion tnica.

Al imponer las restricciones, la estimacion de g es I = y /N a partir de la
ecuacion (9A.3). Las ecuaciones para p,, ecuaciones (9A.5), se usan para eliminar
las P, de las ecuaciones para T, en la ecuacién 9A.4). Después de eliminar las
ecuaciones con 7, son:

t b
nyty T = ky, — vayj (9A.6)
J=1 p=1 J=1
p#l

El lado derecho de la ecuacidon (9A.6) es kQ,, donde Q, es el total del trata-
miento ajustado que se usa para calcular la suma de cuadrados de tratamiento ajus-
tada. Como:

Mv

KT — FT

b
Z"u"m =A, parap#i (9A.7)

=1

y n},=n, (n, =00 1), la ecuacion (9A.6) se puede escribir como:

rk-1T-1> %, = kQ, (9A.8)
p=1

p#t
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Como se impuso la condicidn 2T, sobre la solucidn, la sustitucion:
t
=)

14
p

B )

#1

se puede convertir en la ecuacién (9A.8). Con la igualdad A(t — 1) = rk— 1), la
ecuacion para 7, es:

MT = kQ,

. kO,
Tl =
At

(9A.9)

i=12,....t



10 Disefio de bloques incompletos:
Disenos resolubles y ciclicos

En el capitulo 9 se presenta la descripcion general y el analisis de los disefios de bloques
incompletos. En este capitulo se explican varias importantes clases de disefios de
bloques incompletos, incluyendo los disefios resolubles con bloques agrupados en réplicas
completas de tratamientos. También se presentan los disefios ciclicos que se pueden cons-
truir sin usar extensos planes sistematicos y los disefios «, que amplian el nimero de
disefios resolubles aprovechables para los experimentos.

10.1 Disefios resolubles para ayudar a manejar el experimento

Los diseiios resolubles tienen bloques agrupados de manera que cada grupo cons-
tituye una réplica completa de los tratamientos, el agrupamiento en réplicas com-
pletas es eficaz para administrar un experimento.

Una de las primeras aplicaciones de los disefios resolubles fue con pruebas de
cultivo con plantas colocadas en las parcelas de una granja experimental, los la-
bradores querian probar un gran namero de lineas genéticas y hacer todas las
comparaciones por pares entre ellas con la misma precision. Fue necesario orde-
nar las parcelas en bloques mas pequefios que la réplica completa para reducir la
varianza del error experimental aun mas de lo que es posible con los disefios de
bloques completos. El disefio de bloques incompleto resoluble era atractivo por-
que ademds de reducir el tamafio de los bloques para obtener mayor precision,
también permitia al investigador controlar estos grandes estudios en campo basan-
dose en las réplicas.

Los disefios resolubles son ttiles en la practica cuando no es posible realizar
el experimento completo al mismo tiempo, pues los experimentos con disefio reso-
luble pueden llevarse a cabo en etapas, con una o mas réplicas terminadas en cada

339
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etapa. Ademads, si por alguna razon el experimento termina antes de tiempo, habra
un nimero igual de réplicas en todos los tratamientos.

Los disefios resolubles son arreglos en » grupos de réplicas de s bloques
con k unidades por bloque. En los disefios de bloques incompletos balancea-
dos resolubles, el nimero de tratamientos es un miltiplo del nimero de unidades
por bloque, t = sk, y el namero total de bloques satisface la relacion b = rs =t +
r—1.

Ejemplo 10.1 Un disefio resoluble para pruebas con productoes alimenticios

Examinemos un experimento para probar nueve variedades de un producto ali-
menticio en el mismo dia con sujetos humanos como jueces. Varios factores aso-
ciados con el experimento hacen que un disefio de bloques incompleto sea atractivo,
se puede esperar que un juez discrimine de manera adecuada hasta cuatro o cinco
muestras de productos en cualquier momento, pero por problemas de programa-
cién, no es posible tener un nimero suficiente de jueces disponibles el mismo dia
para las réplicas de los tratamientos; por lo tanto, deben prepararse de nuevo los
alimentos cada dia de pruebas y es necesario garantizar que la variacion en la
preparacion de un dia a otro no interfiera con las comparaciones de tratamientos
en el experimento.

El cuadro 10.1 muestra una prueba disefiada para tres jueces en la que cada
uno evaluara tres variedades del producto en un dia dado. Se programan tres jue-
ces durante cuatro dias de pruebas, ellos constituyen un bloque incompleto de
tres tratamientos y cada uno se asigna al azar a uno de los bloques de tres trata-
mientos y prueba tres productos presentados al azar para su evaluacion.

El disefio es resoluble con una réplica completa del experimento realizado un

’ dia dado y esta balanceado, pues cada tratamiento ocurre una vez en el
mismo bloque con cada uno de los otros tratamientos en el experimento. Los
Jjueces solo evaltan tres productos a la vez, lo que reduce considerablemente la
variacion dentro del bloque en comparacion con un juez que evalua nueve pro-
ductos a la vez.

Cuadro 10.1 Diseiio de bloques incompleto balanceado resoluble
para evaluar productos alimenticios

Dial Dia Il Dia IIT Dia IV

Juez Juez Juez Juez
1 (1,2,3) 4 (1,4,7) 7 (1,5,9 10 (1,6,8)
2 4,5,6) 5 2,5,8) 8 2,6,7) 11 2,4,9)
3 (7,8,9) 6 3,6,9) 9 (3,4, 8) 12 (3,5,7)
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Disefios de reticula balanceados

Los diseiios de reticula (lattice) balanceados son un grupo muy conocido
de disefios resolubles propuestos por Yates (1936b). El numero disponible de
estos cuadrados de reticula esta limitado debido a que el numero de trata-
mientos debe ser un cuadrado exacto ¢ = k%, los disefios requieren r = (k + 1)
réplicas y b = k(k + 1) bloques para un balance completo con A = 1, cada
grupo de réplicas contiene s = k bloques de k unidades experimentales cada
uno y el nimero & de unidades por bloque debe ser un niimero primo o una po-
tencia de un nimero primo. Se pueden encontrar planes para disefios de reticula
balanceados con t = 9, 16, 25, 49, 64 y 81 en Cochran y Cox (1957) o Peterson
(1985).

El diseiio del cuadro 10.1 es una reticula balanceada con nueve tratamientos
en bloques de tres unidades que tiene cuatro grupos de réplicas con un total de 12
bloques. Observe que cada par de tratamientos ocurre en un bloque A = 1 vez en
alguna parte del disefio balanceado.

El balance completo requiere (k + 1) réplicas con los disefios de reticula y,
como son diseiios resolubles, uno o mas grupos de réplicas se pueden eliminar
para producir un disefio de reticula parcialmente balanceado. Los disefios con r =
2, 3 0 4 grupos de réplicas respectivos se conocen como reticulas simples, triples
o cuddruples.

El factor de eficiencia promedio para un diseiio de reticula balanceado es:

_ k-1
rk+2)+ (k+ 1)

y para las reticulas simple y triple, los factores de eficiencia promedio respectivos
son (k + 1)/(k+ 3)y 2k + 2)/(2k + 5).

Diseiios de reticula rectangulares

La restriccion en el nimero de tratamientos o variedades de las reticulas cuadradas
es importante. Los disefios de reticula rectangulares desarrollados por Harshbarger
(1949) proporcionaron disefios resolubles con numeros de tratamientos interme-
dios a los proporcionados por los disefios de reticula cuadrados.

Los diseiios de reticula rectangulares son arreglos de ¢ = s(s — 1) tratamientos
en bloques con k£ = (s — 1) unidades y los numeros de tratamientos estan cerca del
punto medio entre los que proporcionan las reticulas cuadradas. Cochran y Cox
(1957) construyeron planes para reticulas rectangulares con t = 12, 20, 30, 42, 56,
72 y 90 tratamientos. Los disefios con r = 2 y r = 3 réplicas se conocen como
reticulas rectangulares simple y triple, respectivamente.

Existen otros disefios de bloques incompletos balanceados resolubles sin las
restricciones de las reticulas cuadradas o rectangulares; sin embargo, son para un
conjunto limitado de tamafios de bloque y nimeros de tratamientos. Algunos dise-
fos para t = 11 tratamientos se encuentran en el apéndice 9A.1, otros disefios
resolubles para ¢ > 11 estan dados por Cochran y Cox (1957).
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Descripcion del andlisis de diseiios resolubles

El modelo lineal para el disefio resoluble es:

yljm =H + T, + Y/ + pm(]) + eym (10.1)
i=L2,..,t j=1,2,...,r m=1,2,...,s

donde p es 1a media general, 7, es el efecto del tratamiento, ¥, es el efecto del grupo
de réplicas, p,, es el efecto del bloque anidado dentro de la réplica y e,,, s el
error experimental aleatorio.

El ajuste secuencial de modelos alternativos descrito en el capitulo 9 propor-
ciona una particién de suma de cuadrados ortogonal, pero en este caso se requiere
una particiéon de suma de cuadrados adicional para los grupos de réplicas.
Los bloques estan anidados dentro de los grupos de réplicas y las sumas de cua-
drados para los bloques de los grupos de réplicas se unen como SC(bloques/répli-
cas). La tabla 10.1 contiene una descripcion del analisis de varianza intrabloques.

Tabla 10.1 Analisis intrabloques para un disefio de bloques incompleto balanceado

resoluble
Fuente de Grados de Sumas de
variacion libertad cuadrados
Total N—-1 2y =¥ P
Réplicas r—1 sk> @, =y )
Bloques (no ajustados) dentro de réplicas rs—1) k> @ m Y )?
Tratamientos (ajustados) t—1 k> Q?
At

Error N—t—rs+1 Restando

0, =y, — (B/k),y B, es la suma de totales de bloques que incluyen el i-ésimo tratamiento.

Los tratamientos son ortogonales a los grupos de réplicas ya que cada trata-
miento aparece una vez en cada grupo de réplica y los totales de tratamiento
ajustados solo por los efectos de bloque proporcionan estimaciones no sesgadas de
las medias de tratamiento y una prueba F' valida para los efectos de tratamiento.

10.2 Disenos resolubles rengléon-columna
para dos criterios de bloque

Algunas situaciones de investigacion requieren dos criterios de bloque y no permi-
ten bloques completos de tratamientos para los renglones o las columnas necesa-
rios para los cuadrados ortogonales de Youden. Los disefios renglon-columna tie-
nen ¢ tratamientos colocados en bloques de £ = pg unidades y los tratamientos de
cada bloque se arreglan en un disefio renglén-columna de p X g.
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Existe un numero limitado de disefios de bloques incompletos renglén-colum-
na balanceados para los experimentos que requieren que los tamanos de bloque
para renglones y columnas sean menores que el numero de tratamientos, estos
disefios necesitan un gran numero de bloques para cumplir con este requerimiento
de balance. Vea en John (1971) una bibliografia amplia al respecto.

- Ejemplo 10.2 Diseiio renglon-columna anidado para muestras de
1 poblacion de insectos

-1 Examinemos un estudio epidemioldgico sobre la transmision de un parasito
" micrdbico a los humanos a través de un insecto en un area agricola tropical. El
parasito se transmite a los humanos mediante la picadura del insecto, pero si el
insecto no esta infectado por el parasito, puede adquirirlo cuando pica a un huma-
no infectado. Un proyecto de salud publica es la planeacion de pruebas de efecti-
vidad de una droga que se sabe que varia el ciclo de vida del parasito en los
humanos, un entomoélogo que trabaja en el proyecto piensa obtener muestras de
. las poblaciones de insectos para supervisar el efecto que el programa tiene en la
1 reduccion de la tasa de infeccion.
j Se programaron nueve tipos de habitats dentro y cerca de las cuatro planta-
. ciones agricolas para supervisar el proyecto, los entornos son lugares como co-
rrientes de rios, pueblos cercanos a las plantaciones, campos agricolas, aguas
estancadas, etcétera, y el entomdlogo solo recolectara muestras de insectos en
tres de ellos en un dia. Se establecioé un disefio de muestreo renglon-columna para
controlar la variacion potencial causada por el muestreo en distintos dias y horas
del dia en las cuatro plantaciones, el disefio se muestra en el resumen 10.2 tiene
nueve tratamientos de entorno con muestreo en un disefio renglén-columna de
3 X 3 en cuatro plantaciones. Los tres renglones del arreglo de 3 X 3 correspon-
.+ denalahora del dia en que se toman las muestras, y las tres columnas se refieren
" alos tres dias de recoleccién en cada plantacion.
Por inspeccion de cada par de tratamientos o entornos se puede verificar que
en el disefio se toma una muestra a la vez de cada uno en el mismo dia, cada par
< de tratamientos debe aparecer una vez en el mismo renglon y una vez en la misma
columna en alguna parte tener un disefio renglon-columna balanceado. El disefio
se puede resolver con las plantaciones como réplicas y una réplica completa de
los nueve tipos de héabitat en cada plantacion; es un disefio anidado en donde los
renglones y las columnas se anidan dentro de los grupos de réplicas.

Diseiios de reticulas cuadradas balanceadas

Estos disefios, también propuestos por Yates (1940b), son disefios renglon-colum-
na anidados resolubles, que estan entre los primeros desarrollos de disefio de
bloques incompletos; el ejemplo del cuadro 10.2 es uno de ellos. La reticula cua-
drada balanceada tiene ¢ = 2 tratamientos dispuestos en un disefio renglon-co-
lumna de k& X k, un arreglo de k£ X k consiste en una de las réplicas completas de
tratamientos con p = g = k. El disefio balanceado requiere r = (k + 1) réplicas
para el balance sea completo, de manera que cada par de tratamientos se encuentre
una vez en el mismo renglon y una vez en la misma columna.
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Cuadro 10.2 Diseiio de bloques incompleto renglén columna anidado
de 3 X 3 para las muestras de la poblacién de insectos

Dia Dia
Hora (1) (2) (3) Hora (4) (5) (6)
4} 1 2 3 4) 1 4 7
2) 4 5 6 (5) 2 5 8
3) 7 8 9 (6) 3 6 9
Plantacion 1 Plantacion 11
Dia Dia

Hora (7) (8) (9) Hora (10) (11) (12)
M 1 6 8 (10) 1 9 5
® 9 2 4 (11 6 2 7

€) 5 7 3 (12) 8 4 3
Plantacién 111 Plantacion IV

en algiun momento del experimento. Cuando & es impar, un valor de repeticion de
r = i(k + 1) proporcionara un semibalance tal que cualquier par de tratamientos

esté una vez en el mismo renglén o una vez en la misma columna.

En Cochran y Cox (1957) y en Peterson (1985) se pueden encontrar planos para
disefios cuadrados de reticula con t = 9, 16, 25, 49, 64, 81, 121 y 169. Una presenta-
cién mas amplia de estos disefios se encuentra en Kempthorne (1952) y Federer (1955).

Descripcion del andlisis para disefios renglén-columna anidados

El modelo lineal para cualquier disefio rengléon-columna anidado resoluble es:
Vyim = K+ B, + Pimy t Yy T T €yim (10.2)
i=1L2,..,t j=1L2,...,p I=1,2,..,9g m=1,2,..,r

donde u es la media general, 7, es el efecto del tratamiento, f,, es el efecto del
grupo de réplica, P,y ¥ ¥im) Son €l renglon y la columna respectivos anidados en
los efectos de grupos de réplicas y e,, es el error experimental aleatorio.

Cada tratamiento esta en cada grupo de réplicas y son ortogonales a ellos, los
renglones y columnas también son ortogonales a los grupos de réplicas. Las parti-
ciones de sumas de cuadrados para las réplicas, los renglones dentro de las
réplicas y las columnas dentro de las réplicas se pueden calcular de manera usual,
como se muestra en el andlisis de varianza descrito en la tabla 10.2. Los tratamien-
tos no son ortogonales a los renglones o columnas de los grupos de réplicas y
deben ajustarse por los efectos de renglon y de columna.

Los totales de tratamiento ajustado necesarios para las estimaciones de mini-
mos cuadrados de los efectos de tratamientos y las sumas de cuadrados de trata-
miento ajustado son:
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Tabla 10.2 Analisis intrabloques para un disefio de bloques incompleto renglén-
columna anidado

Fuente de Grados de Sumas de
variacion libertad cuadrados
Total N—1 2 Wy =¥ )V
Grupos (réplicas) r—1 120 o= )
Columnas (no ajustadas) Hg —1) PG w7V o
dentro de grupos
Renglones (no ajustados) Hp — 1) 42 0m =V )’
dentro de grupos
Tratamientos (ajustados) r—1 pg(t — 1) S o
rip — 1)(g — 1)
Error r(p—1)g — 1) —(t— 1) Restando
_ 1 1
0=y, +rn ——R ——C( (10.3)
P q

donde y, es el total para el i-ésimo tratamiento y es la gran media para el expe-
rimento, R, es la suma de totales de renglones que incluyen al /-ésimo tratamiento
y C, es la suma de totales de columnas que incluyen al i-ésimo tratamiento.

La estimacion de los minimos cuadrados del efecto de tratamiento es :

5 = pqt = DO
rip — (g — 1)
y la estimacion de los minimos cuadrados de la media de tratamiento es I, = @+

T,donde I =7y eslaestimacion de la media general.
El factor de eficiencia para el disefio renglon-columna anidado es:

(10.4)

p=te=-Dg-1 (10.5)
pqt — 1)

donde el factor de eficiencia para la reticula cuadrada balanceada es E = (k — 1)/(k +
1), conp = q = kyt = k% por ejemplo, con k = 3 del cuadro 10.2, el factor de
eficiencia es £ = 2/4 = .50. La reticula cuadrada balanceada tendria que reducir la
varianza del error experimental en un 50% para estimar las comparaciones entre las
medias de tratamiento de manera tan precisa como un diseiio de bloques completos del
mismo tamaiio.

10.3 Los disefios ciclicos simplifican la construcciéon del disefio

Los diseiios de bloques incompletos complejos pueden afiadir mas complicaciones
al proceso si hay necesidad de hacer consultar con frecuencia la distribucion del
disefio, por lo que debe contarse con tablas amplias de planes de disefio para usar
los disefios de bloques incompletos que se han presentado hasta ahora, establecer
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un disefio en la instalacion fisica necesaria para el experimento exige una vigilan-
cia constante, debe tenerse cuidado de evitar errores cuando se asignan los trata-
mientos a las unidades experimentales y al registrar los datos.

Los disefios ciclicos ofrecen cierto grado de simplificacion en la construccién
del disefio y en el establecimiento del proceso experimental y como se generan a
partir de un bloque inicial de tratamientos, es necesario un esquema completo de
los planes de distribucidn del experimento. Una vez que se conoce el bloque ini-
cial, se genera el plan del experimento y se asignan al azar los tratamientos a las
etiquetas numéricas en el disefo.

Como construir un diseiio ciclico

La designacion ciclica se refiere al método usado para construir los disenos, al
igual que al esquema de asociacion entre tratamientos. Los tratamientos se asig-
nan a los bloques a través de una sustitucion ciclica de etiquetas de tratamiento de
un bloque generador inicial.

El método requiere etiquetar los tratamientos como (0, 1, 2, ..., — 1), el ciclo
comienza con un bloque de tamafio & requerido por el experimento y los bloques
subsecuentes se obtienen sumando 1 a la etiqueta de tratamiento del bloque ante-
rior, si una etiqueta de tratamiento excede (z — 1), se reduce mediante el médulo ¢,
el ciclo continua hasta que regresa a la configuracion del bloque inicial.

Considerando el disefio para seis tratamientos en bloques de tres unidades ge-
neradas por sustitucion ciclica del cuadro 10.3, se etiquetan los seis tratamien-
tos (0, 1, 2, 3, 4, 5) para el disefio, que se construye con el bloque inicial (0, 1, 3);
el segundo bloque se construye sumando 1 a cada etiqueta de tratamiento del pri-
mer bloque, resultando en (1, 2, 4) como configuracion del segundo bloque; se
suma | a cada etiqueta del segundo bloque y se obtiene (2, 3, 5) como los trata-
mientos para el tercer bloque.

Cuadro 10.3 Diseiio ciclico para seis tratamientos
en bloques de tres unidades
Blogque
1 (0, 1, 3) bloque inicial
2 (1,2,4)
3 (2,3,5)
4 3,4,0)
5 4,5, 1)
6 5,0,2)

La transicion del bloque 3 al bloque 4 en ¢l ciclo requiere reducir una etiqueta
en el bloque 4 mediante el médulo ¢t = 6, porque si se suma 1 a cada etiqueta en el
bloque 3, la configuracion del bloque 4 sera (3, 4, 6) donde S + 1 = 6 excede (r —
1) = 5; por lo tanto, 6 se debe reducir segtin el médulo 6, que es 6 = 0(mod 6),
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y 0 sustituye a 6 en la configuracion del bloque 4, es decir, (3, 4, 0); en la trasicion
del bloque 5 al 6 se realiza una sustitucion similar.

Dentro del ciclo completo mostrado en el cuadro, se construyd un conjunto
completo de b = 6 bloques, los numeros forman un ciclo completo de etiquetas de
tratamiento hacia abajo de las columnas, las etiquetas de tratamiento en la primera
posicién del bloque tienen un ciclo de 0 a 5 mientras que en la segunda posicion el
ciclo comienza con la etiqueta 1 y la tercera posicion con la etiqueta 3, entonces el
disefio estd completo con los bloques 1 a 6 pues el séptimo miembro del ciclo seria
la configuracion del bloque inicial (0, 1, 3).

Construccion de disefios renglon-columna con el método ciclico

Los disefios ciclicos se pueden usar para disefios renglon-columna si el experi-
mento requiere dos criterios de bloqueo, el tnico requisito es que el numero de
réplicas sea un multiplo del tamafio de bloque, o sea, r = ik, donde i es un valor
entero. El disefio del cuadro 10.3, con, = 6 y r = k = 3 generado a partir del
bloque inicial (0, 1, 3), se puede usar como disefio renglon-columna con seis ren-
glones y tres columnas.

Se trata de un disefio ortogonal por columna, ya que cada tratamiento aparece
en cada columna; si se mantiene la integridad del renglén y la columna al aleatorizar,
entonces la suma de cuadrados para columnas y renglones es una particion de la
suma de cuadrados total y en el anélisis los tratamientos se ajustan por los bloques
de los renglones.

Tablas para construir disefios ciclicos

En la tabla 10A.1 de! apéndice se puede encontrar la tabla compacta de bloques
iniciales necesaria para disefios ciclicos de relativa eficiencia con 4 = ¢ = 15
tratamientos, tomada de John (1987), quién también elaboro otra tabla para 16 =< ¢
= 30 tratamientos; pueden encontrarse mas tablas en John (1966).

Para un tamaiio de bloque &, los primeros & — 1 tratamientos del bloque inicial
son iguales para cualquier numero ¢ de tratamientos. El dltimo tratamiento del
bloque se toma como el valor correspondiente en la columna para ¢ en la tabla
10A.1 del apéndice; por ejemplo, con k = 3, r = 3, el bloque inicial para s = 5 es
(0,1,2)yes (0,1, 3)parat = 6.

Si se requiere un disefio con mas réplicas (» > k), la tabla proporciona un
bloque generador de segundo o tercer nivel, en ella se construye un conjunto
de bloques a partir de cada uno mediante la sustitucion ciclica. El disefio con ¢ = 6
tratamientos en bloques de tamafio £ = 3 generados con el bloque inicial
(0, 1, 3) tenian r = 3 réplicas, el disefio con r = 6 réplicas se construye agre-
gando el bloque inicial (0, 2, 1) que se encuentra en la tabla 10A.1 en la linea con
k = 3 yr = 6; el disefio obtenido tiene b = 12 bloques, la mitad de ellos
gene-rados por cada uno de los bloques iniciales como se muestra en el cuadro
10.4. Este disefio est4 parcialmente balanceado con A; = 3 y A, = 2 para las dos
clases asociadas.
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t-Der=1 (10.6)
(= D= 1)+ r(s — 1)

Cémo construir los disefios o

La construccion de un disefio para ¢ = sk tratamientos con r réplicas comienza con
un arreglo de k X r designado como el arreglo generador o. Cada columna del arreglo
generador ¢ se usa para construir s — 1 columnas adicionales por sustitucion ciclica y
el nuevo arreglo de £X rs recibe el nombre de arreglo intermedio o*.

Consideremos un arreglo generador o de 4 X 3 para t = 12 tratamientos, &k =
4 unidades por bloque, r = 3 réplicas y s = 3 bloques por réplica:

Arreglos generador o

Columna
2 3

S OO O~
L = ]
—_ N

—_—

Cada columna se usa para generar s — 1 = 2 columnas adicionales por sustitu-
cion ciclica con mod(s) = mod(3) para derivar el arreglo intermedio o*; el resul-
tado sera r = 3 arreglos de tamafio k¥ X s. En este ejemplo, habra tres arreglos de
4 X 3, los arreglos intermedios o* generados de cada una de las tres columnas del
arreglo o son:

Arreglos intermedios o*

Arreglo generado a partir de
Columna 1 Columna2  Columna 3

0 1 2 0 1 2 0 1 2
0 1 2 0 1 2 2 01
0 1 2 2 01 I 20
0 1 2 1 20 1 20

Por tltimo, las etiquetas se obtienen sumando s = 3 a cada elemento del se-
gundo renglén del arreglo intermedio a*, 2s = 6 para cada elemento del tercer
renglén, y 3s = 9 al cuarto renglon. Las columnas de los arreglos son los bloques
del disefio y cada conjunto de s columnas generado con una columna arreglo gene-
rador o constituye una réplica completa; en el cuadro 10.5 se muestra el disefio
(0, 1, 2) obtenido.

Las etiquetas de tratamiento para el disefio son (0, 1, 2, ..., t — 1) y los tratamien-
tos reales se asignan al azar a las etiquetas. Ademas, la aleatorizacion procede con
una asignacion aleatoria de los bloques del disefio a los bloques reales dentro de
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Cuadro 10.5 Diseiio @ para 12 tratamientos
en tres grupos de réplicas
Réplica I II 111
Blogue 1 2 3 1 2 3 1 2 3
0 1 2 0 t 2 0 1 2
3 4 5 3 4 5 5 3 4
6 7 8 8 6 7 7 8 6
9 10 11 10 11 9 10 11 9

los grupos de réplicas y una asignacion aleatoria de los tratamientos a las unidades
experimentales reales dentro de los bloques fisicos.

Una tabla de 11 arreglos a basicos reproducida de Paterson, Williams y Hunter
(1978) se muestra en la tabla 10A.2 del apéndice. Se puede generar un total de 147
disefios x a partir de 11 arreglos. Los arreglos se pueden usar para generar disefios
con 20 =< ¢ < 100, numeros de tratamientos, con r = 2, 3 o 4 réplicas y la restric-
cion usual de ¢ = sk. Los arreglos produciran disefios con tamafios de bloques k£ =
4 con la condicion k < s,

Observando el primer arreglo que aparece en la tabla 10A.2 del apéndice para
s = k =5, vemos que el arreglo tiene k£ = 5 renglones y r = 4 columnas.

O O O o O
AW -~ O
—_ N W RO
W == N O

Este arreglo en particular se puede usar para generar un diseiio a con r = 2 répli-
cas si se usan s6lo sus dos primeras columnas; de la misma manera, se pueden
generar disefio de tres o cuatro réplicas con las primeras tres o cuatro columnas,
respectivamente. Un disefio con tamafio de bloque £ = 5 se obtiene con los cinco
renglones del arreglo, un disefio con tamaiio de bloque £ = 4 se construye con los
primeros cuatro renglones, con s = 5 se puede construir un disefio para ¢t = 25
tratamientos en bloques de £ = 5 unidades con r = 2, 3 0 4 réplicas. Ademas, con
s = 5 es posible construir un disefio para t = 20 tratamientos en bloques de £k = 4
unidades con » = 2, 3 o 4 réplicas.

Disefios de bloque incompletos resolubles latinizados

Los disefios resolubles presentados hasta ahora tienen estructuras de bloque anida-
das. La aleatorizacion de los bloques incompletos es independiente dentro de cada
réplica, ya sea que el disefio tenga un solo criterio de bloque o dos en los renglones
y columnas.
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En algunos casos, los bloques de una réplica pueden tener alguna relacion con
los bloques de otra, estas relaciones existen en experimentos donde los bloques en
diferentes réplicas son contiguos en su espacio, como se ilustra en el cuadro 10.6.

Cuadro 10.6 Tlustraciéon de bloques
contiguos en las réplicas

Blogque
1 2 3 4 5
Réplica I
Réplica II
Reéplica 1]

Si la distribucidén del espacio es la mostrada en el cuadro, entonces cualquier
bloque, como el bloque 1, en cada réplica se encuentra en la misma linea de espa-
cio como bloque 1 en todas las demas réplicas. El resultado es la ocurrencia de un
bloque “largo” en direccion vertical de la distribucion del cuadro 10.6.

Si los bloques se aleatorizan por separado en cada réplica, existe la posibili-
dad de que todas las réplicas de uno o mas tratamientos ocurran en ¢l mismo
bloque “largo”, 1o que producira una circunstancia indeseable en el caso de pertur-
baciones no previstas que negaran el uso del bloque “largo”. Para evitar esta posi-
bilidad, Harshbarger y Davis (1952) propusieron los disefios de reticula latinizados,
en los que la reticula rectangular se estructurd de manera que cada tratamiento
ocurra s6lo una vez en cada bloque largo.

Williams (1986) presentd los resultados en disefios mas generales donde
los tratamientos no aparecen mas de una vez en los bloques largos y disefios
latinizados para incluir el bloque renglon-~-columna. Los disefios & se pueden usar
para generar los disenos latinizados mas generales como lo ilustra John y Williams
(1995); en el cuadro 10.7 se muestra un disefio renglon-columna latinizado, obser-
ve que los tratamientos aparecen no mas de una vez en cada bloque largo (colum-
nas). John y Williams (1955) hacen un andlisis exhaustivo de los diseiios resolubles
y ciclicos.
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Cuadro 10.7 Diseiio renglén-columna latinizado

Blogue

12 3 4

Réplical 0 1 2 3
g8 5 10 7

4 9 6 11

Réplicall 6 3 5
t 7 4 2

11 10 9 8

Réplicalll 9 8 0 1

~
(=)}
w
+

10.4 Eleccion de diseinos de bloques incompletos

Un experimento exitoso incluye el disefio de tratamiento correcto para contestar
las preguntas de investigacion especificas y proporcionar estimaciones precisas
de las medias de tratamiento y los contrastes de interés para el investigador. Con
frecuencia se necesita un disefio de bloques incompletos para obtener las mejores
condiciones posibles para las comparaciones entre tratamientos con grupos tan
homogéneos de unidades experimentales como sea posible.

El conocimiento del investigador sobre las condiciones del experimento y el
material es indispensable para construir los bloques del tamafio y composicion
adecuados. Cada experimento presenta sus propios retos y condiciones, ningun
conjunto de reglas proporciona el disefio correcto para todo experimento, pero
un investigador conocedor puede trazar un experimento exitoso con la aplicacion
inteligente de los principios de disefio para el material experimental.

Las pautas que guian la seleccién o construcciéon de un disefio para un
problema de investigacion especifico es hacer todo lo posible por elegir
un diseflo adecuado para el problema de investigacion. En la mayoria de los casos,
se dispone de disefios apropiados para las necesidades de los experimentos, ya que
se cuenta con un gran nimero de planes publicados para los disefios de bloques
incompletos balanceados, producto de la investigacion sobre la construccion de
disefios.

Los métodos sistematicos para construir disefios de bloque incomple-
tos balanceados requiere matematicas que estan fuera del aicance de este libro,
pero se pueden encontrar exposiciones de las investigaciones sobre la
existencia y construccion de disefios en John (1971), John (1987) y en John y
Williams (1995).
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Dénde encontrar planes de disefios

Los programas de computadora proporcionan el método mas conveniente para de-
sarrollar un plan de disefio de bloque incompleto; CycDesigN (Whitaker, Williams
y John, 1998) y ALPHA + (Williams y Talbot, 1993) son dos ejemplos de progra-
mas que generan los disefios presentados en los capitulos 9 y 10.

En el apéndice 9A.1 se encuentran tablas de planes para experimentos pequefios
con ¢ = 11 tratamientos, y los planes para otros nameros de tratamientos estan en
Cochran y Cox (1957), Cox (1958), Fisher y Yates (1963), Box, Hunter y Hunter (1978)
y en Mason Gunst y Hess (1989). Cochran y Cox (1957) y Patersen (1985) presentan
planes para reticulas balanceadas y parcialmente balanceadas. Algunos planes para
disefios con bloques renglon-columna como cuadrados latinos incompletos ortogonales
se encuentran en Youden (1940), Cochran y Cox (1957), Cox (1958) y Patersen (1985).
Algunos planes para disefios ortogonales por renglon estan en el apéndice 9A.2. Un
amplio nimero de disefios de bloques incompletos parcialmente balanceados se en-
cuentran en Clatworthy (1973) y en Bose, Clatworthy y Shrikande (1954).

Un enfoque informal para la construccién de disefios

Cuando los disefios estandar no se ajustan al problema de investigacion, quiza sea
necesario encontrar una solucion de disefio innovadora, con un enfoque mas infor-
mal para el disefio de experimentos (Mead, 1988). La razén mas importante para
pensar en un disefio informal es evitar la trampa de cambiar el diseilo del trata-
miento a fin de ajustarse a un disefio existente en particular, porque en ninguna
circunstancia seria inteligente cambiar el problema de investigacion para ajustarse
a un diseflo experimental. Sin embargo, tiene ventajas entender algunas propieda-
des formales del disefio de experimentos para apreciar los enfoques innovadores y
evitar obstaculos posibles del enfoque informal, el investigador debe estar fami-
liarizado con las condiciones experimentales y el material para construir un dise-
fio adecuado para el estudio.

La construccion puede ser bastante informal si se tiene mucha atencion al colo-
car los tratamientos en las unidades experimentales para evitar contratiempos, debe
prestarse atencion especial a la cantidad de informacion disponible para las distin-
tas comparaciones entre tratamientos al construir el disefio. Las diferencias relati-
vas en las varianzas de las comparaciones de tratamientos pertinentes debe evaluar-
se antes de la experimentacién real. Mead (1988) apoya este tipo de enfoque.

El factor de eficiencia aumenta con el tamafio de bloque

Se espera que la varianza del error experimental disminuya conforme lo hace el
tamafio del bloque, la disminucién en ¢° con tamafos de bloque mas pequefios
depende del éxito logrado al colocar las unidades experimentales en el arreglo
correcto de bloques, pero sin embargo, una inspeccion cuidadosa del factor de
eficiencia sugiere adoptar un tamario de bloque tan grande como sea posible. La
medida de eficiencia para un disefio de bloque incompleto balanceado se puede
expresar como:
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g M_ ¢ (1__1> (10.7)
rk t—1 k

El valor de E aumenta con el tamafio de bloque £y un examen de la lista de disefios

de bloque incompletos balanceados en el apéndice 9A.1 confirmara esta relacion.

Una relacidn similar se cumple para los disefios de bloque incompletos parcial-

mente balanceados.

Los recursos determinan el tamaiio de bloque

Los recursos disponibles determinan la eleccion del tamafio de bloque porque en algu-
nos experimentos el tamaiio de bloque esta restringido por los instrumentos disponi-
bles como ocurrio en el experimento de vinilacion de metilglucosidos del ejemplo 9.2,
El investigador disponia solo de tres camaras para probar cinco tratamientos de pre-
siébn,cont = 5,7 = 6,k = 3 y A = 3, el factor de eficiencia para el disefio de bloques
incompleto balanceado era £ = 3(5)/6(3) = 0.83. Una precisioén equivalente para un
disefio de bloques incompletos con cinco camaras de presion requeriria una reduccion
del 17% en o° para el disefio, pero la inica eleccion disponible para el investigador era
el disefio de bloques incompletos con tres tratamientos por bloque.

Algunas condiciones experimentales permiten una mayor flexibilidad al se-
leccionar el tamaifio de bloque, como las pruebas de variedad de cosecha que se
colocan en parcelas de una granja experimental. En muchas situaciones los blo-
ques pueden tener cualquier tamafio que convenga, el principio a seguir es tener un
tamafio de bloque razonable que proporcione parcelas lo mas homogéneas posible,
lo que es necesario para las comparaciones precisas entre las variedades. En este
caso, el tamafio de bloque debe ser lo mas grande que se pueda mientras mantenga
la precisidn necesaria para las comparaciones de variedad.

Los disefios parcialmente balanceados aumentan la eficiencia en el uso de recursos

Los disefios parcialmente balanceados se pueden usar en lugar de los disefios ba-
lanceados para optimizar el uso de los recursos. Examinando el disefio parcial-
mente balanceado del cuadro 9.3, los tamaifios de bloque se restringieron a cuatro
unidades experimentales, en tanto que un disefio balanceado habria requerido diez
réplicas de los 6 tratamientos y 15 bloques. Los 3 bloques del disefio parcialmen-
te balanceado contienen dos réplicas, pero si se necesitan mas, se puede repetir
este disefio. A menos que se requieran diez réplicas, el disefio parcialmente balan-
ceado exige menos recursos que el balanceado y el investigador tenia que hacer
algln sacrificio para tener un experimento mas pequeiio. El disefio parcialmente
balanceado proporciona mas precision en algunas comparaciones que en otras de-
bido a que no todos los pares de tratamientos ocurren en el mismo nimero de
bloques; sin embargo, con una eleccion prudente del disefio es posible tener un
diseiio parcialmente balanceado que proporcione casi un equilibrio en todas las
comparaciones.

En el disefio parcialmente balanceado del cuadro 9.3, que tenia algunos pares de
tratamientos en A, = 2 bloques y otros en A, = 1 bloque, se puede demostrar que la
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eficiencia de las comparaciones respectivas entre primero y segundos asociados es £
= 1.00 y E, = 0.86, con una eficiencia promedio de £ = 0.88 (Clatworthy, 1973).
Existe una precision casi igual para ambos conjuntos de asociados y solo se sacrifica
una pequeiia parte de esa precision con el disefio parcialmente balanceado.

En experimentos grandes los disefios ¢ liberan restricciones

Los disefios de bloque incompletos tuvieron su origen en pruebas experimentales
que incluyeron un gran numero de tratamientos, como en las pruebas de variedades.
El objetivo principal de los disefios de bloque incompletos era reducir el
tamafio de bloque para reducir la varianza del error experimental y tener experi-
mentos que se pudieran manejar con base en grupos de réplicas; en las pruebas agri-
colas, los tamafios de bloque eran flexibles siempre que su reduccion lograra dismi-
nuir la varianza del error. Los disefios de reticula cuadrada y rectangular originales
proporcionaron cierto alivio a estas situaciones, el nimero de variedades de estas
pruebas todavia era una restriccion aunque a menudo era posible que el investiga-
dor ajustara el namero de variedades incluidas sin consecuencias graves.

Los disefios a relajaron mucho la restriccion del niimero de tratamientos para
los disefios de bloque incompletos resolubles, aunque todavia requieren que el
nimero de tratamientos sea producto del nimero de unidades por bloque y el nu-
mero de bloques en el grupo de réplicas, pero ahora es posible tener un disefio
resoluble para una gran variedad de tamafios de tratamientos, bloques y réplicas.
Ademas, los disefios o se pueden generar a partir de un conjunto de tablas relativa-
mente sencillas.

Los diseiios de tratamiento factoriales requieren atencién especial

Los disefios de tratamiento estructurados, como los factoriales, requieren que se
tenga cuidado al construir disefios de bloques incompletos. En el capitulo 11
se estudiara, la construccion de disefios de bloque incompletos con efectos
factoriales que se confunden con los bloques, estos disefios son utiles en particular
para las series de 2" factoriales que tienen muchos factores, porque los resultados
no muestran una gran diferencia al confundir por completo las interacciones de
orden mayor con los bloques.

Los disefios ciclicos ayudan en los disefios de tratamiento no estructurados

Los disefios balanceados o los resolubles pueden, en algunos casos, agotar los re-
cursos disponibles debido al nimero de réplicas requerido, es posible usar
los disefios parcialmente balanceados mas flexibles en lugar de los disefios balan-
ceados con poca pérdida de precision, pero tal vez no se disponga de tablas de dise-
fios parcialmente balanceados porque muchas aparecen en publicaciones antiguas,
muchas de las cuales se pueden construir mediante la sustitucion ciclica. Quiza los
disefios ciclicos sean la mejor alternativa para producir un disefio eficiente, pues
proporcionan disefio de muchos tamafios y su construccion es sencilla a partir de
uno o dos bloques iniciales de tratamientos. Las tablas de bloques iniciales para los
disefios ciclicos se encuentran en publicaciones un poco mas recientes.
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EJERCICIOS PARA EL CAPITULO 10

1.

Un horticultor llevo a cabo una prueba de campo con ¢ = 8 variedades de brocoli, utilizando un disefio de
bloques incompletos balanceados, el disefio tenia k = 4 parcelas por bloque y s = 2 bloques por réplica
y habia r = 7 grupos de réplicas. Los siguientes datos son las libras de brocoli cosechadas por parcela
(R = réplica, B = bloque dentro de la réplica, T = variedad).

b.

c.
d.

Un agrénomo realiz6 una prueba de variedad de alfalfa con un disefio de reticula cuadruple, tenia 25
cultivos de variedades en cuatro grupos de réplicas y cada uno tenia cinco bloques de cinco variedades en

R B T Cosecha R B T Cosecha R B T Cosecha
1 1 1 465 3 2 2 527 6 1 1 456
1 1 2 557 3 2 4 525 6 1 3 370
1 1 3 377 3 2 5 464 6 1 5 495
1 1 4 503 3 2 7 463 6 1 7 454
1 2 5 431 4 1 1 407 6 2 2 482
1 2 6 476 4 1 4 530 6 2 8 540
1 2 7 355 4 1 6 450 6 2 4 474
1 2 8 459 4 1 7 380 6 2 6 538
2 1 1 401 4 2 2 561 7 1 1 446
2 1 2 558 4 2 3 390 7 1 4 524
2 17 397 4 2 5 547 7 1 5 502
2 1 8 517 4 2 8 485 7 1 8 520
2 2 3 412 5 1 1 441 7 2 2 568
2 2 4 617 5 1 2 566 7 2 3 378
2 2 5 498 5 1 5 447 7 2 6 457
2 2 6 536 5 1 6 517 7 2 7 426
3 1 1 423 S 2 3 390

3 1 3 438 5 2 4 478

3 1 6 456 5 2 7 416

31 8 510 5 2 8 494

Escriba un modelo lineal para este experimento, describa los términos y realice el analisis intrabloques.
Calcule la estimacion del error estandar de la diferencia entre las estimaciones de minimos cuadra-

dos de dos medias de tratamiento.
(Cuadl es el factor de eficiencia para este disefio?
Escriba un resumen de los resultado de su analisis y la evaluacion del disefio.

una reticula cuadrada. Los datos de la cosecha que siguen son libras de alfalfa cosechadas por parcela, |
los ntimeros de las variedades aparecen entre paréntesis.
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Bloque Réplica 1
1 19.1 (2) 204 (1) 232 4) 193 (3) 214 (5

2 18.6 (8) 183 (6) 213 (10) 120 (9 193 (7

3 20.8 (15) 19.5 (11) 20.8 (13) 203 (12) 19.0 (14)

4 21.0 (17) 194 (16) 197 (19 175 (18) 20.2 (20)

5 19.6 (24) 19.0 (23) 194 (21) 20.6 (25) 203 (22)
Bloque Réplica II

1 [194 (11) 198 (21) 184 (6) 215 (1) 19.7 (16)

2 18.6 (17) 20.8 (2) 209 (12) 19.7 (7) 20.0 (22)

3 16.6 (18) 198 (3) 182 (23) 191 (8 20.7 (13)

4 121.8 (4 206 (14) 200 (19) 168 (9) 195 (24)

5 213 (15) 19.6 (20) 20.1 (25) 204 (10) 20.7 (5
Bloque Réplica 111

1 |21.1 (1) 20.1 (13) 203 (7) 20.8 (25) 222 (19)

2 19.5 21) 19.1 (14) 205 (20) 205 (2) 203 (8)

3 135 (9) 231 (22) 205 (3) 212 (15) 18.6 (l16)

4 226 (10) 17.2 (23) 222 &) 17.0 (17) 17.8 (11)

5 20,0 24) 17.7 (18) 187 (5 198 (12) 164 (6)
Bloque Rélica IV

T [202 (12) 226 (1) 195 (23) 224 (20) 136 (9
22.5 (24) 219 (16) 22.5 (10) 21.1 (13) 193 (2)
192 (25) 200 (3) 17.1 (6) 21.0 (17) 189 (14)
217 (15) 200 (21) 182 (7) 173 (18) 209 (4)
173 (8) 193 (22) 207 (5) 192 (11) 169 (19)

Fuente: Dr. M. Ottman, Department of Plant Sciences, University of Arizona.

[ I VAR &

a. [Escriba un modelo lineal para el experimento, explique los términos y realice el analisis intrabloques
para un disefio de reticula simple, triple o cuadruple (segun indique el profesor).

b. Calcule las estimaciones del error estandar de la diferencia entre las estimaciones intrabloques de
dos medias de variedades que sean primeros asociados y segundos asociados. También calcule un
error estandar promedio.

¢. (Cudl es el factor de eficiencia para el disefio de reticula o triple? Interprételo.

d. Escriba un resumen de los resultados de su analisis y la evaluacion del disefio.

. Un agrénomo realizo una prueba de variedades de trigo con un disefio de reticula cuadrada balanceado,
habia # = 9 variedades en una reticula cuadrada balanceada de 3 X 3 en » = 4 grupos de réplicas. Las
cosechas de trigo se muestran en la tabla siguiente en arreglos rengléon-columna para cada grupo de
réplicas y los nimeros de las variedades aparecen entre paréntesis.
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Réplica 1 Réplica Il
53.5(6) 53.2(4) 57.7(5) 53.7(4) 53.6(2) 57.8(9)
53.1(3) 58.6(1) 539(2) 54.5(3) 52.8(7) 53.3(5
57.2(9) 55.0(7) 51.5(8) 489 (8) 53.5(6) 56.7(1)
Réplica 11 Reéplica IV
494 (8) 547(4) 55.6(3) 54.0(7) 57.2(1) 532(@4)
54.4(6) 54.2(2) 54.4(7) 56.9(9) 54.8(3) 55.4(6)

59.7(1) 55.7(9) 54.1(5) 48.9(8) 53.4(2) 559(5)

a. Escriba un modelo lineal para este experimento, describa los términos y realice el andlisis intrabloques
para este experimento.

b. Calcule la estimacion del error estandar de la diferencia entre las estimaciones de minimos cuadra-
dos de las dos medias de tratamiento.

c. ¢Cudl es el factor de eficiencia para este disefio?

d. Escriba un resumen de los resultados del analisis y la evaluacion del disefio.

4. Serealiz6 una prueba de variedades con un disefio (0, 1, 2) resoluble, se tenian t = 18 variedadesenr = 4
grupos de réplicas y habia s = 3 bloques de k£ = 6 variedades en cada réplica. Los siguientes son los datos
de la cosecha con los niimeros de variedad entre paréntesis. Las variedades 1 y 5 fueron las variedades de

control.
Bloque Réplica |
1 88.2 (5 825 (10) 843 (15) 87.0 (6) 845 (12) 889 (8)
2 824 (1) 829 (14) 83.1 (3) 84.7 (13) 833 (16) 89.0 (4
3 93.1 (2) 827 (11) 88.9 (17) 88.6 (18 841 (9) 875 (7)
Blogque Réplica 11
1 854 (4) 73.0 (11) 842 (7) 803 (14) 796 (10) 86.0 (6)
2 879 (8) 851 (9 794 (18) 80.7 (13) 893 (5 815 (3)
3 824 (1) 885 (2) 87.0 (12) 854 (17) 859 (15) 79.1 (16)
Blogque Réplica I
1 83.6 (6) 794 (17) 813 (4) 805 (9 809 (8 793 (1)
2 804 (7) 882 (5 823 (14) 88.0 (12) 90.0 (2) 83.6 (3)
3 81.4 (18) 84.8 (15) 81.0 (10) 81.2 (13) 79.1 (11) 83.8 (16)
Bloque Réplica IV
1 80.5 (16) 77.1 (11) 84.4 (17) 904 (6) 829 (14) 83.0 (12)
2 879 (8) 789 (18) 814 (1) 835 (2) 822 (15 79.0 (3
3 842 (7) 83.0 (10) 876 (9 81.7 (13) 913 (5 874 4

Fuente: P. Seeger, Department of Statistics, The Swedish University of Agricultural Sciences.
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Identifique los primeros, segundos y terceros asociados de la variedad 1, donde A, = 0, A, = 1y
Ay = 2. ;Cuantas réplicas de cada variedad hay y qué variedades estan en cada grupo de asociados?
Escriba un modelo lineal para el experimento, explique los términos y realice el analisis intrabloques
para obtener las estimaciones intrabloques de las medias de las variedades y sus errores estandar
estimados.

Los disefios « tienen una multiplicidad de errores estandar para las diferencias entre los pares de
medias de tratamiento estimadas; si su programa puede hacerlo, calcule los errores estandar estima-
dos de la diferencia entre las estimaciones intrabloques de las medias de variedad de control, las
variedades 1 y 5, y las otras variedades; el error estandar promedio para los primeros, segundos y
terceros asociados; y un error estandar promedio global.

Escriba un resumen de los resultados de su analisis y la evaluacion del disefio.

Debe realizarse un estudio de factores humanos sobre la velocidad de percepcion relativa a la forma del

objeto con graficas estadisticas, se usaran ocho formas como tratamientos del estudio, y como se piensa
que un sujeto no debe evaluar mas de cuatro formas en una corrida, los investigadores han decidido usar
un disefio de bloques completos con los sujetos como bloques.

a.

b.

Construya un disefio ciclico con » = 4 réplicas de f = 8 tratamientos de formas de objetos. Use los
sujetos como bloques con k = 4 tratamientos por sujeto.

Haga una asignacion aleatoria de las etiquetas de los tratamientos a los sujetos y de las formas reales
de los objetos a las etiquetas de tratamiento.

Suponga que el orden de presentacion a los sujetos puede ser una fuente importante de variacion.
Construya el disefio como uno de renglon-columna y haga la aleatorizacién correspondiente.
Suponga que se requirieron ocho réplicas para el estudio; construya el disefio ciclico con ocho
réplicas.

6. Genere un disefio & para tres réplicas de 35 tratamientos en bloques de cinco parcelas.

a.

b.

Muestre el arreglo generador ¢, los arreglos intermedios « y el diseiio final alfa con etiquetas de
tratamientos.

Haga una asignacion aleatoria de los bloques incompletos de etiquetas de tratamiento a los bloques
reales y de las etiquetas de tratamiento a la unidades dentro de los bloques.

Asigne al azar los tratamientos reales a las etiquetas de tratamiento.



360 CAPITULO 10 DISENO DE BLOQUES INCOMPLETOS' DISENOS RESOLUBLES Y CICLICOS

Apéndice 10A.1 Planes para disefos ciclicos

Tabla 10A.1 Bloques iniciales para generar disefios de bloques incompletos
parcialmente balanceados para4 <t =< 15,r < 10

k-ésimo tratamiento, t =

k r Primeros k — 1 tratamientos 4 S 6 17 § 9 10 11 12 13 14 15
2 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 0 2 2 2 3 3 3 3 3 3 5 4 4
2 6 0 1 3 3 2 2 2 2 5 5 2 6 2
8 0 1 4 S 4 4 4 4 2 2 4 3 7
10 0 2 1 4 5 5 5 5 4 4 3 S5 5§
3 0 1 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4
3 6 0 2 1 3 1 3 7 6 7 7 5 71 7 8
9 0 1 32 3 3 4 5 3 3 6 4 6 5
4 4 0 1 3 -2 2 6 7 7 6 7 7 9 7 1
8 0 1 4 -2 2 6 7 8 2 6 6 6 6 6
5 0 1 2 4 - - 5 5 7 7 7 7 7 7 9 10
0 2 3 4 - - 5 5 7 8 9 8

5 IO[
0 2 3 6 7 11 12 10
6 6 0 1 2 3 6 - - = 5 5 5 10 10 10 10 10
7 7 0 1 2 3 4 7 - - - = 5 5.9 9 9 9 9 10
8 8 0 1 2 3 4 6 8 - - - - = 5 9 9 9 9 1t 11
9 9 o0 1 2 3 4 5 7 9 - - - - - - 8 &8 8 10 10 10
10 1o o 1 2 3 4 5 6 910 - - - - - = =7 7 7 12 12

Reproducido con permiso de J. A. John (1981), “Efficient Cyclic Designs”, Journal of the Royal Statistical Society, B, 43, 76-80.
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11 Disefios de bloques incompletos:

Tratamientos factoriales

En los capitulos 11y 12 se explora la versatilidad de los disefios de tratamientos factoriales,
haciendo hincapié en los factoriales 2"y 3". En el presente capitulo se utilizan los efectos y
notacién especificos de los tratamientos factoriales a fin de desarrollar métodos para cons-
truir disefios de bloque incompletos orientados a ellos.

11.1 Aprovechamiento de los disenos

362

de tratamientos factoriales

El disefio de tratamientos factoriales se explica en los capitulos 6 y 7 como un
medio para investigar los efectos de varios factores de tratamiento en el mismo
experimento. La ventaja principal de los arreglos factoriales estriba en la posibili-
dad de determinar si los factores actian de manera independiente o interactuan
entre ellos al afectar las unidades experimentales.

Los disefios factoriales 2" y 3” son de gran importancia practica y se usan
ampliamente en los estudios de investigacion. Los factoriales 2” tienen n factores
a dos niveles y los factoriales 3” tienen » factores a tres niveles; conforme el ni-
mero de factores aumenta, el nimero de combinaciones de tratamientos aumenta
con rapidez, de manera que se requiere que los disefios de bloque incompletos
controlen el error experimental. Los arreglos factoriales en cada disefio se pueden
aprovechar para la investigacion de los efectos del factor y para facilitar el analisis
de esos efectos.
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11.2 Factoriales 2" para evaluar muchos factores

Las necesidades de un programa de investigacion pueden exigir que se investiguen
muchos factores y sus interrelaciones en cuanto a como afectan los resultados del
proceso. Considerando un proceso de produccion continua en una planta de manu-
factura quimica que no alcanza el rendimiento proyectado, los factores de los
diferentes pasos del proceso afectan la cantidad obtenida de producto final. El
problema es identificar esos factores y determinar el nivel que optimiza el rendi-
miento, como la concentracidn de cataliticos, las concentraciones de reactivos en
solventes y la razon de un reactivo a otro, al igual que la temperatura, presion, tasa
de agitacion y tiempo de reposo en las camaras de reaccion.

Es claro que los ingenieros que intentan mejorar el desempefio de la planta se
enfrentan a una tarea colo