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1. Ejercicios

Compendio #10

Tema: Andlisis de Curvas

Semestre Otonio 2024

El poder de la imaginacién nos hace infinitos.

John Muir, naturalista

1. Determina si los siguientes puntos indicados son puntos criticos para las funciones dadas:

1. f(z) = 2® — 322 + 4, punto indicado: z = 2

2. g(z) = € — 4z, punto indicado: x =0

3. h(x) = sin(x) + cos(z), punto indicado: = =
1

4. p(z) = log(x) + 2z, punto indicado: z =1

. q(x) = xQ—IH, punto indicado: x = 0
z) = 2* — 422 + 4, punto indicado: z = 1
z) = 225 — 523 + x, punto indicado: = 0

(x) = v/x + 3, punto indicado: z = —2

o)

. v(x) = ze™*, punto indicado: x =1

2. Determina los intervalos en los que las siguientes funciones son crecientes o decrecientes (confirme

con una grafica en Geogebra):

1. f(z)=2%—-32%+4




3. Discuta sobre las siguientes curvas los valores de maximo y minimo absolutos, maximos y minimos
locales,si tienen puntos criticos , y zonas crecientes y decrecientes .
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1. Analiza la funcién f(x) = 23 — 322 +4 en

el intervalo [—1,3]. Determina los interva-
los crecientes y decrecientes, los maximos y
minimos absolutos y relativos, y la concavi-

dad.

. Analiza la funcién f(r) = z* — 423 4 62% —
4z + 1 en el intervalo [—2,2]. Determina los
intervalos crecientes y decrecientes, los maxi-
mos y minimos absolutos y relativos, y la
concavidad.

. Analiza la funcién f(z) = gﬁ;”—j_l en el interva-
lo [—2, 2]. Determina los intervalos crecientes
y decrecientes, los maximos y minimos abso-

. Analiza la funcién f(z) ==z

. Analiza la funcién f(z) =

lutos y relativos, y la concavidad.

2677 en el inter-

valo [0, 4]. Determina los intervalos crecien-
tes y decrecientes, los maximos y minimos
absolutos y relativos, y la concavidad.

1 .
2251 en el interva-
lo [—2, 2]. Determina los intervalos crecientes
y decrecientes, los maximos y minimos abso-
lutos y relativos, y la concavidad.

. Analiza la funcién f(z) = 23 —3x+1 en el in-

tervalo [—2,2]. Determina los intervalos cre-
cientes y decrecientes, los maximos y mini-
mos absolutos y relativos, y la concavidad.

5. Aplicaciones

1. En la carretera saliendo de una ciudad, la velocidad de los vehiculos, medida en kilémetros por

hora, que transitan entre las 2 pm y las 6 pm de un dia viernes se modela mediante:

o(t) =t> — 152+ 72t +8, t€[2,6]

donde ¢ es la hora en que se hizo la medicion.

Determine en qué intervalos, entre las 2 pm y las 6 pm, la velocidad aumenta y en qué intervalos
disminuye. jA qué hora se genera la méxima velocidad?

. Una poblacién de bacterias sigue el modelo de crecimiento P(t) = 1000 (1 4 f—0)2 donde ¢ es
el tiempo en horas. Analiza esta funcién en el intervalo [0,20]. Determina los intervalos de
crecimiento, los maximos y minimos relativos y absolutos, y la concavidad.

. El beneficio B(x) (en miles de délares) de una empresa en funcién del nimero de unidades
vendidas z estd dado por B(x) = —2x? + 242 — 50. Analiza esta funcién en el intervalo [0, 15].
Determina los intervalos crecientes y decrecientes, los maximos y minimos relativos y absolutos,

y la concavidad.




2.

Solucionario

1. Determina si son puntos criticos

1.

[\

3.

N

ot

Para f(x) = 23 — 322 +4, encontramos que f'(z) =
322 — 6. Evaluando en x = 2,

F(2) = 3(2)2 — 6(2) = 0.
Por lo tanto, x = 2 es un punto critico.

Para g(.’L‘) = e’ — 4-’L', calculamos g’(x) — T _ 4.
Evaluando en z = 0,

gd0)=¢e"—4=-3.
Por lo tanto, x = 0 no es un punto critico.
Para h(x) = sin(x) + cos(z), obtenemos h'(z) =

cos(x) — sin(z). Evaluando en z = 7,

v (3) e G) - () =0

jus

Por lo tanto, z = 7 es un punto critico.

Para p(z) = log(z) + 2z, calculamos p/(z) =  +2.
Evaluando en x = 1,

1
P =1+2=3.

Por lo tanto, x = 1 no es un punto critico.

Para q(z) = I%H, encontramos ¢'(z) = —(0522%)2.
Evaluando en z = 0,
2(0)
/ 0 = = = 0.
q'(0) (02 +1)2

. Para v(z) = ze~

Por lo tanto, x = 0 es un punto critico.

. Para r(z) = 2* — 422 + 4, calculamos 7'(z) =

423 — 8x. Evaluando en z = 1,
(1) = 4(1)% — 8(1) = —4.

Por lo tanto, z = 1 no es un punto critico.

. Para s(z) = 22° — 52® + z, encontramos s'(z) =

102* — 1522 + 1. Evaluando en z = 0,
s'(0) = 10(0)* —15(0) +1 = 1.

Por lo tanto, x = 0 no es un punto critico.

. Para t(z) = vz + 3, calculamos t'(z) = 2\/91m.
Evaluando en x = —2,
1 1
t(-2)= ———— = —.
(=2) 2v/—2+4+3 2
Por lo tanto, x = —2 no es un punto critico.

T obtenemos v'(z) = e™% — xe™ 7.

Evaluando en z =1,
V(1) =et—1let =0.

Por lo tanto, x = 1 es un punto critico.

2. Encontrar intervalos crecientes o decrecientes:

1.

Para f(z) = 2® — 322 + 4, calculamos f'(z) =
3z% — 62. Resolviendo f'(z) = 0,

f(@)=3z(x—-2)=0 = 21 =002 =2.

Encontramos dos Puntos Criticos por lo que eva-
luaremos segtn la siguiente Tabla de Signos

x € ]—00,0[| O |[0,2] | 2] [2,400]
x — 0 + 2 +
(x —2) - -2 — |0 +
3z(r — 2) + 0 - |0 +
f'(x) / 0] ~ |0 /

Evaluamos el signo de f’(x) en los intervalos deter-
minados por estos puntos:

» (—00,0): f'(x) es positiva (funcién creciente).
» (0,2): f/(x) es negativa (funcién decreciente).

» (2,00): f'(x) es positiva (funcién creciente).

. Para g(z) = e* — z, calculamos ¢'(x) = e” — 1.

Resolviendo ¢'(x) = 0,
ef=1= z=0.

Encontramos sélo un punto critico que usaremos en
nuestra Tabla de Signos

x€ |]—00,0[| 0| [2,400]
e’ —1 - 0 +
g'(z) N JO0] S

Entonces, segtin la Tabla de Signos de ¢'(z):

s (—00,0): ¢'(x) es negativo (funcién decrecien-
te).

» (0,00): ¢'(z) es positivo (funcién creciente).

. Para p(z) = log(z) + 2* y * € R" el dominio de

log(z), p'(z) = L + 2z. Resolviendo p'(z) = 0,

1 . : .
=+ 2z = 0 no tiene soluciones reales positivas.
X

p'(z) es siempre positivo para x > 0 (funcién cre-
ciente).



4. Para q(z) = L + 2, ¢(z) = —% + 1. Los Puntos
Criticos serfan ¢'(z) = 0,

1
*72+1:0 — ¢ = =+1.
i

Ademsds, el punto critico donde ¢‘(z) se indefine
I3 = 0.

Reescribimos

—1 4 22
q(z) = —5—

22

Usamos la Tabla de Signos considerando que z2>0
para todo el dominio. Ademés, ordenamos los Pun-
tos Criticos de menor a mayor.

x € ] —oo,—1[ | =1 ]—1,0] 0] ]o,1] 1] J1,4o00]
(=1+2%) + 0 - - - [o +
@) + o+ o+ [+ +
o a— + 0 - o - +
[ (x) / 0 N I N~ |o >
El gréfico es el siguiente
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Evaluamos el signo de ¢'(x):

» (—00,—1) v (1,00): ¢'(2) es positivo (funcién
creciente).

» (=1,0) y (0,1): ¢’(x) es negativo (funcién de-
creciente).

. Para r(z) = 2% — 1822, '(z) = 42® — 362.

Buscamos los puntos criticos con r'(x) = 0,
4ar(2* —9) =0 = 2 =0,+3.

La Tabla de Signos para 3 Puntos Criticos queda
como

z € T—oc, —3[ [ -9 ]—3,0[ | 0] 10,3[ | 3] I3, +oo[
z = - o] + + +
(2 —9) + 0 - - - 0 +
dz(x? — 9) + 0 — 0 — +
(z) N 0 / ol \ [o /

El gréfico es el siguiente
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Evaluamos el signo de r'(x):
» (—00,—3) y (0,3): '(x) es negativa (funcién
decreciente).
v (=3,0)y (3,00): 7' () es positiva (funcién cre-
ciente).

Para s(z) = 32° — 522, §'(z) = 152* — 1522, Resol-
viendo s'(z) =0,

152%(2? —1) =0 = = =0,+1.

Realice la Tabla de signos para los 3 Puntos Criti-
cos.

(Llenar con la Tabla de signos e indicar intervalos
de crecimiento y decrecimiento).

El grafico de la funcién es el siguiente:

10 Ts(x)

—10 |

Para u(z) = Vo + 1, v/(z) = 2\/%, que siempre
es positivo para > —1. Por lo tanto, u(x) es siem-
pre creciente para z > —1.

Para f(z) = 22 + 2z + 1 es creciente para > —1
y decreciente para x < —1

Para g(z) = —2% + 4z — 3 es creciente para z < 2
y decreciente para x > 2.

Para f(z) = x® — 2 — 2 encuentre la solucién y
discuta con companeras/os.



3. Discusion:
Discuta entre comparfieras/os sobre las siguientes curvas
los valores de méaximo y minimo absolutos, méaximos y

minimos locales, zonas crecientes y decrecientes, y si tie-
nen puntos criticos.

4. Analisis de curvas

1. f(x) =23 — 322 + 4 en el intervalo [—1, 3]

» Derivada: f'(z) = 322 — 62

» Puntos Criticos: 3z(x—2) =0= 2 =0,z = 2

Ambos puntos criticos estan dentro del domi-
nio.

= Tabla de signos de f/(z):

x € [-1,0[| O []0,2[|21]]2,3]
x - 0 + 2 +
(x —2) - -2 — |0 +
3z(x —2) + 0 - |0 +
f'(x) / 0] N~ 0] ~

» Intervalos crecientes: (—1,0) U (2, 3)
» Intervalos decrecientes: (0,2)
= Méximos y minimos relativos:

e Miéximo relativo en = 0, con f(0) =4
e Minimo relativo en = 2, con f(2) =0

e Minimo relativo en el borde inferior
f(=1)=0
e Maximo relativo en el borde superior

7(3) = 4.

» Concavidad:

Segunda derivada: f”(z) = 6z —6
Raices de la segunda derivada: x = 1

Tabla de signos de f"(x):
T ‘ —00 1 oo
ffay] - 0 +

Concavidad hacia abajo: (—oo,1)

e Concavidad hacia arriba: (1, 00)

e Punto de inflexibn en z =1
= Maximo absoluto: No hay.

= Minimo absoluto: No hay.

El gréfico de la funcién es

2. f(z) = 2*—42°+62% —4x+1 en el intervalo [—2, 2]

» Derivada: f/(z) = 423 — 1222 + 122 — 4

» Raices de la derivada: 4(x — 1) =0=z =1

= Tabla de signos de f'(z):

T ‘—oo 1 o~
file) | - 0+

» Intervalos crecientes: (1, 00)

» Intervalos decrecientes: (—o0,1)

= Méximos y minimos relativos:
e Minimo relativo en z =1

» Concavidad:

e Segunda derivada: f”(z) = 1222 — 24x +

12
e Raices de la segunda derivada: x = 1

e Tabla de signos de f"(z):
z ‘ -0 1 oo
ffl)y | + 0 +

e Concavidad hacia arriba: (—o0, 00)

e No hay puntos de inflexion.
» Miximo absoluto: f(—2) = 49

= Minimo absoluto: f(1) =0

El gréafico de la funcion es el siguiente



Tf(x) e Raices de la segunda derivada: z2 — 1 =
0=xz=4=1
e Tabla de signos de f”(x):
T ‘ -0 -1 0 1 oo
M@y + 0 - 0 +
e Concavidad hacia arriba: (—oo,—1) U
(1,00)
e Concavidad hacia abajo: (—1,1)
e Puntos de inflexién en x = +1
7. . . _ _ 4
\ » Méximo relativo : f(2) = f(-2) = ¢
; | Z » Minimo absoluto: f(0) =0
1 1 1 P
El grafico es el siguiente
3. » Derivada: f/(z) = cos(z) — sin(z) f(z)
= Raices de la derivada: cos(z) = sin(z) = = =
= N
= Tabla de signos de f'(z): 0.8
T ‘ 0 7 %’T 2m )
@+ 0 - 0 T 0.6 |
= Intervalos crecientes: (0, %) U (2, 2r) 04T
= Intervalos decrecientes: (%, 5T) 27 .
= Méximos y minimos relativos: o !1 1 9
e Maximo relativo en z = 7
e Minimo relativo en =z = ‘%’T
» Concavidad: ) .
e Segunda derivada: f”(x) = —sin(x) — 5. f(z) = 2%™* en el intervalo [0, 4]
cos(z) » Derivada: f/(z) = 2ze™" —2%e™® = e %(2—
e Tabla de signos de f”(x): x)
3 T
”x | 0 g T 2(? = Raices de la derivada: 2 =0y 2 = 2
@) |+ o + o = Tabla de signos de f'(z):
* C7c:rncav1dad hacia arriba: <0’ 7) V Ambos puntos criticos se encuentran dentro
(5 2m) del dominio. Ademés, e=% > 0
e Concavidad hacia abajo: (2%, )
e Puntos de inflexién en z = 3% y 2 = % T € 01]0,2[| 2 |]2,4]| 4
= Maximo absoluto: f(Z) = v/2 @ f 2) 3_ 1 —g + +
= Minimo absoluto: f(2F) = —/2 xe ®(2—x)| 0 + 0 - -
! 0 0
4. f(z) = +1 en el intervalo [—2, 2] /) / >
El grafico es el siguiente
2 —z2 (22 T
» Derivada: f/(z) = Qm(z(;lj_l)z (2z) — (w22+1)2
= Raices de la derivada: 220 =0=2 =10 f(z)
= Tabla de signos de f/(z):
T ‘ —o00 0 oo
f’(x) ‘ _ 0 + 0.8+
» Intervalos crecientes: (0, c0) 0.6 1
» Intervalos decrecientes: (—oo, 0) 04
= Méaximos y minimos relativos: 02}
e Minimo relativo en x =0 } } } | T
» Concavidad: 1 2 3 4
e Segunda  derivada: 1 (x) =
2(z?+1)2 —2x-2z- (2 +1) _ 2(z>—1)

(#2+1)2 = @2F1)3



» Intervalos crecientes: (0, 2)

» Intervalos decrecientes: (2,4)

» Méximos y minimos relativos:

Miéximo relativo en © = 2

= Concavidad:

Segunda derivada: f(z) = e *(2—4x +
z?)
Raices de la segunda derivada: 2 — 4z +
??=0=2=2
Tabla de signos de f”(x):
x |0 2 4

ffl@) |+ 0 -
Concavidad hacia arriba: (0,2)
Concavidad hacia abajo: (2,4)
Punto de inflexién en z = 2

» Méximo absoluto: f(2) = 4e=2
= Minimo absoluto: f(0) =0

6. f(x)= w%ﬂ en el intervalo [—2, 2]

Derivada: f'(z) = —(12‘2%)2

= Punto Critico: x =0
= Tabla de signos de f'(z):

x

‘—ooOoo

f@l + 0 -
» Intervalos crecientes: (—oo,0)

» Intervalos decrecientes: (0, 00)

= Maéaximos y minimos relativos:

Miéximo relativo en £ =0

» Concavidad:

_ 2(z-1)
= @2F1)3
Raices de la segunda derivada: x = £1

Tabla de signos de f"(x):

Segunda derivada: f”(z)

x ‘—oo -1 0 1 oo
@) + 0 - 0 +
Concavidad hacia arriba: (—oo,—1) U
(1,00)

Concavidad hacia abajo: (—1,1)
Puntos de inflexién en z = +£1

» Méximo absoluto: f(0) =1

» Minimo absoluto: f(2) = %

5

El gréfico de la funcién es

f(z)

7. f(zr) = 2% — 3z + 1 en el intervalo [—2, 2]

» Derivada: f'(z) = 322 — 3

» Puntos Criticos: 3(2? —1) =0 = z = +1.

Ambos puntos criticos se encuentran dentro
del dominio.

= Tabla de signos de f/(z):

x‘—oo—lOloo

f@) | + 0 - 0 +

» Intervalos crecientes: (—oo, —1) U (1, 00)
» Intervalos decrecientes: (—1,1)
= Méximos y minimos relativos:

e Maximos relativos en x = —1 y 2.

e Minimos relativos en z = -2 y 1
= Concavidad:

e Segunda derivada: f”(x) = 6x

Raices de la segunda derivada: x = 0

Tabla de signos de f”(x):
z ‘ —o00o 0 o0
ffay ] - 0+

Concavidad hacia abajo: (—oo,0)

Concavidad hacia arriba: (0, 00)

e Punto de inflexién en z = 0
= Maximo absoluto: No hay.

= Minimo absoluto: No hay.

El gréfico es el siguiente

8. f(z) = 22* — 422 4+ 1 en el intervalo [—2,2]

Estudie y discuta con sus compaeras/os.



5. Aplicacion

1. La derivada de la velocidad v(¢) es:

v'(t) = 3t2 — 30t + 72
= 3(t* — 10t + 24)
=3(t—4)(t —6)

» La velocidad aumenta cuando la funcién
v(t) es estrictamente creciente, es decir,
cuando v'(t) > 0.

= La velocidad disminuye cuando la funcién
v(t) es estrictamente decreciente, es decir,
cuando v'(¢) < 0.

Para contestar es necesario realizar la tabla de
analisis de signos

Primero encontramos, si es que existen, los Puntos
Criticos.

v'(t) =0
v'(t) =3(t —4)(t — 6)

Por lo anterior los Puntos Criticos son t; = 4 y
to =6

El anélisis se hara desde el borde inferior del inter-
valo hasta el primer PC, luego entre ambos PCs,
y finalmente entre el segundo PC hasta el borde
superior del intervalo. En este caso, el segundo PC
es el borde superior del intervalo.

te [2,4[1 4 [ 4,6[] 6

t—4) — o] + |+

(t—6) — =1 =To

V) =3(t—4)t—-6)] + |0| — |0
v'(t) 10 N |0

Por lo tanto, de la Tabla de Signos podemos dedu-
cir que la velocidad aumenta entre las [2,4] y dis-
minuye entre las [4,6]. Y que la méxima velocidad
vehicular.

Si derivamos una segunda vez la velocidad pode-
mos encontrar la concavidad en los puntos criticos
y determinar si son maximos o minimos.

V" (t) = 6t — 30

La evaluacion en los PCs es

V'(t; =4)=6-4-30=—-2<0
v"(ty =6)=6-6—30=06>0

Nos confirma que a las 4 de la tarde se logra la
maxima velocidad en la carretera.

2. La poblacién de bacterias estd dada por
P(t) = 1000 (1 + 5)? en el intervalo [0, 20]

P(t) (bacterias)

Derivada: Para encontrar los intervalos de
crecimiento y decrecimiento primero se debe
determinar la derivada (con regla de la cade-
na)

P'(t) =200 (1+ )

Puntos Criticos (derivadas nulas): La deriva-
da no tiene raices, siempre es positiva, P’(t) >
Oparat>0

Intervalos de crecimiento: Si la derivada es
siempre positiva, entonces en nuestro interva-
lo (0,20) es creciente.

No hay maximos ni minimos relativos. Porque
la derivada no tiene ceros.
Concavidad:

e Segunda derivada: P”(t) = 20

o P(t) > 0 para todo ¢

e La funcién es céncava hacia arriba en to-

do el intervalo.

El minimo absoluto serd el borde inferior, y
el maximo absoluto sera el borde superior.
Grafico:

8,000 |
6,000 |
4,000 |
2,000 |
0 5 10 15 20
t (horas)

= —222 + 242 — 50 en el intervalo [0, 15]

Derivada: B'(z) = —4x + 24 = —4(x — 6)
Puntos Criticos: —4x+24=0= 2, =6

Intervalos crecientes: (0,6) Tomamos un
Tpiloto = 4 a la izquierda del Punto Critico
y evaluamos. B'(4) = —4-(-2) = 8 > 0.
Derivada positiva, creciente.

Intervalos decrecientes: (6,15) Tomamos un
tpiloto = 8 a la derecha del Punto Critico y
evaluamos.B’(8) = —4 - (2) = —8 < 0. Deri-
vada negativa, decreciente.

Maximo relativo en z = 6

Concavidad:



e Segunda derivada: B"(z) = —4

e B’(x) < 0 para todo x, en especial para

I 6

e La funcién es céncava hacia abajo en to-
do el intervalo. Por lo tanto el maximo
local encontrado z; es un maximo abso-
luto.

—50 |

—100 +

B(z) (miles de ddlares)

» Méximo absoluto: B(6) = 22

= Minimo absoluto: B(15) = —200 g g | | | | % %
0 2 4 6 8 10 12 14
s QGrafico: T (unldades)
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