11 Problemas de Maximo y Minimo

1. Un campo rectangular va a ser cercado a lo largo de un rio, de modo
que no se requiere cerca a lo largo del rio.

Si el material de la cerca cuesta $ 2.000 por metro lineal para los dos
extremos y $ 3.000 por metro lineal para el lado paralelo al rio, en-
cuentre las dimensiones del campo de mayor area posible que puede ser
cercado con un costo de $ 900.000 para la cerca.

Solucioén:

Y
X
A=zy 900.000 = (22)2000 + 3000y
1 4
Luego y = 5(900 — 47) A(x) = —§x2 + 300z
8 225

8
A'(z) = -3 < 0. Por lo tanto A tiene un méximo en xy. yo = 150.

En consecuencia las dimensiones del campo cercado son 150 [m] de

largo por - [m] de ancho.

2. En la ribera de un rio de 3 [kmn] de ancho hay una planta eléctrica; en
la otra ribera, 4 [km] corriente arriba hay una fabrica.

El costo de tender un cable por tierra (linea aérea) es de 30 dolares
por [km] y de 50 délares por [km], si se tiende bajo el agua (cable
submarino).

i, Cudl es la ruta mas econémica para tender el cable desde la planta
eléctrica a la fabrica, y cudl es su costo?



Solucioén:
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Si C = C(y) es el costo, entonces:

Cly) = 50/94+y2+30(4—y); 0<y<A4
50

C'ly) = —30+ ——2—; O<y<4

V9 +y?

C'(y) = 0 < 304/9+ 42 = 50y

De donde: y = %

_504/9 +y% — 502%(9 + y?) /2

>0 Vy,0<y<4
9+ 3?2 Y Y

C"(y)

9 9
En consecuencia C tiene un minimoen y=- C (—) = 240.

4 4
Por lo tanto el cable debe ser tendido de modo que aparezca en la
9 7
ribera opuesta a la planta y a 4 — 1= 1 [km] de la fébrica. El costo

del tendido del cable es de 240 délares.



3. Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por el punto (3,2) y forma
con los ejes coordenados un tridngulo de area minima en el primer
cuadrante.

Solucién:
Q
2
P = (a,0), @ = (0,b)
3 P
La ecuacién de £ es — + Y1,
a b
3 2
Como (3,2) € ¢ entonces: — + 3= 1, luego ab = 3b+ 2a de donde
a
_ 2a
T a-3
Si S es el drea del tridngulo entonces
1 2a a?
Sla) = §aa—3 T a-3

S(a) = 2a(a — 3) — a? _ a’ — 6a
(a—3)? (a—3)?
S(a)=0 < a=6,puesa#0
Sia>6 = S'(a) >0
Sia<6=5(a)<0
Como ademas S es continua en a = 6, entonces S tiene un minimo en

x
a = 6. En consecuencia b = 4 y la ecuacién de / es 5 + Y1,

4

4. Descomponga 120 en dos partes de modo que el producto P de una
parte por el cuadrado de la otra parte sea maximo.

Calcule el valor maximo de P.



Solucion: Sean x,120 — z las partes.
Luego P(z) = z%2(120 — x); 0 < x < 120

= 240z — 3z2%; 0<z<120
0 & z =80
P"(z) = 240— 6z, luego P"(80)<0
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En consecuencia P tiene un maximo en z = 80.
Por lo tanto las partes son 40 y 80
P(80) = 256.000.

Observacién: La funcién P(z) = z(120 — z)?%;, 0 < z < 120 también
permite resolver el problema pero requiere de un trabajo algebraico
mayor.

5. Calcular la altura de un cilindro recto y circular de volumen V maximo
que puede ser inscrito en una esfera de radio R.

Calcule el volumen del cilindro.

1 2
Solucién: V = 7r2h R?=r2+ <§h) )

1
Luego V' (h) = wh (RZ_ZhQ); 0<h<2R.
! 2 3m 2
V'(h) = 7R _Zh; 0<h<2R
2
Vi(h) = 0 < h=—R

V3

V'(h) < 0 Vh>0 luego V' tiene un méximo en h = —=R.

Sl

Ademis V(h) = —=R>.

Observacién: El cuociente entre el volumen de la esfera y el del cilin-
dro es v/3.



6. Calcular las dimensiones de una gran caja, sin tapa, de volumen V
méximo que puede fabricarse de una pieza rectangular de 10 por 16 [m],
cortando cuadrados iguales en sus esquinas.

Solucion

Si z es el lado del corte entonces el volumen de la caja es

V(z) =2(16 — 22)(10 — 2z); 0<z <5.

V(z) = 42® —522% 4+ 160z
Vi(z) = 1222 — 104z +160; 0 <z <5
Vi) = 0& 322 —260+40=0 & =2

Por lo tanto las dimensiones de la caja son 2 [m] de alto, 12 [m] de
largo y 6 [m] de ancho.

7. Los margenes superior e inferior de una pégina son 1.5 [cm] y los
margenes laterales son de 1.0 [cm)].

Si el 4rea A de la superficie impresa debe ser de 476 [cm?], ; cudles
deben ser las dimensiones de la pagina de menor area?



Solucioén:

Si S es el drea de la pagina entonces S = zy, luego

A= (z—-3)(y—2) =476

476 T
= 21 =2 A
S(x) x[x_?)-l—] x + pr—
Alz —3)— Az 2(x—3)?-3A
S, — 2 =
U (a 37
S'(z) = 0 & zyx29.7
34
S"z) = (2-—"2_) =6A(z-3)"
@ = (2-Glgs) =oa-9
Luego S” (o) > 0. Por lo tanto S tiene un minimo en .
Yo = 2+ ~19.8
o —

Las dimensiones son: ancho = 19.8 [cm]
alto = 29.7 [cm]
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