15 Formas Indeterminadas. Reglas de L’Hopital

Calcular, si existen, los siguientes limites:

P _ P
1. lim ,a#0.
z—a 9 — a4
Respuesta: el limite es de la forma cero partido por cero. Examinamos
entonces p
a (»P _ AP -1
. gg@?—a?) . paP P,
lim &F—= = — =—a"?
T—a %(xq — a(I) T—a qacq q

b —ad® p
Por lo tanto lim == .1
z—a 9 — g4 q

SenxT — rCcosST

2. lim 5
=0+ z2senz

Respuesta: el limite es de la forma cero partido por cero. Examinemos
entonces el limite del cuociente de las derivadas:

. COSXT —CcoST +xsenx . rsenzx
lim 5 = lim 5
z—0+ 2z senx + z?cosz z—0+ 2xsenz + x%cosx
. sen x
= lim

z—0+ 2senx + xcosx’

limite que es de la misma forma que el original. Volvemos entonces a
considerar el limite del cuociente de las derivadas:
. Ccos X . cos T
lim = lim =1/3.
z—0t 2C0ST +COSx —xrsenxr z—0t 3COST — xrsSeny

. SenT — I CoS 1
Por lo tanto lim 5 = —
z—0+ r?senx 3

3. lim (1 — tan x) sec(2z).

s
l‘—>4

. o . l—tanx
Respuesta: el limite propuesto se puede escribir en la forma: lim ———
eI cos(2x)

que es de la forma cero partido por cero. Considerar entonces:

. —sec? ) sec? ¢ 2
Iim ———=1lim —=-=1
-2 —2sen2x z—% 2sen2x 2

Por lo tanto lim (1 — tanz)sec(2z) = 1.
=75



4.

. 1
lim [ — —cotanz }.
z—0t \ T

Respuesta: este limite es de la forma infinito menos infinito y se puede

o . Senx — T CcosxT )
escribir como lim que es de la forma cero partido por
0+ rsenzw

cero. Consideremos entonces el limite del cuociente de las derivadas:

. COST —COST +xsenc ) rsenzx )
lim = lim que es de la misma
z—0+ senx + x cosx z—0t senx + T cosx

forma que el anterior. Consideremos entonces:

. senzxr + T cosx
lim =0
z—0t COST + COST —xrsenx

1
Por lo tanto lim (— — cotan x) =0

z—0t \ T
. T —senx
lim ———
z—+o0 T + senx
Respuesta: Al examinar este limite vemos que no es posible decidir
su forma; de alli que no se pueda aplicar ninguno de los Teoremas
de L’Hopital.

1
Al amplificar por —, queda: lim
x

z—+oo 1 + %
sen x 1 .
Como 0 < < |- Si r — +oo entonces por el Teo-
T x
rema de Acotamiento y considerando que lim |—| = 0 entonces
T—+00 |
. sen x ) . T —senx
lim =0 vy en consecuencia lim ——— = 1.

z—+00 T z—+o0 T + Ssenx

Observacion: si se hubiese aplicado (erréneamente) el Teorema de

1—cosz
[’Hopital tendriamos: lim ————— y al volver aplicarlo (de nuevo
z—+oo 1 + coszx
, . sen x
err6neamente) queda: lim ————— = —1.

r—>+00 —Senx

Consecuencia: este ejercicio muestra la necesidad de clasificar el
limite antes de aplicar algin teorema sobre calculo de limites.



6. Sea y = f(x) una funcién que satisface las propiedades siguientes:

i) Siz — 0" = f(z) = —o0.

i) f'(z) =
iii) Si x — 400 = f(z) = +o0.
. . [f(z)
Calcule: lim (— ; lim —=.
el lim (= f(a)); lim T2
o . f@) e
Respuesta: lim (—zf(z)) = — lim “=—= que es de la forma infinito
z—0t z—0t p
partido por infinito.
1
Consideremos entonces: lim —% = — lim z = 0.
rz—0t -2 =0t
Luego hm( zf(z)) =
linP @ es de la forma infinito partido por infinito. Consideramos
z—+00 €T
1
o : _ o f@) _
entonces: IEIJPOO 17 2$1_1>r1{1C>o 7 0. Luego IETOO N 0.

o . o —Arctanx
7. Calcular (si existe) lim —————.
zofo0 T —Senx

Respuesta: No es posible decidir la forma de este limite. Amplifi-
__ Arctanz

1 )
cando por — queda: lim W Por Teorema de Acotamiento
T T—+00 1 — p
se sabe que:
sen x 1 Arctan z
o[ L o< <)
x |z| 2x
. . sen x . Arctan z
Siz — 400 entonces lim ‘ =0= lim |—
T—+00 e T—+00 T

. z — Arctan x
Por lo tanto lim ———— =
z—+oo I —Seng



1

8. Calcular (si existe): lin(l) 1_&
z=0 1 —cosz

Respuesta: es de la forma cero partido por cero y se puede escribir:
_z®_ 2

lim —2  — lim x .

250 1 —cosz -0 (1 +22)(1 — cosx)

Consideremos el cuociente de las derivadas:

2
lim ad que es de la misma forma. Volviendo
2—0 22(1 — cosz) + (1 + 2?)senx

a aplicar L’Hopital queda:

2
lim =2
20 2(1 — cosz) + 2zsenx + 2zsenz + (1 + 22) cos

1

Por lo tanto: lim _ l4a? 2

t—=0 1 —cosx
Nota: compare los ejercicios 7 y 8.

9. ; Para qué valor de las constantes a y b se cumple que:

lim (z7®sen 3z + az™2 + b) = 07,
z—0

sen 3z + ax + bx?

x3

que es de la forma cero partido

. . 3¢083z + a + 2bz?
por cero; consideremos entonces: lim . Con el ob-
z—0 3z2

jeto de que este limite exista y sea cero, es necesario que a+3 = 0, o sea:

a = —3. Por lo tanto sigue siendo de la misma forma. Consideremos

. —9sen3x + 6bx i
entonces lim que es de la misma forma.
z—0 63:

-2
Consideremos: lim 7cos3z + 6b.
z—0 6

Respuesta: lim
z—0

Si este limite es cero, entonces: —27 4+ 6b = 0 y luego b = 9/2.



x

10. Sea f(x) = €” y suponga de f'(z) = €”.
senz _ o

Calcule lim ——
=0 senx — T

Respuesta: Es de la forma cero partido por cero.
senx X
. coszxe —e )
Calculamos entonces: lim que es de igual forma. Cal-
=0  cosx — 1

culamos entonces:

sen r T

—sen 2e*"* + cos? ze

) —e )
lim que de nuevo es de igual forma:
0 —senzx

. —cosxe*™T — gsen  cos £e5m T — sen 22e5" 7T + cos® xe®nT — e

lim =1
=0 —COSZT

senr __ eSE

Por lo tanto lim ——— =1

z—=0 SsenTr — T
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